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1 Giîi thi»u b i to¡n

B i to¡n x¡c �ành nguçn trong qu¡ tr¼nh truy·n nhi»t �÷ñc nhi·u nh  khoa håc nghi¶n cùu
trong váng 50 n«m qua. M°c dò câ kh¡ nhi·u k¸t qu£ v· t½nh tçn t¤i, duy nh§t v  �¡nh gi¡
ên �ành cho cho b i to¡n, nh÷ng do t½nh �°t khæng ch¿nh v  câ thº phi tuy¸n cõa b i to¡n,
n¶n trong thíi gian g¦n �¥y câ r§t nhi·u c¡c nh  to¡n håc v  kÿ s÷ �°t l¤i v§n �· nghi¶n
cùu chóng (xem [1], [2], [3], [4]). Gi£ sû Ω l  mët mi·n Lipschitz, giîi nëi trong khæng gian
Rn. Ta k½ hi»u ∂Ω l  bi¶n cõa Ω, Q := Ω × (0, T ] v  S := ∂Ω × (0, T ], vîi T > 0. X²t b i
to¡n gi¡ trà bi¶n ban �¦u vîi �i·u ki»n bi¶n Robin

ut −∆u = f(t)h(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Q (1.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.2)
∂u

∂ν
+ σu = ψ(x, t), (x, t) ∈ S (1.3)

Ð �¥y, ν l  v²c tì ph¡p tuy¸n �ìn và ngo i tr¶n S. V  f(t), h(x, t), g(x, t), u0(x), ψ(x, t) l 
c¡c h m l¦n l÷ñt thuëc c¡c khæng gian L2(0, T ), L2(Q), L2(Ω), L2(S). V  σ l  h m n¬m trong
khæng gian L∞(S) �÷ñc gi£ thi¸t l  khæng ¥m h¦u khp nìi tr¶n S.

B i to¡n thuªn l  b i to¡n x¡c �ành u khi c¡c h» sè cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1) v  c¡c dú ki»n
u0, ψ công nh÷ f, h, g �¢ bi¸t. B i to¡n ng÷ñc l  b i to¡n x¡c �ành v¸ ph£i khi mët sè �i·u
ki»n bê sung tr¶n líi gi£i u �÷ñc cho th¶m v o.

Trong b i b¡o n y, chóng tæi x²t b i to¡n ng÷ñc: X¥y düng l¤i th nh ph¦n phö thuëc
thíi gian f(t) trong v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh parabolic tuy¸n t½nh (1.1) � (1.3) tø dú ki»n
quan s¡t tr¶n bi¶n

u|S = ϕ, (1.4)

vîi gi£ thi¸t r¬ng to¡n tû quan s¡t ϕ thuëc khæng gian L2(S).
�º gi£i b i to¡n ng÷ñc, chóng tæi sû döng ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu b¬ng c¡ch

cüc tiºu ho¡ phi¸m h m

Jγ(f) =
1

2
||u(f)− ϕ||2L2(S) +

γ

2
||f − f ∗||2L2(0,T ),

vîi γ > 0 l  tham sè hi»u ch¿nh Tikhonov, f ∗ ∈ L2(0, T ) l  mët dü �o¡n ban �¦u cõa f .
Chóng tæi muèn nh§n m¤nh r¬ng ph÷ìng ph¡p bi¸n ph¥n d¤ng n y �¢ �÷ñc sû döng �º gi£i
c¡c b i to¡n truy·n nhi»t ng÷ñc (xem [2], [5], [6]) v  chùng tä nâ r§t húu hi»u.

�º l m �÷ñc �i·u �â, chóng tæi chùng minh, phi¸m h m (2.4) kh£ vi Fr²chet v  �÷a ra
cæng thùc cho gradient cõa phi¸m h m thæng qua mët b i to¡n li¶n hñp. Sau �â, chóng tæi
ríi r¤c ho¡ b i to¡n b¬ng ph÷ìng ph¡p sai ph¥n húu h¤n, rçi gi£i b i to¡n tèi ÷u ríi r¤c
b¬ng ph÷ìng ph¡p gradient li¶n hñp. C¡c k¸t qu£ sè cho th§y c¡ch ti¸p cªn cõa chóng tæi l 
�óng �n v  ph÷ìng ph¡p gi£i sè l  húu hi»u.
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2 K¸t qu£ ch½nh

2.1 B i to¡n thuªn

Tr÷îc khi �÷a ra cæng thùc nghi»m y¸u cõa b i to¡n (1.1) � (1.3), chóng tæi bt �¦u b¬ng
vi»c nhc l¤i khæng gian h m th÷íng xuy¶n �÷ñc sû döng trong b i to¡n gi¡ trà bi¶n ban
�¦u trong ph÷ìng tr¼nh parabolic.

�ành ngh¾a 2.1. Cho V l  mët khæng gian Hilbert. K½ hi»u W (0, T ) l  khæng gian tuy¸n
t½nh gçm t§t c£ c¡c h m y ∈ L2(0, T ;V ), câ �¤o h m (theo ngh¾a ph¥n bè) y′ ∈ L2(0, T ;V ∗)

vîi chu©n x¡c �ành bði

‖y‖W (0,T ) =
(∫ T

0

(
‖y(t)‖2

V + ‖y′(t)‖2
V ∗

)
dt
)1/2

.

Khæng gian W (0, T ) = {y : y ∈ L2(0, T ;V ), y′ ∈ L2(0, T ;V ∗)} l  khæng gian Hilbert vîi t½ch
væ h÷îng

〈u, v〉W (0,T ) =

∫ T

0

〈u(t), v(t)〉V +

∫ T

0

〈u′(t), v′(t)〉V ∗ dt.

�º �÷a ra �¡nh gi¡ cho nghi»m y¸u cõa b i to¡n (1.1) � (1.3), tr÷îc ti¶n chóng tæi �ành
ngh¾a nghi»m y¸u cõa b i to¡n trong khæng gian W (0, T )

�ành ngh¾a 2.2. H m u ∈ W (0, T ) �÷ñc gåi l  nghi»m y¸u cõa b i to¡n (1.1) - (1.3) n¸u
vîi måi h m thû η ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ta �·u câ �¯ng thùc∫ T

0

〈ut, η〉H1(Ω))′,H1(Ω) +

∫∫
Q

∇u∇ηdxdt+

∫∫
S

σuηdsdt

=

∫∫
Q

(fh+ g)ηdxdt+

∫∫
S

ψηdsdt (2.1)

v  u(x, 0) = u0(x), x ∈ Q. Ta câ �¡nh gi¡ sau:

�ành lþ 2.1. ([7]) Cho y ∈ W 1,0
2 (Q) l  nghi»m y¸u cõa b i to¡n (1.1) - (1.3). Khi �â nghi»m

y thuëc khæng gian W (0, T ).

�ành lþ 2.2. ([7]) Nghi»m y¸u y cõa b i to¡n (1.1) - (1.3) thäa m¢n �¡nh gi¡ d¤ng

‖y‖W (0,T ) ≤ cw
(
‖fh‖L2(Q) + ‖g‖L2(Q) + ‖ψ‖L2(S) + ‖u0‖L2(Ω)

)
, (2.2)

vîi h¬ng sè cw > 0 khæng phö thuëc v o (f, g, u0). Hay nâi c¡ch kh¡c, ¡nh x¤ (f, g, u0) 7→ y

x¡c �ành to¡n tû tuy¸n t½nh li¶n töc tø khæng gian L2(Q) × L2(Σ) × L2(Ω) v o khæng gian

W (0, T ) v  trong tr÷íng hñp ri¶ng ¡nh x¤ �â v o khæng gian C([0, T ];L2(Ω)).
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2.2 Ph÷ìng ph¡p bi¸n ph¥n

X²t b i to¡n (1.1) - (1.3). V¼ nghi»m cõa b i to¡n u(x, t) phö thuëc v o h m f(t) n¶n thay
v¼ k½ hi»u u(x, t, f) ta k½ hi»u l  u(f) ho°c u(f, u0, ψ) �º nh§n m¤nh sü phö thuëc v o h m
f cõa nghi»m u. �º x¡c �ành f , ta t¼m cüc tiºu ho¡ cõa phi¸m h m

J0(f) =
1

2
‖u(f)− ϕ‖2

L2(S) (2.3)

trong khæng gian L2(S). V¼ b i to¡n t¼m cüc tiºu cõa phi¸m h m J0(f) khæng ên �ành v  câ
thº câ nhi·u nghi»m n¶n chóng tæi sû döng ph÷ìng ph¡p ch¿nh Tikhonov, t¼m cüc tiºu cõa
phi¸m h m Tikhonov

Jγ(f) =
1

2
‖u(f)− ϕ‖2

L2(S) +
γ

2
‖f − f ∗‖2

L2(0,T ) (2.4)

vîi γ > 0 l  tham sè hi»u ch¿nh Tikhonov, f ∗ ∈ L2(0, T ) l  mët dü �o¡n ban �¦u cõa f . Ta
th§y, n¸u f > 0 th¼ b i to¡n t¼m cüc tiºu cõa phi¸m h m Jγ(f) câ nghi»m duy nh§t.

X²t b i to¡n li¶n hñp cõa b i to¡n (1.1) � (1.3) x¡c �ành nh÷ sau

−pt −∆p = 0, (x, t) ∈ Q (2.5)

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω (2.6)
∂p

∂ν
+ σu = u(f)− ϕ, (x, t) ∈ S (2.7)

B¬ng c¡ch �êi chi·u thíi gian, b i to¡n li¶n hñp (2.5) � (2.7) câ nghi»m duy nh§t trong khæng
gian W (0, T ).

�ành lþ 2.3. Phi¸m h m Jγ kh£ vi Fr²chet v  �¤o h m cõa nâ ∇Jγ(f) câ d¤ng

∇Jγ(f) =

∫
Ω

h(x, t)p(x, t)dx+ γ(f(t)− f ∗(t)), (2.8)

vîi p(x, t) l  nghi»m cõa b i to¡n li¶n hñp (2.5) � (2.7).

Chùng minh: Tr÷îc ti¶n, chóng tæi �÷a v o to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n S : L2(0, T )→ L2(S)

x¡c �ành bði
S(f) = u(f, 0, 0)|S.

Vîi bi¸n ph¥n δf ∈ L2(0, T ) cõa f �õ nhä, ta câ

J0(f + δf)− J0(f) =
1

2
‖u(f + δf)− ϕ‖2

L2(S) −
1

2
‖u(f)− ϕ‖2

L2(S)

=
1

2
‖u(f + δf)− u(f) + u(f)− ϕ‖2

L2(S) −
1

2
‖u(f)− ϕ‖2

L2(S)
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=
1

2
‖S(δf) + u(f)− ϕ‖2

L2(S) −
1

2
‖u(f)− ϕ‖2

L2(S)

= 〈S(δf), u(f)− ϕ〉L2(S) +
1

2
‖S(δf)‖2

L2(S)

= 〈S(δf), u(f)− ϕ〉L2(S) + o
(
‖δf‖L2(0,T )

)
trong �â, δu(f) l  nghi»m b i to¡n

δut −∆δu = δf(t)h(x, t), (x, t) ∈ Q (2.9)

δu(x, 0) = 0, x ∈ Ω (2.10)
∂δu

∂ν
+ σu = 0, (x, t) ∈ S (2.11)

Sû döng cæng thùc Green (xem [[7] �ành lþ 3.18]) cho nghi»m cõa hai b i to¡n (2.5) � (2.7)
v  (2.9) � (2.11) ta câ∫

Q

δfh(x, t)p(x, t)dxdt =

∫
S

u(δf, 0, 0)
(
u(f)− ϕ

)
dsdt

=

∫
S

S(δf)
(
u(f)− ϕ

)
dsdt

= 〈S(δf), u(f)− ϕ〈2L (S) + o
(
‖δf‖L2(0,T )

)
Do �â ta câ

J0(f + δf)− J0(f) =

∫
Q

δfh(x, t)p(x, t)dxdt

=

〈∫
Ω

h(x, t)p(x, t)dx, δf

〉
L2(0,T )

+ o
(
‖δf‖L2(0,T )

)
Vªy J0(f) kh£ vi Fr²chet v  gradient cõa nâ câ d¤ng

∇J0(f) =

∫
Ω

h(x, t)p(x, t)dx

vîi p(x, t) l  ngi»m cõa b i to¡n li¶n hñp (2.5) � (2.7). Do �â, ta câ cæng thùc (2.8) mæ t£
gradient cõa phi¸m h m Tikhonov Jγ(f).

B i to¡n thuªn v  b i to¡n li¶n hñp �÷ñc gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p sai ph¥n húu h¤n. B i
to¡n bi¸n ph¥n �÷ñc gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p gradient li¶n hñp.

2.3 Ph÷ìng ph¡p gradient li¶n hñp

Chóng tæi giîi thi»u ph÷ìng ph¡p gradient li¶n hñp �º gi£i b i to¡n bi¸n ph¥n:
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B÷îc 1:

1.1. Cho k = 0 v  cho tr÷îc x§p x¿ ban �¦u f 0.
1.2. T½nh U0(f 0) l  nghi»m cõa b i to¡n thuªn

U0
t −∆U0 = f 0(t)h(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Q,

U0(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

∂U0

∂ν
+ σU0 = ψ(x, t), (x, t) ∈ S.

1.3. T½nh r̃0 = U0(f 0)− ϕ = U0x, t; f 0)− ϕ vîi ϕ = uex(x, t; f
0), trong �â uex l  nghi»m

ch½nh x¡c cõa b i to¡n (1.1) � (1.3).
1.4.T½nh r0 = −∇Jγ(f 0) cho bði cæng thùc (2.8), �÷ñc x¡c �ành b¬ng c¡ch gi£i b i to¡n

li¶n hñp. 
−p0

t −∆p0 = 0, (x, t) ∈ Q,

p0(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

∂p0

∂ν
+ σu = u(x, t; f 0)− ϕ, (x, t) ∈ S.

1.5. �°t d0 = r0.

B÷îc 2: Cho n = 0, 1, 2, ... 2.1. T½nh Adn = Un(dn) = Un(x, t; dn), trong �â Un(x, t; dn)

l  nghi»m cõa b i to¡n thuªn vîi f = dn.

2.2. T½nh αn =
|| rk ||2L2(0,T )

||Adn||2L2(0,T ) + λ ||dn||2L2(0,T )

.

2.3. Cªp nhªt fn+1 = fn + αndn.

2.4. T½nh r̃n+1 = r̃n + αnAdn.

2.5. T½nh gradient rn+1 trong cæng thùc (2.8) b¬ng c¡ch gi£i b i to¡n li¶n hñp.
−pn+1

t −∆pn+1 = 0, (x, t) ∈ Q

pn+1(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

∂pn+1

∂ν
+ σu = u(x, t; fn)− ϕ, (x, t) ∈ S.

2.6. T½nh βn =
||rn+1||2L2(0,T )

||rn||2L2(0,T )

.

2.7. Cªp nhªt dn+1 = rn + βndn.

Qu¡ tr¼nh l°p ð tr¶n �÷ñc vi¸t cho b i to¡n li¶n töc. �º t¼m cüc tiºu cõa phi¸m h m
Jγ(f), chóng tæi ti¸n h nh ríi r¤c b i to¡n thuªn (1.1) � (1.3), ríi r¤c phi¸m h m Jγ(f), sau
�â x¥y düng b i to¡n li¶n hñp t÷ìng ùng �º t½nh �¤o h m cho phi¸m h m ríi r¤c n y. B i
to¡n thuªn �÷ñc ríi r¤c b¬ng ph÷ìng ph¡p sai ph¥n húu h¤n.
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2.4 V½ dö sè minh ho¤

Chóng tæi lªp tr¼nh v½ dö sè minh håa cho thuªt to¡n trong tr÷íng hñp mët chi·u. X²t mi·n
Ω = (0, 1) v  T > 0, ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t mët chi·u câ d¤ng

ut − uxx = f(t)h(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1)

−ux(0, t) + u(0, t) = g1(t), t ∈ [0, T )

ux(1, t) + u(1, t) = g2(t), t ∈ [0, T )

Chóng tæi t¼m l¤i h m f(t) trong tr÷íng hñp f(t) l  mët h m kh£ vi tr¶n (0, 1) v  f(t) l 
mët h m khæng kh£ vi tr¶n (0, 1). Trong c£ hai tr÷íng hñp, nghi»m ch½nh x¡c Uex, �i·u ki»n
ban �¦u u0(x) v  �i·u ki»n bi¶n g1(t), g2(t) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

Uex = sin(πt) cos(x− t) (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T )

u(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1)

g1(t) = sin(πt)
[

sin(−t) + cos(−t)
]
, t ∈ [0, T )

g2(t) = − sin(πt)
[

sin(1− t) + cos(1− t)
]
, t ∈ [0, T )

� Tr÷íng hñp f(t) = sin(t) l  h m trìn. Ta câ k¸t qu£ sè

H¼nh 1: Nghi»m ch½nh x¡c v  nghi»m gi£i sè vîi nhi¹u 10%.

� Tr÷íng hñp f(t) =

2t n¸u t ≤ 0.5

2(1− t) n¸u t > 0.5
l  h m khæng kh£ vi. Ta câ k¸t qu£ sè
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Hình 2. Nghiệm chính xác với nghiệm giải số với nhiễu 10% 
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