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M3 DAU

Trong nhiéu tinh hudng, do théi quen ngudi ta thuong vé lén gidy
nhitng diém biéu thi cho cde cd thé, cdc khu dén cu, cde don vi hanh
chinh, cdc nit giao théng, cdc héa chdt... va néi cde diém dé véi nhau
bing nhitng nét hodc nhitng mii tén tugng triong cho méi lién hé nao dé.
Cdc so dé nay dung ¢ khap moi noi vdi cde tén goi khdc nhau. Trong tém
Iy hoc goi né la‘xé hoi dé. Trong kinh té& goi la so dé t6 chizc.Trong giao
thong van tdi goi la mang giao théng... Chinh D.Konig la ngusi dau tién
dé nghi goi cdc sd dé nhuw trén la "dé thi ", dong thoi dé nghi nghién ciiu
mot edch c6 hé théng cdc tinh chdt ciia né.

Mét didu rét ddng quan tdm la nhiéu nganh khoa hoc hoan toan
khdc nhau lai ditng nhitng dinh Iy gidng nhau, chdng han, khdi niém
"ma trdn lién thudc”, do G. R. Kirchhoof dua ra dé nghién citu mach
dién, song di duoc Henri Poincare ditng lai trong t6pé hoc dé xdy ding
“analysis sictus " ctia né. Khdi niém "diém khop" da xudt hién tic lau
trong xa héi hoe,.dén gin d@y lai xudt hién trong nganh dién tit. Nhiing
thi du nhu trén nhidu vé k€ Diéu nay chitng té Iy thuyét dé thi ditgc
hinh thanh tit thue té. N6 cé rdt nhiéu izng dung trong xd hoi.

Dé c6 thé dp dung vao cde linh viie khde nhau, ly thuyét dé thi phdi
diige hink thitc héa dén mile cao. Tuy vdy, nhiéu khdi niém co ban, nhuw
"xich”, "dieong di", "tam"... duge dinh nghia mét cdch tricu tuong, nhung
vén con giit ditge méi quan hé nhdt dinh véi nhitng "d6 thi thue t€", ma
ta rdt dé nhén ra khi so dé dd vach xong. Boi vdy Iy thuyét dé thi khd
"gdn giit” véi thuc t& va cé rdt nhidu ing dung trong tin hoc, xa hot, kinh
té, gido duc v.v...

Ly thuyét d6 thi trinh bay ¢ déy vl muc dich la gitip ban doc lam
quen vdi mét céng cu todn hoc co thé dp dung cho khoa hoc vé cdch xit ly,
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ma tride hét la trong cde linh vie: Iy thuyét thong tin, didu khién hoc,
tin hoc, tro choi... Mt khdc, tdc gid cing gianh mét khéi luong ddng ké
dé trink bdy nhitng itng dung ctia Iy thuyét dé thi vao viée gidi cde bai
todn " khéng mdu muc”, ma ta thuong gdp o cde truong chuyén, Iép chon,
nhdam béi duong tu duy todn hoc cho hoc sinh. Déng thoi ciing liét ké mot
56 ligng ddng ké cdce bai tép, nhdm giip ban doc quan tdm lam quen vdi
cde bai todn "khéng mau mauc'.

Tuy da hét sitc ¢6 ging, song chédc chén cudn sdch vén con nhitng
khiém khuyét, chiing téi mong diige sit g0p ¥ ciia doe gid dé lin xust bdn
t0i cudn sdch ¢ néi dung hoan hdo hon. Xin' chén thanh cdm on. Thi
£6p ¥ xin gwi vé: Nha xuit ban Khoa hoc va Ky thuat - 70 Tran Hung
Dao - Ha Néi.

Tac gia



CHUONG I
CAC KHAI NIEM CO BAN

1. DINH NGHIA PO TH

Téap hdp X = & cac d61 tugng va bo E cic cip sip thit ty va khéng
sip thit tu cac phan tit cia X dude goi 13 mét @8 thi, ddng thoi dude ky
hiéu bang (X, E) thodc bing G = (X, E) hoac bang G(X)).

Cac phan tii clta X duge goi 1a cic dinh. Cip dinh khoéng sip thit tu
duge goi 1a canh, cap dinh sdp thd tu duge goi 1a canh ¢é6 hudng hay
cung.

D6 thi chi chita cac canh dugce goi 1a dd thi vé hudng, con dd thi chi
chita cac cung duge goi 1a d5 thi c6 hudng. Néu d6 thi chita ca canh l1an
cung, thi né dudge goi 1a dd thi hdn hgp hay 46 thi hdn tap.

M6t cip dinh ¢6 thé duge néi véi nhau bing hai hodc nhidu hon hai
canh (hai hodc nhiéu hon hai cung ciing mét hudng). Cic canh (cung)
niy duge goi la cac canh (cung) béi.

Mot cung (hay mét canh) ¢é thé bat dau va két thac tai cing mot
dinh. Cung hay canh loai nay dudc goi 1a khuyén hay nit.

Cip dinh x, v duge ndi voi nhau bing canh (cung) @, thi x, ¥ duge goi
1a cac dinh hay hai ddu ctia canh (cung) ¢ va @ duge goi 1a canh (cung)
thudc dinh x, dinh y.

Néu cung b xuilt phat tit dinh u va di vao dinh v, thi « dude goi 12
dinh dau, con v dude goi 1a dinh cudi cia cung b.

Cip dinh x, y duge goi 1a hai dinh ké nhau, néu x # ¥ va I3 hai dau

cua cing mit canh hay mét cung.



Dai véi moi dinh x ding D(x) d€ chi tap dinh, ma mdi dinh nay duge
ndi véi x bang it nh4t mét canh, D~ (x) dé chi tap dinh, ma m&i dinh nay
tit x c6 cung di tdi; D(x) dé chi tap dinh ma méi dinh nay ¢6 cung di
tdi x. ‘

Hai canh (cung) @, b dude goi 1a ké nhau, néu:

1) Chiing khac nhau.

2) Ching c¢é dinh chung (néu a, b 1a cung, thi khéng phu thude vao

dinh chung d6 1a dinh dau hay dinh cuéi clia cung a. dinh diu hay dinh
cudi cua cung b).

Vidu 1.I: Cho &6 thi hén hgp ¢6 khuyén G(X, E) véi tap dinh :
X = {x}, x5, X3, x4, X5, X5, 27},
tap canh va cung :
E= {xb Xg; Xa, X3, Xy Xg, Xy, Xg X3 X3, Xy Xg Xs, x.S}
=1 a sz a3 ag s b; ba},

trong d6 a,, a,, a, a, a; - cic canh, b, b, - cac cung, cung 5, ¢6 x, 13 dinh
dau. x4 14 dinh cudi.

2. CAC CACH BIEU DIEN DO TH
2.1. Biéu dién béng hinh hoc
Gia st ¢6 48 thi G(X, E).
Biéu dién dinh : L&y cac &iém trén mat phing hay trong khéng gian

tuong ing véi cac phan ti thuge tap X va ding ngay k¥ hiéu cac phan ti
nay dé ghi trén cac diém tuong tng.

Biéu dién canh: Néu canh a véi hai dinh ddu 1 x, ¥ thi né dudge b_iéu
dién bing mdt doan thing hay mét doan cong néi giita hai diém x, y va
khéng di qua cac diém tudng ¥ng trung gian khac.

Biéu dién cung: Néu cung e ¢6 dinh diu 1a x, dinh cubi 1A y, thi né
duge bidu dién bang mot doan théng hodc mét doan cong duge dinh
huéng di tit x sang y va khéng qua cac diém tuong tng trung gian khac.
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Hinh nhan duge goi 1a dang biéu dién hinh hoc ctia d8 thi G(X, E).
Pai khi ngudi ta cling goi dang biéu didn hinh hoc 13 mét d3 thi.

Vi du 1.2: Dang biéu dién hinh hoc ciia @b thi G(X, E) cho trong vi
du 1.1 ‘

Hinh 1.1

2.2. Biéu dién bang ma trin lién thudc
Gia st d6 thi G(X, E) gbm n dinh, m canh va cung.
X={x, %y .., %, }
E= {e',, €y oy €n }-

Ma tran lién thudc cia d6 thi G 13 ma tran A gom r hang tudng ting
véi n dinh va m cbt tudng Ung vdi m canh va cung.

Matran A =(a; ), 1<i <n; 1<j <m ¢
+1, néux;la dinh dau cung ¢;
—-1. néux;la dinh cuéi cia cung ¢;

1, néux;1a mét dau clia canh ¢

0, néu x, khong thuc canh (cung) e,

+92, néuxla dinh, ma cung e; d6ng thii 1a khuyén xuit phat ti né.-

2. néu x; la dinh, ma canh e; dong thdi 1a khuyén thuge né.

Vi du 1.3: D thi hdn hgp ¢6 khuyén trong vi du 1.1 ¢6 ma tran lién
thuéc A dang saw:
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0O 0 1 1 0 +1 0 lx.

0 0 0 0 0 0 O jx,

2.3. Biéu dién bang ma tran ké
Gia sit d6 thi G(X, E) gdbm n dinh, X =/ x,, xy, ..., x, /.
Ma tran ké clia d6 thi G 13 mét ma tran vuéng A cip n c6 cac hang
va cft déu tudng ing vdi cac dinh cha d thi.
A=(ay, 1<i,j<nvoi:
+1. néu titx; sang x; c6 cung
a; =1 L néux, x; dude néi bing mét canh
0. trong cac trudng hdp con lai
Nhdn xét: Ma tran ké ctia 46 thi bat ky déu ld mot ma tran vudng co

cac phan i 13 0 hodc 1 hoac + 1. Trong tnicng hdp d6 thi vb6 hudng. thi
nia tran ké déi xtng qua dudng chéo th nhal.

3. MOT 5O DANG DO TH| DAC BIET

Trong nhiing trudng hap khéng can phan biét giita canh va cung ta
quy udc diung canh thay cho cd cung.

D4 thi GX, E) khong c6 khuyén va mai cap dinh duge 16i v6i nhan
bang khéng qua mét canh. duge goi 1a d6 thi don hay don dé thi va
thong thudng duge goi 1a @6 thi.
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D6 thi GX, E} khéng ¢ khuyén va cé it nhat mét cip dinh dude néi
véi nhau bang tit hai canh trd 1én dude goi 12 da dé thi.

D4 thi vé hudng (c6 hudng) G(X, E) duge goi 13 46 thi - diy dd, néu
méi cip dinh duge néi véi nhau bing ding mét canh(mét cung véi chiéu
tuy ¥).

Da d6 thi v6 huéng (c6 hudng) GX, E) dude goi 13 45 thi & - day dn,
néu méi cap dinh duge ndi véi nhau bing ding % canh (% cung véi chidu
tuy ¥).

D6 thi (da d6 thi) GX, E) dugc goi 1a dd thi (da dd thi) hai mang,
néu tap dinh X clla né duge phan thanh hai tap con rdi nhau X, X,
AXuXy=Xva X, nX,= @& vd mdi canh déu c6 mét dau thube X, con
dau kia thude X,. Khi dé6 G(X, E) cén"duge k¥ hidu bing G(X,, X, E).

Dé thi (da d8 thi) G(X, E) dude goi la d6 thi (da d6 thi) phing, néu
né c6 it nhat mét dang biéu dién hinh hoc trai trén mét mit phing nao
d6, ma cac canh clia d6 thi chi cit nhau & dinh.

D38 thi (da 46 thi) G(X, E) duge goi 14 hitu han, néu s8 dinh cia né
hitu han. tic tap X cé luc lugng hitu han.

D6 thi (da @5 thi) véi tap dinh v6 han, duge goi 1a 46 thi (da d8 thi)
vo han.

Do thi (da dd thi) vdi s6 canh thudc mbi dinh déu hitu han dudc goi
13 d6 thi (da d6 thi) hitu han dia phudng.

Hién nhién ring, mét dé thi hay da dé thi hitu han, thi né cling hitu
han dia phuong.

Trong cic phan ti€p theo. néu khong ¢6 chii ¥ gi thém, thi cac 46 thi,
da d6 thi duge xét déu hitu han.

Cho Y X YO HCE F=En(YxY)vaV=XxX) /E.

D& thi G, (¥, F) dudc goi 1a dé thi con, con G, (X, H) 1a d6 thi b6
phdn cia d6 thi G(X, E). '

D6 thy G'(X, V) dugce goi 1a do thi b clia 46 thi G(X, E).
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D6 thi ¢6 hudng G(X, E) dugc goi 1a dé thi déi xiZng, néu

Ve, ye X[ (x,y) €eE =>(y,x) cE].

Trong d6 thi déi xtng tuy ¥-hai dinh ké nhau x, y luén luén duge ndi
béng hai cung nguge chiéu nhau. Pé don gian, trong truong hgp nay
ngusi ta quy udc thay hai cung noi trén bing mét canh nsi gitta x va y.

D& thi c6 hudng G(X, E) dugc goi la db thi phan d8i xting, néu

Vx, ve X[ (x,y) ¢ E =y, x} ¢E ].



CHUONG 2
BAC CUA DINH D& TH

Déi vai d6 thi va da 46 thi ¢6 hudng, ngoai khai niém bac con ¢6 khai
niém nua bic.

1. BAC CUA DINH

Gia sit G(X, E) 12 mét @6 thi hay da d6 thi ¢6 hudng hoic khong cé
hudéng. S8 canh va cung thuge dinh x dugde goi la bac cia dinh x va k¥
hiéu bang m(x).

Vi duy 2.1: Trong 36 thi
hinh 2.1

mix,) = m(xy) = 3,
mfx,) = 4, m(xy) = 2
mixg) = 1, mix) =1,
m(xs} = 0.

Dinh ¢6 bac bang 0 duge
goi 14 dinh biét lap.

Dinh ¢é bac bang 1 dude Hinh 2.1
goi 14 dinh treo.

Canh (cung) c6 it nhit mét dau 1a dinh treo duge goi la canh (cung)
treo.

Trong &6 thi hinh 2.1 x; 13 dinh biét lap; x4 x; 12 cac dinh treo:
(x;, x¢) 12 canh treo, con (x; x3) 1a cung treo.
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2. NUA BAC

Gia slit G(X, E) 14 d6 thi hodc da d6 thi ¢6 hudng. S6 cung di vao
dinh x duge goi 1a nita bac vao clia x va ky hiéu bing m'(x) hoac

bing m-(x).

S8 cung di ra khéi dinh x duge goi 1a nita béac ra cia dinh x va ky
hiéu ho#c bing m"(x) hoic bing m " (x).

Ky hiéu tap cung di vao dinh x bing E(x), con tap cung di ra khéi

dinh x bang E * (x).
Vidu2.2:
m'(x) =0, m (x) =3 °
mi(x,) = 1, m(x)=2 o o
m'(xy) = 9, m(xy) = 1
ma)=9  me)=2 ' o
m'(xs) = 2, m"(xs) =0
mileg) = 1, o

= @

m'(xy) =m"(x,) =0
Ex)=@ E"(x)= {{x, x), (x, x,), (%, x5)} Hinh 2.2
E(x) = {{x), xy), (x5, )}, E* (x,) = {(xx,, x3), (x4 x5) ).

3. MOTSO TiNH CHAT
Pinh Iy 2.1:

Trong mt dd thi hay da d6 thi tiy §. tdng s6 bac cia tat cd cac dinh
bao gid cling gap 461 s6 canh. -

That vay, khi tinh bac cla cac dinh mdi canh vé hudng hofic ¢6
hudng déu duge tinh mdi ddu ddng mét 1an, nén d& dang suy ra khing
dinh trén. -

Dinh ly 2.2;

Trong mot dé thi hay da d6 thi tuy ¢ s§ dinh bac 18 luén ludn 13 mbt
s6 chin. :
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Chitng minh:
Gia sit d6 thi (da &6 thi) G(X. E) cé n dinh. m canh
X= {20 Xy ooy X Xp Ly oo, X g, X1
cac dinb x,, %, ., bacléva .o, .., x, |, x. bac chan.
Theo dinh iy 2.1 o dang thiic:

RUXy  MX )+ {0 ) F Xy )+ mlx, g Y4 m(x,, ) = 2.om

[—

v

f‘_ B
ViB 13 téng clia cic s8 chan, nén B 1 mot 6 chdn. Bdivay A = 9m - B

phai la mét s6 chan.
S& chin A 13 téng ctia & 618, nén & phai chiin. Bdi vay s dinh bac
1é trong dd thn hay da d6 thi bat ky phai 14 mét sé chin.
Binh Iy 2.3:
Trong mot dé thi vdl n (n > 2 dinh ¢6 it nhat 2 dinh cung bac.
Chitng minh.
Gia sit G(X, E) 1 dé thi tay ¥ vét /X/=n > 2, Xét hai kha ning sau:

1) Néu db thi cé dinh bac 0, thi trong d6 thi khéng c6 mét dinh nao
ké val tat ca cac dinh con lai, nén mbi dinh cha d8 thi cé bac 1a mét
trotign - 1s6nguyén: 0. 1,2, ., n -3, n-2.

2) Néu 46 thi c6 dinh n - 1, thi dé thi khoéng c6 dinh bac 0. Bdi vay
bac clia méi dinh thude dd thi 1a mot trong » - 1 sd nguyén: 1, 2, ..., n - 2,
n- 1

T két qua Iy luan trén khing dinh duge ring, 48 thi G(X, E) véi n
dinh. nhumg chi co khéng qua n - 1 loai bac. Bdi vay. phai c¢6 it nhat 2
dinh cung bac. Khing dinh dude chitng minh.

Dinh Iy 2.4:

Néu d6 thi vdi n (n > 2) dinh c6 ding 2 dinh cung bac, thi hai diih
uay khong thé déng thoi ¢é bac 0 hodcn - 1.

Chitng minh:
Gia st x, y 14 hai dinh cing béac cia @8 thi G(X, E) va déu c¢6 bac 0

hodc bac n - 1. Loai x, y va tit ca cac canh thudc chiing khéi 4o thi G. ta
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cige d6 thicon G, cé n - 2 dinh. Theo dinh 1y 2.3 trong G, ¢6 2 dinh cung
bac. chang han u, v.

1) Né&u x, y cing bic 0, thi u, v trong G khong k& véi x, y nén u, v
dong thai 2 dinh cung bac trong d6 thi G, Nhu vay. dé thi G phai ¢é6 it
nhat 2 cap dinh cung bac.

2) Néu x, ¥ d8u cé bac n - 1. Khi dé mdi dinh «, v déu ké dong thoi
v6i x, ¥, nén trong d6 thi G cic dinh u, v cling cung bac. Nhu vay trong
d6 thi G phai c6 it nhat 2 cap dinh cing bac.

Ca hai trudng hdp c6 thé ddu dan téi mau thuin véi tinh chat: D6
thi G ¢é duy nhat mét cap dinh cing bac, nén x, y khong thé cing bac 0
hodc cing béac n - 1. Khing dinh duge ching minh.

Pinh Iy 2.5:

$6 dinh bac n - 1 trong d6 thi G véi n (n>4) dinh. ma 4 dinh thy ¥ cé
it nhat mot dinh ké véi 3 dinh con lai, khong nhd hon 7 - 3.

Chitng minh:
1) N&u G day du. thi khdng dinh hién nhién.

2) Néu G ¢é cip dinh duy nhat khong k& nhau. Khi d6 trong G cé n -
2 dinh bacn - 1.

3) Néu G ¢6 2 ciap dinh khéng k& nhau, thi ching phai ¢ dinh
chung. That vay. gid sit A, B; I, D 14 2 cip dinh khéng ké nhau. N&u hai
cap dinh nay khéng cé dinh chung, thi trong bén dinh A, B, I, D khong
c6 dinh nao ké véi ba dinh cén lai, nhu vay mau thuin véi gia thiét, nén
haicip A, B : 1, D phai ¢6 hai dinh tring nhau, ching han B =1.

Lay dinh C tuy y khac véi A, B, D. Trong bo bén A, B, C, D dinh C
- kévdica 3dinh A, B, D.

Loai D ra khéi bo bén trén va thay vao d6 1a dinh E tay ¥ khac véi
A, B. C, D. Trong b6 bdn A, B, C, E hosic C hoic E phai ké véi ca 3 dinh
con lai. néu E k& véi 3 dinh con lai, thi C ké véi £, Do @6 C ké vdi ca ba
dinh A, B, E.

Do E la dinh tiy ¥ trong n - 4 dinh con lai (khac cac dinh A, B, C).
nén C ¢ bacn - 1.
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C la dinh tuy ¥ trong n - 3 dinh khac A, B, D nén db thi ¢é » - 3 dinh
bac » - 1. Khdng dinh duge chitng minh.

Hinhily 2.6 :

Véi mot s6 tu nhién n (n > 2), luén tén tai dé thi n dinh ma 3 dinh
bit ky clia 46 thi déu khéng cing bic.

Ching minh.
1) Véin = 3 (4 thi G, gom 1 dinh bac 0 va 2 dinh bac 1.

2) Gia st khing dinh ding véi d6 thi G, ¢6 n dinh. D8 thi G, . | c6
n + 1 dinh dude xay dyng nhu sau:

a) Néu G, ¢6 dinh bac n - 1, thi khéng c6 dinh bac 0, néu ta ghép
vao G, dinh x bac 0 va duge G, .| gdm n + 1 dinh viéc ghép thém dinh
x vAn bao toan tinh chit clla G,: ba dinh bat ky déu khéng cting bac
va do thi G, khéng co dinh bac 0. nén trong G, . , ba dinh bat ky déu
khéng cung baec.

b) Néu G, khong c6 dinh bac n - 1. Khi d6 tit ca cac dinh clia G, déu
6 bac khong vudt qua n - 2. Thém vao G, dinh x (khéng thuéc G,) va néi
x véi tung dinh cia G, bing mét canh, duge dd thi G, ., c6 n + 1 dinh.
Dinh x ¢6 bac bang n, con bac ciia mbi dinh thuéc G, trong G, . , dude
ting lén mét don vi, nhung déu khéng vugt qua n - 1 va trong bic méi
ba dinh bat ky cta G, van khéng ciing bac. Khdng dinh dude ching
minh.

Dinh Iy 2.7

D6 thi hai ming G(Y, Z; E) véi moi dinh yeY déu c6 m(y)>1, dong
thdi c6 tinh chat: bat ky hai cip dinh y, y,; 2, 2, € Z ndo-cling thda man
diéu kién: Néu y, ké véi z,, v, ké vdi z,. thi trong hai cip dinh y,, z,; y,, 2,
c6 it nhat mét cip dinh ké nhau. Khi d6 trong tap Z c6 it nhat mét dinh
ké véi tit ca cac dinh thude Y.

Chung minh;

Ky hiéu /¥/ = m, /Z/ = n. Xét ba kha ning cé thé sau:

1) m = 1: Do Y ¢6 phan tlt duy nhéit y, ma m(y) > 1, trong tap Z c6 it
nh#t phan ti z ké vdi y. Bdi vay m(z) = 1 = /Y/.
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2y m > 1, n = 1, theo gid thi€t, véi moi y ¢ Y déu ¢6 moy) > 1,
nén dinh z duy nhat cia tap Z phai ké véi t4t cd cac dinh thuée Y hay
miz) =Y.

3ym>1,n>1 Goizla dinh cé bac 16n nhat trong tap Z.
a) Néu m(z) = /Y/, khdng dinh duge chitng minh.

b) Gid sttmfz) =k <m = /Y/. Ry hiéu y,, ¥, ..., ¥ la cac dinh ké véi z
viy,.,phaikéviidinht e Zvaf =2

Xét hai cap dinh (2, vy, (¢, v, . J véii = 1, 2, ..., k. Ngoai ra ¢ con ké
VOL v, ., uén m(t) =k + 1 > k = m(z). Didu nay mau thuin véi gia thidt
ml(z) cue dai.

Khéng dinh duge chitng minh.
Binh iy 2.8:

Trong dé thi G(X, E) véi it nhat kn + 1 dinh, m3i dinh o6 bic

khéng nhé hon (k - Un + 1, tudn tén tai d6 thi con diy dit gbm £ + 1
dinh.

Chitng minh:
_Khéang dinh duge chitng minh biang quy nap theo &,
1) Véi £ = 1, khang dinh hién nhién ding.

2) Véi k = 2 c6 thé 1am chit hon gia thist: Néu dé thi 2n + 1 dinh,
ma méi dinh ¢ bac khéng nhé hon n, thi né cé o thi con 3 dinh day da.
Thit vay, xét dinh x tiy ¥. con v 1a mot trong cac dinh ké véi x. Téng s6
dinh ké vdi x va y khéng nhé hon 2n, nhung s8 dinh khac x va y chi 1a
2n - 1. Vay, phai ¢6 it nhat 1 dinh z duge tinh 2 1an. Khi d6 «, v, 2 tao
thanh 16t 6 thi con day da 3 dinh.

3) Gid si. khing dinh ding véi & Céin suy ra tinh ding din cla
khing dinh d5i véi k + 1.

Theo gia thiét. trong 6 thi G gém (k + Un + 1 dinh, s6 dinh ké véi
dinh x tiy ¥ khong nhé hon kn + 1, nén s8 dinh ciie G khong k& v6 <« 8
khéng vugt qua n. Bdi vay, méi dinh y ké vdi x. thi né ké vdi nhidu
nhét n dinh khéng k& véi dinh x. Do d6 dinh v phai ké véi it nhat
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kn+1-n=(k-1n+ 1 dinh k& vé1 dinh x. Xét do thi con G, gom cac
dinh ké v6i x. D6 thi con G, ¢6 it nhat kn + 1 dinh va méi dinh cta no ké
vai it nhat (k - Un + 1 thude G|, nén theo gia thiét quy nap. trong G, co
d6 thi con day da G, gom & + 1 dinh. Vi dinh x ké véi timg dinh thudc
G,. nén dinh x két hop véi cac dinh thude Gy 1lap thanh moét 46 thi day da
gom k + 2 dinh trong 46 thi G.

Khéng dinh duge ching minh.

4. UNG DUNG

Bai tdp 2.1. Chiing minh riang trong mét 16p hoc tity ¥ 6 hoe sinh ma
mbi ngudi c6 mdt s6 1& ban than trong 16p, luén ludén 14 moét s& chan

Bai tép 2.2. Chitng minh rang s6 nguoi ma moéi ngudi da co mot 1é lan
bat tay trén trai dat 1a mét s chan

Bai tdp 2.3. Ching minh rang trong mét cude hop tiy ¥ gom tir 2 dai
biéu trd 1én, ludn ludn co it nhat 2 dai bidu, ma ho ¢6 $6 ngusi quen bing
nhau trong cac dai biéu dén dit hop

Bai tdp 2.4. Chiing ming ring néu trong mét nhém tiy ¥ gobm it nhat
3 ngudi, ma c6 ding 2 ngudi ¢ s6 ngudi quen bing nhau, thi ho khéng
thé ddng thoi khéng quen ai hoic déng thdi quen tit ca nhitng ngudi con
lai trong nhéom

Bai tdp 2.5. Mot cude héi thao qubc t& véi n(n> ¢ dai biéu tham gia.
Cit bon dai bidu d&n du c6 it nhit mét ngudit n6i chuyén tryuc tiép duge
véi 3 ngudi cdn lai. Chimg minh rang ¢6 it nhat n - 3 dai bifu, ma mdi
ngudi cé thé néi chuyén truce tiép véi tit cd nhitng ngudi con lai.

Bai tdp 2.6. Chitng minh riang véi moi s6 ty nhién n m22) luén luén
tim dugc mét nhém gém n ngudi, ma 3 ngudi bat ky trong nhém déu
khéng ¢6 s8 ngust quen bang nhaun,

Bai tdp 2.7. Hai thén A, B 8 canh nhau. Méi gia dinh 8 thén A quen
v4i it nhat mot gia dinh & thén B. dong thoi bat ky hai gia dinh y, , v,
nao thudc thoén A, hai gia dinh tuy ¥ z,, z, thude thén B cling thea mian
diéu kién: Néu gia dinh y, quen véi gia dinh z,, gia dinh y, quen vdi gia
dinh z, thi trong hai ciip gia dinh v, z,; v,, 2; ¢6 it nhat mot cap gia dinh
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quen nhau. Ching minh ring trong thén B ¢6 it nhat mot gia dinh quen
vol tat ca cac gia dinh thuée thon A.

Bai tdp 2.8. Ching minh rang trong mét quan do ty ¥ gdm kn + 1
hon dao (k, r 1a cac s6 nguyén dusng) va mbi hon dio cé duong ngam néi
voi it nhat (k - Ln + 1 hén ddo thuge quin dao nay. luén ludn tén tai
mot nhom gém £ + 1 hon ddo. ma mdi hén dao co dusng ham di ¢én tung
hon dao thude nhom.

Huéng dan :

D€ gidi cac bai toan trén trude hét ta chuyén chiing vé cac bai toan
trén dd thi. réi dya vao cac tinh chat dé suy ra két luin trong cac bai
toan tudng ting.

1. Xay dung cdc do thi G, tuong img véi cde bai todn 2,i(l <i<&
Xay dung G, | ¢
a) Dinh: Lay cac di€ém trén mit phdng hay trong khéng gian tudng

g véi cac hoc sinh trong 16p, déng thoi dang luén ma s clia cac em, dé
ghi trén cac diém tuong ung.

) Canh: Trong do thi G, | cac dinh x, y duge néi bing mét canh khi
va chi khi hai lige sinh x, y than nhau.

D6 thi G, | md ta toan b quan hé thin nhau trong 18p hoc ma ta
xét,

Cac db thi G, , (2 <i < 8) xdy dung mbt cach tuong tu.
2. Vdn dung cdc tinh chdt vao cic dé thi tuong g dé suy ra cdc khdng
dinh phét biéu trong cdc bai todn trén.

a) VG cach xdy dung trén bac ciia méi dinh thuéc G, | bing ding s6
ngudt quen ctia hoc sinh tudng ttng véi dinh niy. Theo dinh 1y 2.2 58
dinh bac 1é trong G, , 13 mét 56 1& chin. nén s6 hoc sinh ma madi ngudi ¢6
mot s6 1& ban than trong 16p phai 1 mét 38 chin.

b) Tuong tit khing dinh trong bai toan 2, i (2 <i x 8) suy duge nho
van dung dinh ly 2.1 vio dé thi G, .

Q]
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CHUONG 3
XICH, CHU TRINH, DUONG VA VONG

Doi véi do thi (da db thi) vé hudng ¢6 khai nidm xich (day chuyén) va
chu trinh, con déi vai d6 thi (da d6 thi) ¢6 hudng tom tai khai niém dudng
va vong. Tuy vay. ngudi ta van thudng dung khai niém dudng cho ca d6
thi va da d6 thi vé huéng.

1. XiCH, CHU TRINH

Gia st G(X, E} 1a mét 46 thi hay da d6 thi vé hudng:
Day a cac dinh cua GiX, E):
A= [00 Xy o Xy Xty e Xy XS

dude goi 12 mot xich hay mét day chuyén, ndu Vil <i <n - 1) cap dinh x,
x:_, ké nhau.

Téng s6 vi tri clia tit ¢i cac canh xudt hién trong xich «. dude goi la
dd dai etia xich o. déng thsi duge ky hidu bing /a/.

Cac dinh =, x, ditge goi la hai dinh dau cha xich @ Ngoai ra. ¢on néi
rang xich o ndi gitte cac dinh x, va x,. Dé chi ré dinh dan va dinh cuéi ta
con k¥ hidu a bang ufx,, x./.

Mot xich véi hai dau trimig nhau, duge goi [a mdt chu trinh.

Xich (chu trinh) . duge goi la xich (chu trinh) don (sd cip hay cg

i - . e A i - - a A
ban), néu né di qua moi canh (moi dinh) khoéng qua mét lan.



Vidu 3.1. Cho d6 thi

2y

X3

Hinh 3.1

Q) = X, X, X, X4 X, %, 1A chu trinh don va so cdp,

t = X, X Xy &, X, %, X 1d chu trinh don nhung khéng phai 1a chu
trinh sc cap.

2. PUONG, VONG

Gia sit G(X, E) 1a 46 thi hay da 46 thi c¢6 hudng. Day dinh 8 cla
(71X K-
/3= [xl‘ Xy oer X XLy e Xy g xm]

duge goi ld mot dusng hay mét dudng di néu vi (1<i<in - 1) dinh x; la
dinh daw. con x,. , 13 dinh cudi cling mét cung nao dé.
Toug s6 vi tri eua tat ¢ cac cung xuét hién trong # dude goi 13 do

dai ciia duong . déng thei duge k¢ hidu bang /3/

Binl x, duge goi 1a dinh dau. con x,, 1a dinh cudl cta duong S Nguoi
ta con 16l rang. dusng F xuit phat tit dinh x, va di téi dinh x,,. Dudng 8
com dutge ky hisu bang fx,, x,./.

Mot ditdng c6 dinh dau va dinh endi tring nhau dude goi 1a mét
voug. ’

Duang (vong) £ dude goi 1a dudng ivong) don (sd cip hay ¢ ban).
néu néd di qua mdi canh (mdi dinh) khéng qua mot lan.
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Vidu 3.2. Cho 46 thi ¢é hudng:

Hink 3.2

8= 2, 2, 20 x4 X5 X, ) 1A véng don va vong sd cadp.
Py = x, x, x; x- khéng phai la duong.
P= %, 207 Xy X5 Xy X X, 1A vong ddn nhung khong [a vong so cdp

B = x; x; x; Xz X7 X, x, khéng phdi 13 dudng don va ciing khéng
phai 1a duong sd cip.

Hai xich (chu trinh) dude goi 1a réi nhau, néu ching khéng c6 canh
chung.

Hai dudng (vong) goi 1a roi nhau néu ching khéng ¢é canh chung.

Pé dé hinh dung ta goi chu trinh c6 dé dai 3, 4, 5, ..., n 1a chu trinh
tam giac, t giac, ngil giac, ..., n - glac.

3. MOTSO TINH CHAT
Pinh Iy 3.1

Trong mot dé thi vo hudng véi n (n23) dinh va cac dinh déu cé bac
khong nho hon 2 luén luén ton tai chu trinh so cap.

Chung minh:
Vi dé thi hitu han, ma méi xich so cip qua timg dinh khéng qua mét
lan, nén s8 xich sd cip trong 46 thi G(X, E) 1a mot s6 hitu han. Bdi vay

ludén luén xac dinh duge xich so cip c6 d6 dai cuc dai trong dd thi
G(X E).
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Gia s\t @ = (x), Xy ..., %, ., %) 12 mdt trong nhitng xich c6 d6 dai cuc
dai. Do bac ciia moi dinh khéng nhé hon 2, nén x, phaii ké véi mét dinh y
nao do (khac x,). Ngude lai néu dinh v khac véi dinh x, (3 <i <k) thi xich
s0 cap:

& =y, Xy, Xy, ooy Xy gy %)
. V
codo dai lo'| = fal +1> r

Nhu vay. da di téi mau thuan véi tinh 46 dai cyc dai cta xich a, nén
¥ = x; (3<i<k) va trong db thi ¢ chu trinh 56 cip f= (x,, xy, Xy ..., 2,4, x).

BDinhly 3.2

Trong mot db thi vé hudng véi n dinh (n > 4) va cic dinh déu 6 bac
khéng nho hon 3 luén luén tén tai chu trinh so cAp d6 dai chin.

Chitng minh:

Gid st o 1a mot trong nhitng xich sd cip db cii evce dai.

O = (X}, Xgy Xy ooy X gy Xy Xjy gy ons, Xjp Xp X gy ey Xp gy Xyl
Vi a ¢6 d6 dat cie dai. ma bac eiia x; khéng it hon 3 nén x, phai ké
véi hai dinh khac nhau thue a: x, (35<k), x; (357<k). Khi d¢6 dugce hai
chu trinh sg cap:
a, = (x,, Xy, Xy ..., X;_ 4, X, X
Qg = (X4, Xoy Xy veey Xi 1y Xjy Xin gy ooy Xy, X X
1) N&u mét trong hai chu trinh «, @, ¢6 46 dai chin, khdng dinh
dude chimg minh,
2) Nguge lai néu ca hai chu trinh «,, a, déu.co d6 dai 1é.
Khi d6 xich:
a; = (X, X, Xy o, Xy 1, X,
c6 do dai chin va xich
Ay = (X, Xy oy X, X 20
cd A6 dai lé nén chu trinh:
a5 = (X1, Xy Xy gy oy X5 X )

c6 46 dai chdn. Khidng dinh duge chitng minh.
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Nhdn xét: Cac tinh chat:

(1) D4 thi G khéng c6 chu trinh 48 dai 1é.
(2) D6 thi G khong cé chu trinh so cap 4§ dai lé

tudng duong vdi nhau.

That vay, tit tinh chat (1) suy ra tinh chit (2) la hién nhién. Dé
chitng minh diéu ngugc lai ta dung phan ching.

Gia st G khéng c6 chu trinh sd cidp 46 dai Ié, nhung trong G c6 tén
tai chu trinh 46 dai 18, chdng han:

a = [xﬂ, Kip eoey X = xﬂ}

14 mét chu trinh nao 46 cia G véi 46 dai 1é (m). Ta tién hanh phén chia
o nhu sau: Mai khi gap hai dinh x;, va ; véi 0 <i <j<m vax; = x; thita
phan « thanh hai chu trinh bd phan: afx, xJ va afx, x] + alx;, x0. Do «
cH 46 dai 18, nén mét trong hai chu trinh b§ phan trén cé d6 dai 1é. Ta lai
phén chia chu trinh c¢é d3 dai 1é thanh hai chu trinh bé phan tudng ung.
Tiép tuc phan chia theo cach trén cho tdi khi khéng ¢on kha ning thue
hién nita vi mbi 1an phan chia ta déu dude mét chu trinh 46 dai 1é nén
chu trinh 46 dai 1é nhéan duge trong 14an phan chia cudl cang la chu trinh
sd cap. nén ta di di dén mau thuin véi gid thiét. Do d6 G khéng thé c6
chu trinh d6 dai 18.

4. UNG DUNG

Hai bAi tap sau xem nhit cac vi du vé fing dung dinh 1y 3.1 va dinh
Ly 3.2.

Bai tap 3.1. Mot cude hop c6 it nhit ba dai biu d&n dy. Méi ngudi
quen it nhat hai dai biu khac. Chiing minh réng c6 thé xép duge mot s6
dai bifu ngdi xung quanh mdt ban tron, 6 mdi nguoi ngdi giita hai
ngudi ma dai bidu dé quen.

Bai tdp 3.2. Mot thén c6 it nhit 4 gia dinh. M&i gia dinh than vdi it
nhat 3 gia dinh khac. Chimg minh riing cé thé x&p mét s8 chin gia dinh

lam nha xung quanh mdt cai hé d€ mdi gia dinh séng giita hai gia dinh
ma ho than.
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Huéng dén :

D& gii hai bai toan trén trudc hét xay dyung dé thi tuong ving, sau
d6 van dung két qua clia dinh ¥ 3.1 va 3.2 ma suy ra két luan.

Xdy dung do thi

» Dink: Ldy cac diém trén mit phing hoic trong khong gian tudng
Ung vii cac dai bidu dén dit cude hop (cac gia dinh trong thon).

¢ Canh: Hai diém «, v dude ndi bing mét canh khi va chi khi hai
dai biéu x, y quen nhau (hai gia dinh x, v than nhau).

D46 thi nhan duge ky hiéu bing G, (G,)

D4 thi G, mé ta toan bé quan hé quen nhau cita cac dai biéu dén dy
hop. Con dé thi G, mé ta toan bdé quan hé thian nhau cia cac gia dinh
trong thén.

Vén dung két qud ciia céc dinh Iy dé suy ra két ludn:

Vi méi dai biu quen it nhat 2 ngudi dén dy hop. nén bac médi dinh
cla d6 thi G, khéng nhd hon 2, theo dinh Iy 3.1 trong G, ¢6 chu trinh sg
cdp. Khi d¢6 dua theo mét trong nhitng chu trinh s¢ ¢ap clia G, ma sip
x&p cac dai bidu tudng ng ngdi xung quanh ban trén, thi mai dai biéu
s& ngoi giita hai ngutdi ma anh {chi) ta quen.

Do méi gia dinh than véi it nhat 3 gia dinh trong thén, nén bac cia
dinh d6 thi G, khéng nhé hon 3. Theo dinh 1y 3.2, trong G, ¢6 chu trinh
sd cdp d¢ dai chdn. Khi d6 dya theo mét trong nhimg chu trinh nay, ma
sdp xep ciac gia dinh lam nha xung quanh mdt cai ho, thi mbi gia dinh sé
song giita hai gia dinh ma ho than.
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CHUONG 4
pA THI LIEN THONG

D61 véi a6 thi vé hudng c6 khai niém lién thong. con dbi vdi do thi cé
huéng dua ra khai niém lién théng manh.

1. DINH NGHIA

Hai dinh x, y dude goi 1a cap dinh lién thong., néu hodce giita x va y cd
it nhat mét xich ndi véi nhau, hoic ton tai it nhat moét dudng di tu x
sang v hodc til y sang x. '

D3 thi vo hudng GrX, E) dude goi 1a dé thi lién théng, néu moi cap
dinh cta né déu lién thong.

D4 thi c6 huéng G = (X, E) duge goi 1a d6 thi lién théng manh, néu
moi cip dinh cia né déu lién théng.

GiA sit @ 12 dinh bat ki thude db thi G. Ding Ca dé ky hiédu tap con
cac dinh etia G, gém dinh e va tat ca cac dinh lién théng vdi a trong do

thi G.

D4 thi con clia G, ¢ tap dinh 13 Ca, duge goi la mot thanh phan lién
théng cta do thi G.

Dinh x trong dé thi lién thong G dudc goi la diém khdép, néu @6 thi
con G, nhan dude tit G bang cach bd dinh x, 1 d6 thi khong lién thong.
Diém khdp x, ma né duge ndi véi mdi thanh phan lién thong cia G, bing
ding mét canh, duge goi la diém khdp don.

Vi du 4.1. Cho @6 thi G ¢6 4 thanh phan lién théng (hinh 4.1).

Cac dd thi con G, G, G, lién thong. DS thi con Gy lién théng manh.
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Hinh 4.1

2. TINH CHAT
Dinh Iy 4.1

D6 thi véi n (n > 2) dinh, ma tong bac ctia hai dinh tuy ¥ déu khong
nhé hon n, 14 46 thi lién thong.

Chitng minh:
Gia sit d6 thi G = (X, E) ¢6 n dinh (n > 2). V4i moi cip dinh a, &
ctia d6 thi G déu cé:
mia})+mb) > n (1)

nhing a, b khéng lién théng. Khi d6 trong dd thi G tén tai hai thanh
phan lién théng: G, c6 n, dinh va chtta dinh a, G, chita dinh b va c6 n,
dinh.

ViG, G; la cac thanh phdn lién thong clia G,nén: n,+n,<n

Khi dé:

g
ma)+ mb) <tn;-D+(ny-D=n,+n,—2<n-2<n (2)

Do sy mau thuin ciia cac déng thic (1) va (2), suy ra két luénf Ds
thi G phai lién théng. Khing dinh dugc chitng minh.

T dinh 1y trén suy ra hé qua sau:
Hé qua 4.1
D6 thi ma bac clia mdi dinh cda né khéng nhoé hon mét nira s& dinh,

1a dé thj lién théng.
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Dinh Iy 4.2

Né&u db thj ¢6 ding hai dinh béc 18, thi hai dinh nay phai lién théng.

Ching minh:

Gi4 st d6 thi GX, E) ¢6 dting hai dinh bac 1é, ching han. hai dinh nay
laavab.

Gia st a, b khéng lién thong véi nhau. Khi d6 ching phai thuge hai
thanh phéan lién théng nio d6 clia d6 thi G, G, chita a, con G, chita &.

Bic cua dinh a trong G, ciing chinh 12 bac cba dinh @ trong G. nén
trong G, dinh @ vAn c6 bac 16, Va d6 thi G, c6 duy nhit mét dinh bac 1é.
Ta di d8n mau thuan. Vay hai dinh @, b phai lién théng.

Phdn hoach:

Gia sit ¢6 tap M # @. Day cac tap con cua M:

XIJ X?) AR ] Xm- E] X

m

dudc goi 1a mdt phan hoach cia tap M, néu né théa méan dong thai 3
ditu kién sau: '

L vi(l<i<m) X, =&
9) ¥, j (1 <i,j<m, iz) X;nX; =0
i-1

Pinh Iy 4.3

Diy cac tap dinh cla cac thanh phan thue d6 thi GX, E) lap thanh
mét phan hoach eta tip dinh X.

Chizng minh:

Gia sit G\(C, , E), G«(C, , EJ, ..., Go(C,_, E) 12 tat c cac thanh
phén lién théng cha d6 thi G(X, E).

Theo dinh nghia C, bao gém dinh a; vi tat ci cac dinh thudc X lién

thong véi a, nén C, ¢ X (1 <i <m).
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Via; € C, nén vi(1 <i sm) C,=2.

Gid s@ { #j, nhung C4 NC, #O. Khi d6 tén tai dinh x, ma xeC,
va xeC, , nén x lién théng véi ca g, va a; Vivay a; va a; lién thoéng. Bdi

véay a; lién thong véi mei dinh thuge Ca,; va nguge lai a; cling lién théng

v6i moi dinh thuge C, . Do d6 C, = C, . Ta da di d&n miu thuin véi

tinh chat C, #C,, . nén C, ﬂCaj =3

Doa,e C,va C, cX (1<i<m) nén X = uc.,

i=!
Dink Iy 4.4

D6 thi G(X, E) lién thdéng khi va chi khi né ¢ mét thanh phan
lién thong duy nhat.

Ching minh

1) Diéu kién cdn: Gia sit G(X, E) lién thong, nhung lai c6 khéng it
hon hai thinh phan lién thong. Gia sit G\(C,, E), G,(C,, E) 1a hai trong
cac thanh phan lién théng clla G. Khi @6 FxeC, FyeC, va x, y khoéng
hén thong vdi nhau. Béi vay 46 thi G(X, E) khéng lién thong. Ta d3 di
t61 mau thuan véi gid thist, nén G(X, E) phai c6 mét thanh phin lién
théng duy nhat.

2) Diéu kién du: Gia sit db thi G(X, E) c6 mét thanh phan lién théng
~ duy nhat. Khi d6 thanh phan lién théng nay chita tit ca cac dinh cia dé

tht G(X, E). .

Do moi dinh cia thanh phan lién théng déu lién théng nhau, nén
moi cip dinh clia d6 thi lién théng nhau, nén G(X, E) 1a 46 thi 1én théng.
Khéng dinh duge chimg minh.

Dinh Iy 4.5

Gia sit G(X, E) 1a mjt dd thi lién théng. Mét dinh clia 48 thi G(X, E)
13 diém khdp khi va chi khi trong G(X, E) ton tai hai dinh a, b, sao cho
méi xich n8i a véi b déu phai di qua dinh nay.
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Chung minh

71 Dicu kién can. Gia sit dinh x la diém khép trong &6 thi G(X, K.
Khy do @6 thi ron G, X - (x/, £} 1a 4o thi khoéng lién thong, nén né chia it
nhat 2 thanh phan lién théng. Gia'sit Gy, G, 1a hai trong cac thanh phan
lién théng ena G, Gia s a 1a mét dinh nao do cia G, con & 14 mot trong
uhimg dinh ~ta . Do a, b thuoe 2 thanh phan lién théng khac nhau,
nén trong G. cac dinh «, # khéng lién théng. Nhmg trong GrX, EJ cac
dinh @, & lai nens théng, nén moi xich ndi e, 6 déu phai di qua dinh x.

2) Piéu kién du. Gid st moi xich néi ¢, & déu di qua dinh x, nén néu bo
dinh x. thi dé 1 i con G, (X - {x/, EJ clnta hai dinh a, & khong lién théng, bai
vay G, (X - {x}, E) khong lién thong. Do dé dinl x 13 diém khép ctia 48 thi
G(X E). '

Dinh v 4.6

Gia st do thl G ¢o n diuh, m canh. £ thanh phan lién théng. Khi d6
co bat dang thic:

m 5%(11 -k)in -k + 1)

Chitng minh:

Gia st G, G, ..., G 12 cac thanh phan lién théng cta 46 thi G va G,
co n. {1 =i <k dinh.

Gia sit G, 1a mdt trong nhitng thanh phan lién théng c¢é s8 dinh
nhidu nhat. "Don” vé G, tit ca cac canh ciia d6 thi G. nam ngoai G,
bang cach sau day: Gia s\ a, a,, ..., a,1a tat ca cac canh thude dinh x
trong G2 <i <kj. Khi &6 trong G, xac dinh thém dinh x’ tudng dng vdi
dinh x, rdi tit »” ké cac canh ¢ (17 <s) tudng vng véi ¢, di t6i cac dinh
ct khac nhau clia G, . déng thoi loai bo dinh x va cac canh xuit phat tit
né khoi G, (2 <i <k}

Véi cach nay ta "chuyén" duge vé G, tit cd m canh cha G va d8i véi
moéi G, (2 <i <k} toi da n, - 1 dinh. Khi d6 ¢6 thi con G, ¢ s6 canh 1A m
va 56 dinh n’<n - k + 1 s6 canh t81 da cé thé trong G, 1a

ci<Cl,, :é(n_k)(n.—k-i-l)

nen ms

tn-kiin-k+1).

b | =

Khing dinh dude chitug minh.
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{e qua 4.2

s e e . o . 1, s
New 46 thy 7 ¢6 » dinh va s8 canly 16n hon Sin ~1Hn-21 thi na

lren thidg.
Chizmg miinh

Dimg k de ki bicw <6 thianh pha lien thoug ¢ia € Khi 46 theo dimh
Iy 1.6 50 canhom eva do thy thea man eae bat ding thit

1
.';(‘” < I 2ve e S - by 1}
Bat dang thie chi thon man ki & = 1. Theo dinh 1¥ 4.4, dd thi 7 lién
thony

3. UNG DUNG

Bai tap sau xem nhu vi dy vé tng dung dinh I¥ 4.1, 4.2 va hé
qua 4.1,

Bai tap 4.1. Mot quan ddo c6 n 2 2 2) hon dde va hai hon dao bat ki
thuge quan dao déu ¢o sé dau méi dudng ngam téi mot trong cac hén dao
nayv déu khéng nhé lion n. Chitng minh rang tir mot hon dao tuy ¥ thudc
quan dao ta ¢é thé di dén mét hon dao bit ki kKhac cia quan dao bing
duong ngam.

Bai tdp 4.1.a. Khi vé nghi hé méi ban hoc sinh ctia I6p 11A trusng Le
Héng Phong déu trao déi dia chi véi it nhat mot nita s6 ban trong 16p.
Chimg minh rdng trong thdi gian nghi hé méi san cila lap 11A déu cé
thé bao tin mét cach tryce tisp hay gian tiép cho timg ban trong lép.

Bai tdp 4.2. Trong mét cudc hop c6 ding hai dai bidu khéng quen
nhau va méi dai bidu nay c6 mét 8 18 ngusi quen dén dy. Chimg minh
rang luén ludn cé thé x&p mét s6 dai biéu ngdi chen gitte hai dai biu noi
trén. dé méi ngudi ngdi giita hai ngudi ma anh (chi) ta quen,

Huéng dan :

D& gidi cac bai tap trén trude hét xdy dyng cac dé thi tuong Gng. sau
d6 vin dung két qua ctia dinh 1y 4.1, hé qua 4.1 va dinh Iy 4.2 ma suy ra
két luan.
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Xay dung di thi

o Pinh:Lay cac i trén mat phing hoac troug khong gian tuong
ang véi cac hon dao thude quan dio (cac ban hoe sinh trong 1dp 11A. cac
dai biéu dén hop).

e Canh: Hai diém x, v ditge ndi bing mot canh khi va chi khai hai
hén dao x, ¥ ¢6 dudng ngam néi trye tiép vdi nhau (cac ban x, v trac d6i

dia chi che nhan. cac dai biéu x, ¥ quen nhau).
- D4 thi uhin dude ky hidu bing G, (G, G,
- D6 thi G, md ta todn bo ludi dudng ngam trong quan dao.
- D4 thi G, mo ta toan bd quan hé trao d6i dia chi trong 16p 11A

- D6 thi G, mé ta toan bd quan hé quen biét trong cac dai biéu dén
dy hop.

Vidn dung kél qud cua cdc dinh Iy dé suy ra két ludn

- Do hai hon ddo bat ki déu c6 tong sd ddu méi dusng ngam khéng
nhé hon 2. nén hai dinh bat ki ctia dé thi G, déu ¢6 tang bac khéng nhd
hon n. Bdi vay. theo dinh 13 4.1. d6 thi G, lién théng. nén hai hon dio
bat ki co dugng ngam ndi véi nhau.

- Vi méi ban hoc sinh 16p 11 A trao ddi dia chi véi it nhat mét nita s6
ban trong ldp. nén bac ctia méi dinh thude G, déu khéng nhod hon mot
nua s6 dinh cia do thi. Khi d6. theo hé qua 4.1. d6 thj G, lién théng. Boi
vay hai dinh x, ¥ déu c6 xich @ néi vl nhau. Khi dé théng qua cic ban
fuong tng vdi cac dinh thude xich «. ma bdan tuong ting véi dinh x bao
tin dugc cho ban tueng tng véi dinh y va nguge lai.

- Hai dai bidu khéng gquen nhau, thi hai dinh tudng tng khong ké
nhau. Mai dai biéu nav lai c6 mot sé 1é ngudi quen dén hop. nén trong dé
thi G; c6 dung hal dinh bac Ié va hai dinh nav lai khéng ké nhau. Khi
d6, theo dinh 1y 4.2, hai dinh nay lién théng nén cé it nhat mot xich néi
gitte hal dinh nay. Gia st ¢ 1d mot trong nhimg xich néi gitta hai dinh
bac 1é nay. Dua vao « ta sip x8p cac dai biéu tucng g ngdi gitta hai
dai biéu tuong ving vdi hai dinh bac 18 thi cac dai bién niv sé ngdi giva
hai nguoi ma anh {chi) ta quen.



CHUONG 5
HAM GRUNDY

1. DINH NGHIA
Giast G =(X, Ejladdthive htdng hoac co hudng hoiae han hop.

N={01, 2, .../ - Tap s6 nguyén khéng am

binh nghia: Anh xa g tit tap dinh X vao tap cac s6 nguyén khoéng
amN

g:X— N

dutge goi 1a ham grundy. néu veeX ham gix) thoéa min didu kién:

g(x) =minfN/g(Dix) oD~ (x)}}
Diéu kién nay tudng duong véi hai didu kién sauw:
a) Vee X, néuye (Dix) oD (x)), thi glx) #g(y)

b) vueN, néu u < gtx), thiue gfDix} v D (x)},
tic la Fv e (DixjuD ™ (x)) va u = gly).

Hinh 5.1. DB thj nay khéng chap nhan ham Grundy
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Hinh 5.2

Tit dinh nghia trén suy ra nhan xét saw

1) vxeX. néu (D) o D'(x)) = @ thig(x) = 0.
2) Né&u « ké véi y thi gix) = g(y)

3) g(x) < | D(x) o D ()]

4) D4 thi 6 thé khong chap nhan ham grundy, chang han. @6 thico
khuyén hay dd thi 1a mét chu trinh hodc mét vong vél db dai le, chang
han nhu d6 thi & hinh 5.1, nhung ciing ¢6 thé chap nhan déug thai nhién

harm grundy, nhu 46 thi trong hinh 5.2.

2. CAC PHEP TOAN TREN DO THI

Gia sit co n db thi véi cac tap dinh khadng giao nhau ting doi mot
G[(XU E]), GQ(XZy E_’)v . Gn(Xn) En)‘
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2.1. D6 thi tich

¥

Xét cac tap:
X=X« X% cox X,= {0y xp002,) [x, e X, (1<i<n))
(Tich Descartes ctia cac tap X, (1 <i < n))
E = {(x, Xy 2, ), (X, 25, X)) fx,.xYe E, (1<i< n)}
Binh nghia: Do thi G = (X, E) dugc goi 14 do thi tich hay dé thi giao
cta cac do thi G, G, ..., G,. déng thdi con duge k¥ hiéu 1a
G x Gyx ... x G, hay GGy... NG,

2.2. DS thi téng
Xét tap:
F= {(x,.xz.....x,, (% Xpenx,) [FiA<isn) (2.0, ) e E, )}

Binh nghia: D6 thi G = (X, F) duge goi 1a dé thi tong hay dad thi hgp
ena cac d6 thi G, G, .. ., G, déng thdi con duge ky hiéu la

G, + Gy + ... + G, hay G UG UG,

Dé dang nhéan thay rdng cac phép toan x va + duge dinh nghia &
trén rat quen thuje trong Iy thuyét tro chdi. Ngoai ra, ta cling thudng
gap cac phép toan nay trong nhiéu linh vye cé sy tham gia caa 1y thuyét
dé thi.

Vidu: C6 hal may M,, M, M&i may c6 thé & trong mét s6 trang thai.
Ky hi¢u tap trang thai cia may M, d3ng X, E, = {(x, x", ) [/« Jla trang thai
tiép theo clia trang thai x, (1 = 1, 2)). Khi d6 néu ngusi thg tai méi thoi
diém tac dong dong thoi ca hat may thi ¢4 thi mé ta cac tinh huéng ¢ th
5€ 14 G,x G, con néu chi tac dong mét trong hai may, thi dé thi mé ta cac
tinh huéng c6 thé sé 1a G, + G,.

Mét van dé dat ra 1a cac phép toan trén d6 thi ¢c6 3o toan tinh chap
nhin mét ham Grandy hay khéng? D€ xét van dé nay trude hét can 1am
quen vdi khai niém téng digit clia cac s thit ty. Gia sit (C/, C2 ..., ch,
trong d6 C'e {0, 1} (1 si <k) 13 mi nhi phin hay dang khai trién nhi
phin cua s6 nguyén C, titc a:

C=C' +2C° +4C° + ... 4+ 2%-1*
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Khi dé nguai ta thudng viét:
C=Cc . Cr

Dé& dang nhan thay rang: cach viét theo hé nhi phan vé nguyén tac,
gidng nhu cach vidt theo hé thap phan va hoan toan ¢é the thist lap su

tuong tng. Chang han ta bidu didn 10 56 nguyén khéng am dan tien:
E g £ 1l A

[ Ghitheonéthap phan | Ghitheohenmpnan | Knertién oh phan
. - - - - o o e ]
1 1 ' (1)
2 10 {0, 1)
3 11 1.1
4 100 i (0,0, 1)
5 1o (1.0, 1)
6 110 (0.1, 1)
7 111 (1,1, %)
8 1000 {0,0.0, 1)
9 | 1001 {1,0.0,1) J

Trong $8 hoc {nj. hay "n theo modun 2" la s6 du (bang O hay
bang 1) khi chia n cho 2

Gia st ¢6 n 6 nguyén C,, Cy, ..., C, vdi cdc dang khai trién nhi phan
C, =(CY C}.C...). Véc ta:

' H ! il 7 )
C:HXC}: [Zc;} .Lﬁc,‘;’ { ....... ]
2y N ]

l\ k=1 J{Z] { k=1

dige goi 14 tdng digit cda cac s6 nguyén C,, C,, ..., C,. déng thai dude
ky hiéu bing:

C=C +C,+..4+C, , + C,
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Vidu5.1:
3+7 S(LD+HL L D=(L10O+(1.1.1)=(0 0 1)
1+3+11= () + (1, 1+ (1. 1.0, 1)

=(1,0.0.0)+(1,1,0,0)+ (1. 1,0, 1) = (1. 0, 0, 1)

Dinh Iy 5.1

Téng Digit + 6 cac tinh chit sau:

D) Két hop: (@ +B) +y=a + @ +7)

2) Tén tai phan ti trung hoa 0, sao cho: @ +0 = o  véi moi sd
nguveén cr..

3; V&l moi 86 « ton tai phan tt d6i (-2 thoéa man didu kién;

at+(-a=0
4) Giao hoan: a +B=p +a

Theo ngén ngit dai s6, bén tinh chit trén bidu thi rang tap hop s6
nguven trén do xac dinh tong digit lap thanh mot nhém Abel.

Dinh iy 5.2

Néu cac dé thi ;.. G., ..., G, chap nhan cac ham grundy ivdng ing
8\, 8 o £, thi d6 thi tong:

G=G,+G,+..+G,

cling cdp nhan mét ham Grundy g. ma gia tri ctia n6 tat dinh:

x=ix, %, ..., x)
dge cho bai téng digit:
gix) = gx,, x, .., 1) = gixv) +g.0x) + .. —'Fg,,(x,b)
Ta chitng minh rang ham g(x) xac dinl nhu vay trén tap hop:

X=X xX,x..xX,

12 mot ham grundy clia tong G = (X. F). Muédn vay ta phai chi ra rang:

(1"} Véi mol 6 thit ty 8 < gfx) déu tén tai dinh ¥ ma hoac x, v duge
nédi bang mét canh hoic tir x sang y o cung, sao cho giv) = A

That vay, xét cac khai trién nhi phan:
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ale)=ler.cl.ci)
g(x)=(C",C'.C°.. ).
trong dé CT = [ZC:
Lk=1 ()
va B=(4% pl, g% ..}, trong 46 B < g(x).

Gia sit r 1a s6 thi tu 16n nhat, sao che A7 = C7 (r nhat dinh 1on tai vi
B =a(x), vi < g(x), nén ta cé:

I}':O: cCr :iFiC
| w1

I
|
ez

=1

Vay trong cac 86 C;,C7,....,C" phai ¢6 it nhat mot sé bang 1, gia su
C; = I. Ta dat:

oh néu pr=C"

4= [Cl;+1h néu  p 2 C

Trong trudng hop nay trong G, tén tai dinh v, ké véi x.. sao cho:
gy =1, d, ..}
Khi d6 ta co:
Gy, Xy Xy oy X,) = gy F8olxy) +... Fguax)=f
(2" Khong tén tai mot y nao ké voi x ma g(y) = glx).

That vay, xét dinh y = (y,, xp x, ..., x,J, trong d6 y, la mot dinh ké
vdl x, trong G, va dit; gy =@, d, ...)

Vigv,) #g(xJ, nén véi sb tunhién rndo dé 6 d” = C; . Vay;
&y iCp e iCr), 2ler e ier s e,
Do dé: gty =gix)

Chimg munh nay cho ta mét qui tdc tinh ham Grundy cho téng cac
do thi. Két qua nay sé duge ung dung trong cac chusng sau.
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CHUOUONG 6
CHU sO

Khai niém chu s8 chdng nhitng dudc xac dinh d6i véi da thi, ma con
d6i véi ca de db thi.

1. DINH NGHIA VA TINH CHAT
Gia st G = (X, U) 1a mit de d thj vd huéng véi n dinh, m canh va p
thanh phéan lién théng. Dat /(G =n -p

BDinh nghia: Dai lugng m - po(G) = m - n + p dude goi 12 chu s6 cia da
d6 thi G va dugc ky hidu bing u(G).

Chu s6 ¢6 cac tinh chat quan trong trong 1y thuyét 46 thi.
Dinh Iy 6.1

Cho da d6 thi G. Gia sit G' 14 da db thi nhan duge tit G bang ciach
néi hai dinh e va b clia G bdi mét canh méi. N&u ¢ va b tring nhau heic
trong G d4 lién théng véi nhau thi ta ¢o:

PAG) = p(G), UG) = LG + 1,
Trong truong hop nguge lai (a; b trong G khong lién thﬁﬁg):
PG) =p(G) + 1, G') = AG).
Hé qud 6.1
" D& véi moi da 6 thi G déu c6: AG) 20, AG) 20

That vay xuat phat tit d6 thi thanh 1ap bing cac dinh ctia G. D8 thi
nay khong c¢é canh, ma tit ci cac dinh déu 1a dinh bist lap. D3 thi G
duge xdy dyng dan dan timg canh mét. Thoat ddu » dinh biét lap chinl
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la n thanh phan lién théng, tite n = p, va d6 thi khéng ¢6 canh nén
m=10. Ta co:

p=n-p=n-n=0, v=m-n+p=0-n+n=0

Gia st trong qua trinh bd sung canh ta ¢ nhin dude da dd thi G'1
vdi s6 canh m, s6 thanh phan lién théng p,.

Bé sung vio G, canh a ta nhin duge da dé thi G, véi s6 canh
my=m, + 1 va s6 thanh phan lién théng p,.

Cé hai kha ning xay ra:

o) Néu ¢ néi giita hai dinh thude hai thanh phan lién théng khac
nhau. Khi d6 p; =p, - 1, nén:

PGl=n-py=n-(p,-V=n-p,+1>pG)
NG =my-n+py=m+1l-n+p -l=m, -n+p =uvG)

B) Nguge lai, @ néi giita hai dinh khéng thudc hai thanh phan lién
théng khac nhau, nén 8 thanh phan lién théng khong giam. Béi vay
Pe=p, vata co:

PG =n-p;=n-p =pG)
NG =my-n+p,=m,+1-n+p,=m;-n+p, +1>0G)
Nhu vay trong qua trinh xdy dung da 46 thi G, cac sd o va ©
khéng giam. o
2. HE CHU TRINH DOC LAP
Gia sit ¢6 da @6 thi vé hudng G = (X, V) véi m canh. Ta dit tuong
ting méi chu trinh ciia G véi mdt vectd trong R™ dude xdy dung nhu sau:

Dau tién gan cho méi canh ciia da 46 thi G mét huéng tay §. Néu
chu trinh « di qua canh u, r, 1an thuan hudéng va s; 1an nghich huéng,
thita @it C* =r, - s, (16U 12 mét khuyén thi quy udc s, = 0).

Vecto: (C, C%, ..., C, ..., C™ dudc goi 1A vects chu trinh tuong ving
vdi  va ki hidu bang o .
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Binh nghia: Cac chu trinh «,, «,, ... duge goi 1a déc 1ap hay doc lap
tuyén tinh néu cac vectd tuong ttng « 0, doe lap tuyén tinh.

Can lutu ¥ réng. tinh chat déc lap ena hé chu trinh khéng phu thuéce
vao hudng gan cho cic canh.

Dinh I¥ 6.2

Chu s6 /(G) ctia da dd thi G bing s6 cuc dai cac chu trinh doc lap
tuyén tinh.

Chitng minh:

Dau tién ta ldy dé thi khéng cé canh. thanh lap bing cic dinb ctia
G. Day 1a 46 thi gdm toan cac dinh biét lap. Sau d6 xay dung da 46 thi G
bang cach thém vao timg canh mét.

Theo dinh ly 6.1, chu 58 58 tang 1én moét don vi néu canb thém vao
lip nén mét chu trinh maéi va chu s8 s& khang thay d6i trong trugng hap
nguge lai.

Gia sit trude khi thém canh w, trong 46 thi da c6 mot hé cd sd gém
cac chu trinh: «, a,, ...

Va sau khi thém canh u, d3 lap thém cac chu trinh mai: FL I .

Vi gf#0.mi af=a’ =...=0, nén J; khéng thé bidu dién tuyvén
tinh qua cac vectd «, . Miit khac cic vectd B,. 5,. .. c6 thé biéu dién

Lt —

tuyén tinh qua f,,a,,a,,... Bdi vay. méi khi chu s6 ting mét don vi. thi

6 cyc dai edc chu trinh déc lap ciing tang lén méot don vi. Binh 1y da
duge chiing minh.

I1é qud 6.1

Da d6 thi G khéng ¢6 chu trinh khi va chi khi G) = 0

e gud 6.2

Da d6 thi G ¢6 mét chu trinh duy nhat khi va chi khi /Gy = 1.

BPinhly 6.3

Chu s8 o(G) etia da db thi c6 hudng lién théng manh G bang sé cuc
dai cac vong doc lap tuyén tinh trong G.
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CHUONG 7

SAC 56 VA PO THi MAU

Trong chudng nay sé trinh bay vé cac d6 thi, ma hoic tap dinh hodc

tap canh ena chiing dudge t6 bang tit hai mau trd 1én.

1. DINH NGHIA

Cho trude mét s6 nguyén ditang p. Ta noi rang 46 thi G la p sfic. néu
bang p mau khac nhau ¢ thé td trén cac dinh (ndi dinh mét mau), sao

cho hai dinh ké nhau tay ¥ déu ¢6 mau khac nhau.

S& p nho nhat, ma dsi véi s6 da 46 thi G 13 p sic. duge goi la sde s6°
ctia db thi G va ky Lién bang #G).

No6i cach khae, sde s6 ctia mét do thi 1a s8 mau it nhat can dung dé
6 trén cac dinh ciia d6 thi (ndi dinh mét maw), sao cho hai dinh ké

nhau tuy ¥ dude t6 bang hai mau khac nhau.

L]
Sdc Iop: S6 mau it nhat can dung dé té trén cic canh cua do thi
(ndi canh mét mau). sao cho hai canh k& nhau tiy y déu c¢6 miu
khac nhau.

Ngusi ta cé thé chuyén bai toan sac 1dp vé bai toan shc sd bing cach:
D61 vl mdi 46 thi G = X, U) xAv dung dé thi G' = (U, EJ, trong do6 U la

tap canh ctia da thi G. con tap canh E cua né duge xac dinh r.hu saw:
E =l(w, u’) 1 u, u €U va la hai canh ké nhau}
Dé dang thay riing. sic s cha a6 thi G' bang sic lép ela @0 thi G.
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Vidu7.l

Cho d6 thi G = (X, U) D6 thi G' = (U, E)

Hinh 7.1

Sic s6 do thi G bing séc 16p ctha db thi G

2. MOT SO TiNH CHAT

Dinh Iy 7.1. Mgt chu trinh d¢ dai 16 luén cé sic 6 bing 3
Chitng minh:

Gia st « 12 mét chu trinh d6 dai 1& tiy y. Khi d6 tén tai s8 tu
nhién n, 48 /a/=2n + 1. Ky hiéu cac dinh ciia @ mét cach lién tiép bing

Xy, x/.‘. me xZn + 1.
Ta sé& chitng minh khing dinh trén bing qui nap theo n.

a. Co s¢ qui nap: véi n = 1. Chu trinh & gdm 3 dinh %, x4 X, Do méi
dinh x; (1 i <3} ddu ké véi hai dinh con lai. nén ta phai dung ding 3
mau khac nhau, thi méi dn té trén mai dnh mot mau, d€ cho hai dinh
ké nhau tity ¥ déu ¢6 mau khac nhau.

b. Qui ngp: gia sit khing dinh da ding véi n<k. nghia la d81 vdi chu
trinh o, thy ¥ véi d6 dai 2n + 1 (1<h<k) déu c6 sic sb bang 3. Cin chi ra
rang véin = k + 1 khing dinh van &tng. nghia 1a chu trinh « tay y vdi
d6 dai 2(k + 1) + 1 cling c6 sic 6 ' bing 3.

Gia s « 13 chu trinh d@ dailé tiy ¥ c6 46 dai b3ng 2k + 1) + 1 va cb
tap dinh dugc danh s6 lién tiép 1a fx, x, ..., Xog . o
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Hinh 7.2

Né&1 dinh x, véi dinh x,, ., ta duge chu trinh o, véi 46 dai 18 2k + 1.
Theo giad thiét qui nap sic s6 clia «, bing 3 déng thdi x, va x, ., €6 mau
khac nhau. Ching han x, dude t6 bing mau M, vi xy , , duge td bing
mau M,. Khi d6 dé t6 dinh x4 . , ta c6 thé diung lai mau M, va t6 dinh
Xy ta diing lai mau M,. Nghia la khong phai thém mau méi. Vay séc s
cta o bing 3 va khing dinh duge chitng minh.

Pinh Iy 7.2 (Pinh ¥ Konig)

D6 thi G = (X, U) vdi it nhat mdt canh 14 46 thi hai séc khi va chi
khi né khoéng cé chu trinh d6 dai lé.

Chitng minh:

1) Piéu kién du: Gia sit d6 thi G = (X, U) khong cé chu trinh 49 giai
lé. Can chi ra G la dd thi 2 - sic. Cé thé gii thiét G la 46 thi lién théng
{(néu G khéng lién théng ta xét riéng timg thanh phan lién théng).

Ta t6 mau dan dan cac dinh clia @6 thi G theo quy tdc saw:

a) Té6 mau xanh cho dinh z tay ¥.

b) Néu dinh x ndo d6 da duge td mau xanh, ta dung mau dd dé t6
cho tit ca cac dinh ké véi x: néu dinh y duge t6 mau dé, thi ta dung mau
kd - » Iy o ’
xanh td cho tat ¢4 cac dinh ké véi y.

Vi d6 thi G lién thong, nén sém hay muén moi dinh clia né déu duge
16 mau va mdi dinh etia G khéng thé ciing mét hic duge t6 mau xanh va
mau dé. That vay. gia st trong G tén tai dinh v ma theo nguyén tic né
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vita phai t6 mau xanh. déng thai I phai dude t6 mau 46, Khi do v dong
that ké vai dinh s da c6 mau xanh va dinh ¢ d3 e6 mau do, nén cac dinh
$, U, £ ndm trén mét chu trinh d6 dai I1é. Nhu vay, mau thuan vdi gia
thiét nén dinh v nhu trén khéng tén tai.

Mat khac, do db thi c6 it nhat mét canh. nén can phai ding hai mau
dé t6 trén hai dinh ciia canh nay.

Vay G 1a mét d6 thi 2 - séc.

2) Diéu kién cdn: Gid sit G 1a d6 thi 2 - sic. nhung trong G lai ¢é6 chu
trinh d6 dai 1é va a la mét trong nhimeg chu trinh d6 dai lé ctia G. Khi
d6. theo dinh 1y 7.1, sdc s8 ctia a bing 3. Mat khac. sic s& cna mot 46 thi
khéng nho hon sic s8 ciia bat ki db thi con nao. nén séic sé ciia G it nhat
bing 3. Ta di tdi mAu thudn vdi gid thiét, nén G khéng ¢6 chu trinh d6
dai }6. Khidng dinh dudec ching minh.

Tt dinh 1y trén suy ra hé qua sau:

I1é qud 7.1

Tat ca cac chu trinh dd dai chan déu cé sdc s6 bing 2.
Pinh 1y 7.3

D6 thi day @i véi n dinh ludn Juén cé sic sb bang n.
Chung minh -

Khing dinh dude chiing minh bang qui nap theo s6 dinh ctia d6 thi.
Dung G, dé ky hiéu dd thi day da gém n dinl.

1) Co 50 quy ngp: Vdin = 1. G, gdm 1 dinh. nén phai dung 1 mau.

2) Quy nap: Gid st khing dinh diing véi n = k, nghia 1a G, tuy v da
¢t sfc s6 bang k. Ta can khing dinh tinh dung d4n ctia dinh 1y d61 vai
n=~Fk+ 1, nghiald G,.,césics6 bang b + 1.

Gia st G, ., 1a mot 46 thi day da tiy ¥ vdéi tap dink:
X=X Xy ovinl Xy Xy

Ta loa1 khéi G . . m6t dinh tiy ¥. chdng han dinh x, . . cing véi cac
canh thuée no. D6 thi con nhén dude cimg 1a mdt 46 thi day 4 (G gdm
k dinh. nén theo g1d thiét qui nap #G,J = &.
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"Khéi phuc” tai dinh x; ., cing vdi cac canh thude né, tic 1a "tré lai”
dd thi G, .. Vix, ., ké véi timg dinh thube G, nén dé t6 mau cho x, ., ta
phdi dung mét mau chua stv dung trén G,. Do dé:

WG, =G+ 1=k+1

Khang dinh di dude chitng minh.

3. THUATTOAN TiM SAC $&

Nhé cdc két qua trén dé dang phat hién dude nhimg 48 thi 2 - sic. .
song d8i véi cac d6 thi loai khac. ta chua c¢é mét phudng phap téng quat
d8 xac dinh sic 88 clia chiing. Tuy vay. da c6 mét s6 phuong phap dic

thi. cho phép xac dinh sac s6 clia nhing 16p dé thi nhat dinh.

3.1. Phuwong phap ham Grundy

Trong nhiéu trisng hgp ham grundy té ra 1a mét cdng cu ¢6 hidu
qua trong viéc xac dinh séc s& clia dé thi.

Dinh 1y 7.4.

Gia st G = (X, E) 1A mét db thi v6 hudng. D6 thi G 14 ¢8 thi p - sic
khi va chi khi né nhan ham Grundy véi:

111%(x glxysp-1.

3.2. Phuong phap thue nghiém

Thoat dau dang p mau tuy ¥: 1, 2, ..., p dé t6 trén cac dinh. Sau d6
tim cach loai din timg mau mét trong cac mau di t6 (ma ngudi ta goi
ching la cac "mau tdi han"), cho tdi khi khdng cé kha niing loai tru, ta sé

dude sic s6 ciia dd thi.

Muoén vay, ta xét dinh x c6 "mau téi han" nao dé va cac thanh phan
lién théng: Ci* = (X,.E\). C3* =(X..Ey). ..., Ci* =(X,.E,) cha &b

thi con sinh bdi hai mau i va &£ Dung T(x) d& ky hiéu tap dinh hodc c6
canh hodic ¢c6 cung néi vdi x. Xét cac giao X, nT(x) (1 <s <t). C6 bén

kha ning xay ra:
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1) Néu tat ca cac tap dinh X, ~nT(x) (1 $s <¢) déu cing mét mau.

Chéng han mau i thi ta ding mau ; 48 t5 1én cae dinh ¢6 mau & va ding
man & té 1én cac dinh ¢6 mau i trong mdi tap X, (1 <s ¢ déng thei
dung mau i té 1én dinh x.

2) Néu nhu trong cac tap X, NT(X) (1 <5 <8) c6 mét so tap mau i
vi cac tip con lai mau &, chdng han cac tap X, T(x), XognT(x), ...,
X,nT(x)mau i, cén cac tap X,,, nT(x), ... X, ~T(x) mau k.

Khi d6 cac tap X, (1<s<p) giit nguyén mau & cic dinh, trong cac tap X,
(p + 1 <s <t) ta ddi cac dinh mau i sang mau & va mau & sang mau i va
ding mau % dé t5 1én dinh .

3) Néu X, nT(x) = @(1 <5 <#) ta ding mét mau trong hai mau i

hoiic & dé té 1én dinh x.

~ Trong ca ba truong hgp trén ta déu thay duge "mau t6i han" & dinh x
bing mét mau khac did dung dé t6 trén dinh cua d6 thj, nén 56 mau da
giam di mét. .

4) Néu c¢6 mét trong nhitng tap X, ~nT(x) (1 s <t} ma hai mau,

thi khong cé kha ning ap dung thuat toan nay.

3.3. Phuong phap giai tich

" Thuc chat cia phudng phap nay 1a kiém tra bing giai tich xem dé
thi G c6 thé t6 bing p mau duge khong.

Phuong phap nay nhu sau: Vi mdi cach t6 bdng p mau ta cho
tuong ting véi mot hé thong cacsd ¢) (trongdéi=1,2,..,n;t=1, 2,
ooy p) duge xac dinh nhu sau:

. [ néudinh c6 mau t;
7= {0. trong trudng hop ngude lai.
bat
| i _ {1» néu x; 1a diém mit cia canh v;

0, trong truong hgp nguge lai.
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Khi d6 bai toan duge dit ra nhu san: Hay tim cic s8 nguyén q; . sao
cho hé bat phuong trinh sau thoa man:

Q’: >0 (5:1.2.?1, f:lz‘q)
9 qu =1 (i=12,...n) *
=1

‘erqf <1 (j=12....m: t=12,...8)
k=t

Sau dé dang phudng phap clia quy hoach tuyén tinh &€ tim nghiém
nguyén cha hé bit phucng trinh tuyén tinh (*).

S& s nhd nhat ma hé (*) ¢6 nghiém nguyén la sic s caa db thi G.

3.4. Phuong phap chitng minh cén trén va can duéi

Phuong phap ndy thich hgp véi nhiing d6 thi chita it dinh. Thuat
toan gém hai budc:

1. Chitng minh cdn dudi. Nha cac dinh 1y 7.1, 7.2, 7.3. hé qua 7.1
hoic bdng 1¥ luan truc tidp chi ra ring:

NG 2p (1)

2. Chitng minh cén trén. Bing cach tb tryc tiép chi ra ring véi p
mau dt dé€ tb trén cac dinh, sao cho hai dinh k& nhau tuy § déu c6 mau
khae nhau, nghia la:

AG) <p (2)
Khi d6 suy ra ring sic s& #G) ciia d6 thi G bing p.
Vi du 7.1. Cho d5 thi G nhu hinh v&. Hay tim sdc s6 cia 46 thi G.

Hinh 7.3
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D Cén dwoi: D thi con G, véi tap dinh (A, B, C, D} 1a mét dd thi day
di 4 dinh nén ¢6 sdc s6 ¥G,) = 4.

Mit khac sac 56 cia mét do thi khéng thé nhé hon sic sd clia mot dé
thi con tuy ¥ thudc né, nén ta cé;

NG 2AG) =4 (1)

2) Cdn trén: Bing cach t6 cu thé nhut hinh vé. ta chi can 4 mau (M, M,
M, M, da t6 duge cac dinh cta db thi, dé hai dinh k& nhau tiy v déu b
mau khac nhau nén:

HG) <4 (2)
Ta (1) va (2) ta c6 ©G) = 4.

4. LOP DO THI €O CHU TRINH TAM GIAC CUNG MAU

D& phuc vu cho viéc gidi quyét mét ldp cac dai todn ndo dé cin xét
nhiing day sé dic biét va dua ra cic khﬁné dinh thich hop, chdng han,
dé xdy dung mét 16p d6 thi c6 chu trinh tam gidc cing mau ngudi ta due
ra cac diy s6 nguyén duong:

ay=2,a,=9,...,8,,,=Mm+1a,+1

U, = 3) u;= 61 ey Uy oy = (uu - l)n + 2

4.1. Mot s6 khang dinh
Pinh Iy 7.5

a) Mot 4o thi day 4t vo huéng véi e, + 1 dinh, cac canh duge t6 bing
rn mau judn ¢é chu trinh tam giae ciing mau.

b) Mgt db thi day d vé hudng véi U, ., dinh. cac canh dudc té bing
n mau ludn ludn ¢6 chu trinh tam giac cung mau.

Chitng minh phan a (Bang qui nap theo chi s n)

1. Co s0 quy nap: n = 1. D4 thi day &0 tuong dng gdbm a,+1 = 2+1 = 3
dinh 1ap thanh mét chu trinh tam giac. Cac canh cia d6 thi nay duge t6

bing mét mau, nén chu trinh tam giac lap nén G, ening mau.
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2) Quy nap: Gia sit khang dinh da dving véi n = k. nghia 1a, d6 thi
day ¢ bat ki G, gbm a;, + 1 dinh'véi cac canh dugce t6 bang k mau da co
chu trinh tam giac ctiing mau. Can chimg t6 khéng dinh ddng véi n = k+1.

Xét d6 thi diay di tuy ¥ Gu . | véi ax ., + 1 dinh va cac canh duge to
bang £ + 1 mau.

Gia sit P 13 mét dinh tay ¥ cia G, . . Khi d6 P dugc ndi véi
ay., = (k + VUa, + 1 dinh bang cac canh duge td6 bing khéng qua & + 1
mau, nén xuat phat tit P phai cé it nhit a; + 1 canh duge to bang cung
mo6t mau. Gia st mau ndy A mau do va cac canh PA, PA,
PA, ,PA, , dudc t6 mau dd. C6 hai kha ning xay ra:

raey

1) Néu mét trong cac canh ndi gitta cac dinh A, A, (1 <&, j <, + 1)
dude t6 mau d6, chdng han canh (4, Ay mau d6. Khi d6 chu trinh tam
giac A,PA, mau dd. nén 46 thi Gy ., ¢é chu trinh tam giac mau do.

2) Trudng hdp nguoe lai, khéng cé canh nio trong cac canh (A, A)
(1 <i, j <a + 1) duge t6 mau d6. Khi d6 @6 thi con day du G, véi tap
dinh (A, A, ..., A, .Aa”,} ¢6 cac canh dude td bang khong qua k mau,
nén theo gia thiét qui nap G, da cé chu trinh tam giac cing mau. Béi
vay G,., ¢6 chu trinh tam giac cing maw. Khang dinh dude chithg minh.

Phan b chitng minh tuong t.

4.2. I:Tng dung

Bai tdp 7.1. Trén mat phing 14y 6 diém. khéng 6 ba diém nao thing
hang, khoang cach gitta cac cip difm khac nhau ting d6i mét. Ching
minh ring tén tai it nhat mét cip diém. ma doan thing néi gitte chung
13 canh ngén nhat thude mét tam giac nao &6, dong thai la canh dai
nhit ciia mdt tam giac khac trong cac tam giac ¢6 dinh la cic diém da
cho?

D& giji bai toan trén trude hét ding mau xanh &€ t6 mdi doan thing
12 canh ngdn nhat cia mét tam giac ndo d6 trong cac tam giac ¢6 dinh la
cac diém da cho. Phan canh con lai duoe t& mau dd. Khi do dudc do tha
G, gébm 6 dinh. cac canh dude td bing hai mau.

Theo dinh 1y 7.5. 46 th1 G, ¢6 chu trinh tam giac cuing mau. Do
khodng cach gifta cac cap diém da cho khac nhau tiing d61 mét. nén tam
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giac bat ki véi dinh 1a cac diém da cho d8u ¢6 canh ngén nhat, ma canh
nay duge diang mau xanh d& t6 trude. Bai vay chu trinh tam giac cung
mau phai 1a tam gidc xanh. Khi d6 canh dai nhit trong tam giac nay
chinh 12 doan thdng cin tim.

Bai tdp 7.2. Mudi bay nha khoa hoc dé€n du héi nghi quée t& Méi
ngudi trong s8 ho chi biét mét trong ba ngoai ngit: Anh, Nga, Phap.
Chitng minh ring c6 it nhat ba nha khoa hoc ciing biét mot trong ba
ngoai ngit néi trén.

Lay 17 diém, khéng c¢6 3 ¢iém nao théng hang va tudng tng vdi 17
nha khoa hoc dén dy hop. Doan thdng néi giita hai difm tuong vng véi
hai nha khoa hoc:

- Clung biét tiéng Anh dugc té6 mau xanh.

- Cuang biét tiéng Nga duge t6 mau do.

- Ciing biét tiéng Phap duge t& mau vang.

Khi d6 duge db thi ddy da G4 gdm 17 dinh. cic canh dude t6 bing 3
mau, nén theo dinh 1y 7.5, tudng tng véi n = 3, d6 thi G, ¢6 chu trinh

tam giac cing mau. Do d6 ba nha khoa hoc tuong ttng véi ba dinh thuéc
chu trinh nay biét cing mét ngoai ngit.



CHUONG 8
s& AN D|NH TRONG VA SO ON DINH NGOAI

1. sO& ON DINH TRONG

1.1. Pinh nghia
Gidsico @6 thiG =X, U)

Pinh nghia: Tap con A € X cac dinh cta d6 thi G duge goi la tap &n
dinh trong, néu moi cip dinh thudc A déu khong ké& nhau.

Tap con B < X cac dinh cia do thi G dude goi la tap én dinh trong
cyc dai, néu B 1a tap én dinh trong va néu thém vao B mét dinh tuy ¥
x € X, thi tap con nhan duge B U (x} s& khéng 6n dinh trong.

1.2. Tinh chat

Né&u A 13 tap 6n dinh trong, thi moi tap con cua A déu phai on dinh
trong.

1.3.Sé 8n dinh trong

Dung H(G) @8 k¥ hiéu ho gbm t&t ca cac tap én dinh trong cta do
thi G.

Pinh nghia: S6 phan tit ciia mdt trong nhitng tap én dinh trong ¢é luc
ludng 16n nhit duge goi 1a s6 én dinh trong clia d6 thi G. dong thoi duge
ky hidu bing «(G), nghia la:

o G) = maxi| Al /A e HIG)}

Chii y: Dm vdi khai niém 6n dinh trong, nguoi ta quan tam tritée hét
dén cac tap on dinh trong ¢6 Iuc lugng cue dai, ttc nhing tap 6u dinh
trong ¢ s6 phén ti bing s6 6n dinh trong clia &6 thi
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Vidu 8.1. Cho d6 thi G. Hay tim tit ca cac tap én dinh trong va s& én
dinh trong ciia d6 thi G-

Hinh 8.1

Cac tap én dinh trong:

- Gom 1 dinh: Do b thi khong c6 khuyén, nén méi dinh ctia d8 thi
lap thanh mét tap 6n dinh trong: (A} (1<i<7)

- Gom 2 dinh:

Ml ={A], A.-d_{,, M2= {A], AJ M:jt{Al, AFJ M4=(A2, A(J

Mﬁ = l"Az, A?}, Mﬁ = -{Aa, A.-—J M’; = {Aa’ Ar} Ms = -‘(Aa: Av’
A{E} = {Ath Ah}) MIU = {AF\J AT}[

- Gom 3 dinh:
M“ = pr A.‘b ArJ; M12 = -‘!A.'b A.a; A—.r}
Chi ¢6 hai tap 8n dinh trong véi lyc hugng bing 3. nhung déu én

dinh trong cyc dai. nén trong dd thi G khang ¢ tap 6n dinh trong Iuc
lugng bing 4. Béi vay:

oG =M, =M, =3
Dink Iy 8.1
Néu trong dé thi G = (X, E) véi n dinh. ma bac ctia mdi dinh déu
khéng vugt qua g thi sé éu dinh trong:

n

a(G) >
p+1




Chitng minh:

Gid sit A 1a mdt trong nhitng tap 6n dinh trong ¢é hic lugng 16n
nhat. Xét dinh x tiy ¥ nim ngodi A. Khi d6 x phai k& vdi it nhat mét
dinh thuéc A (méu khéng tap A Ulx} sé én dinh trong va ta di tdi miu
thuin véi gia thiét A la tap 6n dinh trong ¢6 lyc lugng cuc dai). T d6
suy ra s6 canh xuit phat tit tap A khong nhd hon lye lugng cua tap X -
A. nghia la:

p(G)=pl/Al>n- [A/=n-aAG)

T d6 co: fGH1 + p) 2n nén: a(G) =

p+1

2. 56 BN DINH NGOAI
2.1. Pinh nghia

Tap con B < X cac dinh ciia 46 thi G duge goi 13 tap 6n dinh ngoai
néu véi moi dinh x thude tap X - B, déu tn tai dinh ¥ € B, ¢é hojc tit x

sang y c6 cung hodc cip dinh x, ¥ dugde ndi bing mét canh.

2.2. Tinh chat
Néu B 1A tap 8n dinh ngoai, thi moi tap chita B déu 6n dinh ngoai.

2.3. 56 6n dinh ngoai

Dimg -AG) d€ k¢ hidu ho gém tat ci cac tap 6n dinh ngoai trong db
thi G.

Pinh nghia: 56 phan ti cia mot trong nhing tap &n dinh ngoai c6
lue lugng bé nhat dude goi 1 s6 6n dinh ngoai cha 46 thi G, ddéng thai
dudc k¥ hidu bing FHG), nghia la:

AG) = min{ /[B/ |B e HG)

Cha y: D81 véi khai niém 6n dinh ngoai, ngudi ta quan tam trude hét
dén cac tap én dinh ngoai c6 lyc lugng e tiéu, tite 1a nhitng tap én dinh
ngoai ¢6 luc Iugng bing so 6n dinh ngoai.



2.4. Thudt toan tim s6 én dinh ngoai

D& tim 568 6n dinh ngoai chia @5 thi G = (X, U) ta thuc hién mét thuat
toan gém hai budc:

1) Xay dyng mét 46 thi hai mang G, = (X, X, 4), trong 6
X- FI " xe X} va anh xa 4 dude xae dinh biing cac quy tic sau:

1% veeX (x e A(x)) (Tt x sang x ¢6 cung).

2°) Néu tit x sang y ¢6 cung hoic ¢ip dinh x, y dude néi bang 1 canh.
thi x € A(y) (Tt ¥ sang x cé cung)

2) Xac dinh tap con A ¢ X ¢6 lyc lugng bé nhdt ma A(A)> X .

D& dat duge muyc dich trén ta thye hién mét s8 khau sau day:

1% M&i dinh x, ma né 14 dinh duy nhét c6 cung di téi x. ddu dude
gitt lai. '

2% D&i véi moi tap con A < X, ma tén tai thp con B < X , dé
A(A) < A(B), thiloai bé tap dinh A khai 46 thi G,.

Thyc hién phép loai trit ndy cho tdi khi trong &b thi G, chi con cac
dinh khéng cé kha ning loai tru.

Lyc lugng cha tdp con M cla tip dinh con lai thuée X, ma
A(M) 2 X chinh la s8 6n dinh ngoai clia d3 thi G.

Vi du 8.2. Cho d6 thi G nhu hinh vé. Hiy tim cic tap én dinh ngoai
¢6 lite lugng bé nhat.

Hinh 8.2
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1. Xay dung d6 thi hai mang G,.

Hinh 8.3

2. Pon gidn héa G, va xac dinh cac tap on dinh ngoai c6 Iyc Iudng
cye tidu;
_ Dinh F la dinh duy nhit cé cung di t6i F nén F phai duge giit lai.
- Do A((C, D, E}) = A(F), nén tap (C, D, E) bi loai khéi G, va ta duge
d6 thi G,.

Hinh 8.4

. Céc dinh A va B khong ddng thdi loai b duge. Vay hai tap
én dinh ngoai c6 luc lugng bé nhit la N, = (A, F/, N, = {B, F] va 56 6n
dinh ngoai

AG)= [{A, F} /= /B, F} /=2
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3. SY LIEN HE GIUA s& ON PINH TRONG, $6 AN DINH NGOAI v&i
CAC BAI TOAN TREN BAN CG

Bai todn 8.1. Trén ban ¢d nxn cd thé dat téi da bao nhiéu con ma (xe.
tugng, hau), dé ching khéng an 1an nhau? Cé bao nhiéu cach dat?

Bdi todn 8.2. Trén ban cd nxn c6 thé dit t6i thiéu bao nhigu con ma
(xe. tugng. hau) dé chiing khéng ché dugce tat ca cac 6 con lai caa ban cd?
€6 bao nhiéu cach dat?

3.1. Xay dyng cac dé thi tuong itng

e Xdy dung dé thi G,

£inh. Ky hiéu cic 8 cha ban ¢o theo dang ma tran: a;fl <, j <n)
Lav cac diém trén mit phing hodc trong khéng gian tusng g val cac 6

cua ban ¢d va dung ngay ky hiéu cac 6 cta ban ¢d dé ghi trén cac didm
tuong ing.

Canh: Nuwde di ciia con ma:

Con mé cé nude di 14 hai diu mait . ' . .
cua mai dudng chéo hinh chit nhat X

2x3 hodc 3x2 nén cap diém bat ki, X *

tudng tng véi hai 6 1a ddu mut cia

dudng chéo thudc hinh chit nhat ’ X

2x3 ho#c 3x2 tuy ¥ déu dude noi
bing mét canh.

D& thi nhan duge ky hidu bing Gy. D4 thi nay mé ta toAn bé cac
nude di ctia con ma trén ban ed nxmn.

e Xay dung d6 thi G,
BDinh: Tudng tu nhu dé thi G,,.

Canh: Con xe ¢6 thé di theo hang ngang hoic hang doc. nén méi cdp
diém tuong dng véi hai 6 ndm trén cing hing ngang hodc cing mét
hang doc déu dugc néi bing mdt canh.

Dé thi nhan duge ky hidu biang Gy. Dé thi ndy mé ta toan bd cac
uude di cta con xe trén ban o6 1 x n.

60



»  Xdy dung di thi G2
Dinh: Tuong tu nhu @6 thi Gy,

Canh: Con tugng di theo duong chéo mét hinh vudng tuy ¥, nén cip
diém bat ki tucng dng véi hai 6 13 dau miit cia dudng chéo hinh vuéng
tuy ¥ déu dude ndi bang mét canh.

D4 thi nhan duge k¥ hidu bing G, D& thi nay md ta toan bj cac
nudc di clia con tugng trén ban cd nxn.

e Xdy dung dé thi G
Binh: Tudng tu nhu db thi Gy,

Canh: Con hau c6 nuéde di bao gdm nude di clia con xe v con tugug,
nén cip diém tuy ¥ tudng tng vdi hai 6 hodc nim trén mét hang ngang.
hodc ndm trén mdt hang doc hodc 1a dau mit cia mdt dudng chéo thudce
hinh vuéng tiy ¥ déu duge ndi bang mét canh.

D6 thi nhan duge ky hiéu bing Gy D6 thi ndy md ta toan b cac
nudc di ctia con hau trén dban co n x n.

Ly ludn dé suy ra ddp s6: Hai quan ¢ khéng an lan nhau khi va chi
khi ching khéng dfmg ¢ hai 6 thudc cing mét nude di. Mit khac hai
dinh bat ki khéng k€ nhau khi va chi khi chiing tuong ttng véi hai 6
khéng thudc cing mét nude di. Bai viy:

- 86 con mi (xe, titong, héu) t6i da c6 thé ddt trén ban cd nxn dé
chiing khéng dn ldn nhau bc‘ing s6 6én dinh trong ctia dé thi Gy (Gy, Gr,
G). Sé'cdach ddt bang s6tap én dinh trong <6 luc liong bang §6 6n dinh
trong cua dé thi titong ing.

Mbi quan cd déu khéng ché dude tat ¢a cac 6. ma moi 6 nay lap véi 6
n6 dtmg thanh mét nudc di. Mat khac mdi 6 cua ban co déu tuong g
vé1 mét dinh hodc thue tap én dinh ngodi nao dé hoac ké véi it nhat
mét dinh thuée tap én dinh ngoai. nén 6 con ma (xe, twong, hdu) t6i
thidu cdn ddt trén ban cd nxn dé né khéng ché ditge toan bé cde 6 con lai
bang s6 on dinh ngoai ciia dé thi Gyl Gy, Gr, Gy).S6 cdeh dit bdng s6
tap on dinh ngodi ¢é luc luong bang s6 én dinh ngoai ciia dd thi tuong
wng.
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Vidu 8.3 (Gauss). Bai toan tam con hau chinh 1a mnét truong hgp cla
bai toan 8.1 khi n = 8. Véi n = 8 db thi Gy ¢6 s6 én dinh trong bing 8,
nén chi cé thé dit t61 da 8 con hau trén ban c 8x8. thi ching khéng thé
in ]an nhau.

Con vé s8 cach dat thi ldc ddu Gauss tudng c6 76 cach. Nam 1854 3
bao vé ¢t 3 Beclin "Schaczeitung" due ra duge 40 cach, nhung thyc t&€ 46
thi Gy ¢6 92 tap én dinh trong luc lugng béng 8, nén c6 tat cd 92 cach
dédt 8 con hau trén ban ¢ 8x8 dé€ chiing khéong an 1an nhau. Pat nhu 12
sd d6 sau day:

(72631485) (61528374) (584172G3)
(35841726) (46152837) (b7263148)
(16837425) (57263184) (48157263)
{51468273) (42751863) (35281746)

8

7

6

] ]

| S B v T S

1 ,7//

Hinh 8.5

Mbi so d6 nhu trén (H.8.5) tuong img véi mét hoan vi va tit mbi so
d6 ta suy ra 8 cach dit khac nhau: 3 cach dit bing cach quay 90°, 180°,
270°, Cac 161 giai khac suy dude bing cach d6i xing mdi so d6 nhan duge
qua dudng chéo chinh,

Hoan vi cudi cing chi cho 4 loi gidi vi so 6 tuong tng sé tring véi
chinh né sau khi quay 1807
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Vi du 8.4. Bai toan vé 5 con hau chinh 1a truong hgp cua bai toan 8.2
khi 7 = 8. V&i n = 8 d6 thi Gy c6 s6 8n dinh ngoadi = 5, nén chi can 5 con
hau bé tri trén cac 6 tudng ng vé mét tap én dinh ngoai thi ching sé
khéng ché duge tat ¢ cac 6 cia ban cd (hinh 8.6).

V&in = 8 s6 8n dinh ngoai clia db thi Gy bing 12, nén chi can dat 12
con mi trén cac 6 tudng tng véi cic dinh thuéc mét tap 6n dinh ngoai,
thi sé khéng ché dude tit ca cac & ctia ban ¢g (hinh 8.7)

Véi n = 8 d6 thi Gy ¢6 s6 8n dinh ngoai bing 8, nén chi can dat 8 con
tUQng tren cac 6 tudng tng vdi cac dmh thuoc mét tap 6n dinh ngoai thi

%IWI/-
;% B e
%- ’.:I/ / /
B 4-/ ,%I%
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Hink' 8.8

Vdi n = 8 d6 thi Gy ¢6 s6 6n dinh ngoai bing 8, nén chi can dat 8 con
xe trén cac 6 nam trén mét dudng chéo, thi ching sé khéng ché duge tit
ca ban ¢a.
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CHUONG 9
NHAN CUA DO THI

1. DINH NGHIA
Gia st ¢6 d6 thi G = (X, U). Tap hop S < X dude goi 1a nhan cha d6
thi G néu né vira la tap 6n dinh trong lai vita 1a tap én dinh ngoai.

Do S 1a tap 6n dinh trong nén né khéng chita khuyén. Mit khac S
én dinh ngoai nén né phai chita tat ci cac dinh biét Jap va cac dinh
khéng co cung di ra.

Vi du 9.1. D6 thi hinh 9.1 ¢6 hai nhan 1a (A, A/ va /A, A,J. Con db
thi & hinh 9.2 khéng ¢6 nhan vi cac tap én dinh trong chi gém 1 dinh.
con cac tap én dinh ngoai phai gém it nhit 2 dinh.

Hinh 9.1 MHink 9.2

2. TINH CHAT: (didu kien d€ d6 thi khong c6 nhan)

Dinh 1y 9.1

Néu d6 thi G = (X, U) c6 s6 6n dinh trong nhé hon s& 6n dinh ngoai,
thi né khéng cé6 nhan.



Chung minh:

Gia sit trong d6 thi G = (X, U) ¢6 «fG) < AHG) (1), nhung lat ¢é nhan
va S la m6t trong rhitng nhan ctia d6 thi G. Khi dé. theo dinh nghia:

AG) = max{ /A / /AEH(G),’Q/S /2mini [B] |Be HG) = FG) ()

So sanh (1) va (2) di téi mau thuin, nén G khéng thé ¢6 nhan. Dinh
Iy dude chitng minh.

Dinh Iy 9.2

Néu d6 thi G = (X, U} ¢6 ham Grundy g(x) thi tap hop
S ={ceX | gix) = 0}
12 nhan ctia d6 thi G.

Chitng minh:

1) ¥&, y €S, g(x) = gy} = 0, nén x, y khéng thé ké nhau. Do @6 s 1a
tap én dinh trong.

2) vze (X - S). Khi d6 g(z) > 0, nén tén tai y, d€ hodic tit z sang y ¢6
cung, hodc 2, y ¢6 canh néi véi nhau. Do d6 g(y) = 0, titc yS. Bdi vay S
14 tap 6n dinh ngoii.

Pinh 1y 9.3 ’

NE&u S 1a nhan clia 6 thi G = (X, U) thi né ciing 1a tap én dinh trong
cuc dai.

Chitng minh:
Gia s S 12 nhin ctia d6 thj va Yae(X - S). Xét S Ufxl. Vi S 1a nhan

va x€ S, nén FyeS, d8 hoic x.y duge noi bing mét canh hoic tit x sang
¥ ¢6 cung. Bdi vay S « {x/ khong én dinh trong, nén S én dinh trong cuc
dai.

Dinh Iy 9.4

Trong 46 thi vé6 huéng khéng c6 khuyén., moi tap én dinh trong
cyc dai déu la nhan.

Chitng minh:

Gia sit B 1a mét tap én dinh trong cuc dai cfia &6 thi vé Ludng
G = (X, E). Khi d6 vxe(X - B) déu 3 yeB d€ x, v ¢6 canh nédi véi nhau,
nén B déng thoi 1a tap én dinh ngoai. Do d6 B 1a nhan cia dé thi G.
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Gia sit ¢6 d6 thi G = (X, E} va AcX. Dung I(4) dé ky hiéu tap dinh.
ma moi dinh nay cé canh uéi véi it nhat mot dinh thusc A. Con D~ (A) 1a
tap dinh ma moi dinh nav cé it nhat mét dinh thude A co cung di té no,
D (A) 1a tap dinh ma méi dinh nav 6 cung di tdi it nhat mét dinh
thude A.

I1é qud 9.1
Moi d6 thi vé6 hudng khéng ¢é khuyén déu cé6 nhan
Chung minh:

That vay, gid sit 46 thi G = (X. Uy 1a d6 thi v6 huéng khéng cb
khuyén. Khi dé méi dinh déu lap thanh mét tap 6n dinh trong. Xuat
phat tir dinh thay § x,. Dit S, = {x/. Sau d6 chon dinh tay ¥ x, ¢ D(x,)
va dat 8, = 8. Ufx) = fx,. x./. Tiép theo chon dinh tuy ¥ x, ¢ DS, ). .. Vi
d6 thi G hitu han, nén sém hay muon qua trinh phai ding lai. tic 13 cé
s6 n ty nhién dé D(S,) = X - S,. Véi cach chon nay S, 1a tap én dinh
trong cuc dai, nén theo dinh 1y 9.4, n6 1a nhan ctia 46 thi G.

3. AP DUNG CHO HAM GRUNDY

Cac diéu kién vé& sy tén tai nhan cé thé mé réng cho ham Grundy
nhd két qua saw

Pinh Iy 9.5

Néu moéi db thi con ciia db thi G = (X, E) déu ¢6 nhan. thi dé thi G c6
ham Grundy.

Chitng minh:

That vay, gia st S, 12 mét nhan nao d6 cia d6 thi G, con S, 1a nhan
ctia do thi con sinh ra béi tap X, = X - S,, 8§, 1a nhan cua db thi con sinh
rabditaphop X, =X, -8, ...

M#ét cach téng quat:
X, =X, ,-S, , néu ¢ khong phai la s6 thit tu bi gidi han.
X, ={)X,.néutla s6 thit ty gidi han.

At

(vii 5 < t kéo theo X, > X,, do d6 theo nguyén 1y quy nap ton tai sb tu
nhién & dé X, = @)
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Cac tap S, 1ap thanh mét phan hoach caa tap X.
Véi médi dinh x ta cho tuong ing véi mot s8 thit ty g(x) nhu sau:
glx)=t @ xe8,
Ta kiém tra lai hai diéu kién d& g(x) 12 ham Grundy:

1) Gia sit g(x) = ¢. Khi d4 ¥s < ¢ déu tén tai ye Dix) dé g(y) = s. That
viy, vixeS, vat > s nén xeX,cX, x¢8,. Vi S, 1a tap 6n dinh ngoai clia

d6 thi con sinh bdi tap X, nén tén tai dinh y trong S, ma hodc x, y ¢6
canh néi véi nhau holc tit x sang y ¢6 cung. Do ye S, nén g(v) = s.

2) Gia stt g(x) = ¢. Khi d6 khong tén tai dinh ¥ ma hodc x, y c6 canh
ndl véi nhau, hodc tit x sang y ¢6 cung va g(y) = £. That viay, néu khd
nang nay khéng xay ra, thi x, y 1a hai dinh ké nhau, ma cing thuée S,.
nén S, khong phai 1a tap én dinh trong. Ta & t8i mau thuin véi tinh
chit S, 1a nhin. '

Tt cac dinh 1y trén ta suy ra hé qua sau day:

Hé qua 9.1

D4 thi v6 hudng c6 ham grundy khi va chi khi né khéng c6 khuyén.
Ching minh:

Thét vay, néu d6 thj c6 ham Grundy thi né khéng thé c6 khuyén.

Nguge lai, n€u dé thj G khéng c6 khuyén thi mbi 48 thi con ctia né
déu khong c¢6 khuyén. Khi @6 méi 46 thi con déu ¢ nhin, nén theo dinh
1¥ 9.5, &6 thi G c¢6 ham Grundy.
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CHUONG 10
TRO CHOI TREN PO THI

1. TRO CHOI NIM

Gitie hai dau thd, dude ky hidu 1a (A) va (B) ¢6 mét 46 thi G = (X,
E) cho phép xac dinh mot trd chai ndo d6. Trong tré choi nay mbi thé
134 mét dinh cta dd thi. Dinh khdi ddu x, duge chon bing cach gip
tham va cac ddu tha lan lugt &i: Dau tién dau thu (A) chon dinh x,
trong tap D(xg)uD * (x,); san d6 ddu tha (B) chon dinh x; trong tap
D(x)uD " (x,), tiép theo dau tha (4) chon dinh x; trong tap D )uD "
{xy), v.v.... Néu mdt trong hai ddu thu chon duge dinh x,, ma D(x, ) D~
(x,) = @ thi van dé6 k&t thic, Ddu thi ndo chon dude dinh cudi cung thi
théng cudc va dau thi kia thua cude.

Dé k¥ niém mét trd tidu khién quen thude ma Nim di téng quat
hoa, ngudi ta goi trd chei mé ta & trén 1a trd choi Nim va dung ngay dd
thi G = (X, E) xac dinh né dé ky hiéu cho tro choi ndy.

Khi c6 mét trd choi van dé dit ra 14 phai phat hién duge thé thing,
can xac dinh cac dinh clia d6 thi G ma ta phai chon, & ddm &do thing
cudc. mic du d6i phuong chong tra ra sao, két qua chd yéu dya vao dinh
1y sau:

Pinh Iy 10.1

Néu db thi G = (X, E) ¢6 nhin S vi néu mét ddu thi dd chon mét
dinh trong nhan S, thi viéc chon nay bao dam cho anh ta thing
hodéic hoa.

Chitng minh:

That vay. néu dau thi A chon duge dinh x, ¢ S, thi hoic
D(x)D(x,) = @, lic d6 anh ta thing cude: hodc d6i phuong buge phai
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chon mot dinh x,e(X - 8), khi d6 dén Lugt minh dau tha (A) lai ¢6 thé
chon x,&S va cit nhur thé mai. Néu dén mot hic nio dé6 mét trong cac diu
thii thang bing ciach chon duge dinh x,, ma Dixy)oD () = @, thi x, &S
va theo cach do. thi dau thi (4) dén lugt chon x,, nén (4) chinh ia nguoi
thang cuge.

Dinh Iy duge chimg minh.

Vidu 10.1. D6 thi tren hinh hinh
10.1 dién ta mét tro choi Nim trong

dé khong c6 nhan.

Né git dude thé hoa (tré chai
nay khong bao gic két thie) thi cac
dau thu an higt chon cac dinb
thuée tap e, b. ck.

Néu dau tha ndo chon duge
dinh £ thi chdc chdn anh ta thing

cude. con néu diau thi nio chon phai

mot trong cac dinh thusc tap /d, e,
&/ thi chace chdn thua cuoe. Hinh 10.1

2. PHUONG PHAP DUNG HAM GRUNDY

M6t trong nhitng phuong phap chdi t6t 1a dua vao nhan cia dd thi.
Mit khac, néu d6i vdi d6 thi G = (X, E) ham Grundy g(x) tén tai. thi ta
dé& dang suy ra nhan:

S=/(xeX /g(x) = ()

Néu dinh dau tién duge chon x,, ma gfx.) = 0 thi diu thi (4) rdi vao
thé bi va déi phuong co thé tu bio ddm thing lodc hoa, traj lai néu
2(x.)#0 thi (A) s& tut bac dam thing hoiic hoa bing cach chon mét dinh
X, ma gfx }=0.

11é qud 10.1

Néu déi véi do thi G = (X, E) ton tai ham Grundy gfx) thi moi cach
chon dinh y. sao cho g(y) = 0 déu b3o dadm thing cude. moi cach chon z
ma g(z)=0 déu bi thua cuéc.

70



Vi du 10.2. Tro choi bac diém: trén ban c6 mét déng diém gdm M que.
Hai ddu thi (A) va (B) 1an lugt bac mét s6 que tiy §. Ai hét que dé béc 1a
thua cube.

Trd chdi nay c6 thé dién ta bﬁllg dd thi ¢6 hudng G = (X, E).

Binh: Dung ngay s6 lugng diém ¢ ky hiéu cac dinh ctia dé thi:
X=MM-1,M-2 ..,2 1,0}

Cung: D61 véi méi dinh x > 0 c6 cung di tdi tap dinh:
Diftx)=ix-1,x-2,...,2, 1,0/

Chang han v6i M = 5 duge dién ta bang d6 thi hinh 10.2

Hinh 10.2

Pé thi G ¢6 nhan B = (0j.

Ham Grundy g(x) ctia d6 thi duge xac dinh bing quan hé: g(i) =i
Khi d6 dé dang suy ra: B = {xeX |g(x) = 0} = {0}

Vi du 10.3. Tro choi bic didm c6 han ché.

Trén ban c¢é6 mot déng diém gom M que, con & 13 mét s6 nguyén tay
¥ 1=k < M. Hai dau tha 1an lugt bée didém: dén lugt minh, méi dan tha
phai bdc it nhat 1 que va nhiéu nhat k que. Ngugi béc duge que cudi
ciing 14 thing cude.
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Tro choi nay co thé dién ti ang db thi ¢é huéng G = X, E).
Pinh: Dung ngay s6 luong diém dé k¥ hidu cac dinh ciia d8 thi:
X=MM-1,M-2,.,21,0
Cung: Déi vai mbi dinh x > & c6 cung di téi tap dinh thudc tap:
Diix)=f{x-1,x-2,...,x-k+ l,x.—k}
Chang han M = 13, k£ = 3 tro chdi dude dién t4 bang &6 thi hinh 10.3.
D61 véi trd choi nay ham Grundy duge xac dinh bang quan hé sau:
Vi moi ieX.
g(1) = imod (k + 1) (= phan du khichiaichok + 1)
Nhan clia db thi B = (ieX /g(i) =0} = fieX /i {(k+1)}.

13

r L T
‘ A/

0

Hinh 10.3
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Déi vai trd choi dién ta & hinh hinh 10.3 ¢6 nhan
S ={12, 8§, 4, 0},

Nén néu dau thi (4) duge di trude ma anh ta mudn thing cudc thi
trudc hét ddu tha (A) phai bdc 1 que d€ s6 didm con lai 12 que (dé dat
dude dinh 12 thudc nhén B).

Tiép saw, néu dau tha B bdc s (1 <8 <3) que diém, thi dau tha (4)
béc 4 - 5 que dé 56 diém con lai 12 8 (d€ dat duge dinh 8 thuge nhan S).
sau dé, néu 461 thu (B) béc ¢ que diém (1 <¢ < 3), thi d61 thu (A) lai béc
4 - t que, 48 s8 diém cdn lai 13 4 (€ dat duge dinh 4 thudc nhin 8). Tiép
theo du tha (B) chi ¢6 thé bée tir 1 d&n 3 que, nén s8 diém con lai sé
khéng it hdn 1 que va khéng qua 3 que va ddu thu (A) duge bdc ca sd
diém con lai (tic 1a dat duge dinh 0 thuge nhan S). Dau tha (B) dén lugt
minh khéng con diém dé béc, nén thua cubc. '

Déi véi trudng hop téng quat., thuat chdi bdo dain cho ngudi di trudc
thing cudc ciing dude thie hién tudng tu" Gid st m la s6 16n nhat khéng
vugt qua M - 1 va mi(k+1). Khi d6 nguoi di dau M4au thi (A)) can boc
M - m que, d€ 8 diém con lai 1a m que. Tiép theo, néu ngudi di thit hai
(dau tha (B)) béc £ que, thi dén lugt minh dau thu (A) boc & + 1 - ¢ que.
Thuat toan nay bao ddm cho (A) 1a ngudi béc duge que digm cudi cung.

Chit : néu Mi(k+1) va nguoi thit hai thuc hién thuat toan trén, thi
ngudi di dau ludn Iudn thua cude.

2.1. Tro chdoi tong

Gia su ¢6 n trd chdi Nim khac nhau G, = (X, E), G, = (X,, E,), ...,
G, = (X,, E,) va hai diu thi choi 14n lugt theo qui tde: M5i ngudi dén
lugt minh chon mét trong cac tré chdi Nim, chdi véi trd chal da chon, va
bd qua cac tré choi khac; ngusi diu tién hoan toan khong thé choi duge
thi thua cudc. Day 1a mét tré choi Nim trén mot 46 thi la téng cla cac db
thi G, = (X, E) (1 < i <n). K& qua sau cho ta phuong phap chdi bao
dam thing cude.

Dinh Iy 10.2

Gid st cac tro choi G, = X, E), G, = (X,, Ey), ..., G, = (X, E,} ¢b
ham Grundy tuong {ng g, gz .-, &~ Néu tro chai 1a téng cac trd chdi
trén, thi viéc chon thé:
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X=(x, 2y .,x) X, xX,x..xX)

ma v6i thé ndy: gx) = gyfx) + gufxy) + ... + g.(x) = 0 s& b3o dam
thing hoic hoa.

Két qua nay suy tit dinh 1y 5.2.
Vidu 16.4. Tro choit Nim don hay trd choi Fan Tan.

Trude mit hai ddu thi ¢é n déng que diém. M&i dau thit dén ludt
minh, duge chon mét dong bat ky (khéng tréng) va bdc mét hay nhiéu
que diém tuy §. Ngudi nao 1dy duge que diém cudi cting thi thing cude.

Kiéu chdi nay la tong cac tro choi G, = X, E), G, = (X, E, ...,
G, = (X,, E,). Trong mdi tré choi G, = (X,, E,), mdt phan td x, X, bidu
thi trang thai cia déng thi k. con gu(x) (15 k< n) bing s6 que diém
tucng ing. '

Theo dinh 1y 10.2 viéc chdi bdo dam théng cude néu va chi néu sau
khi b8c tdng digit cac s8 que diém con lai trong cac déng bangc 0,
tite phai béc ¢ déng nao va bao nhiéu @€, sau khi bée. tré choi cé the
x={x, x, ..., x,), ma

gx) =g(x) + gux) + ... + g,(x,) = 0.

Chang han véi n = 3, déng diém thd nhat gdm 6 que, déng thit hai
gbm 5 que v déng thit ba gdm 2 que. Khi d6 trd choi dude dién t3 bing
ba d6 thi G, G, G+ & hinh 10.4

Hinh 10.4

74



Né&u dau thu (A) 1a ngusi di ddu, d€ dam bao chién thing anh ta cAn
phai bée & ddng thit hai &i 1 que. titc 12 trong d6 thi G, dat t6i dinh 4.
nghia )a chon thé: x = (6, 4, 2) va khi 46

g(x) = g(6) +g(4) + g(2) = (0.1, 1) +(0,0. 1) + (0. 1, 0) = (0, 0. 0)

Tiép theo, nédu diu thu (B) bic ¢ dong thit nhit 3 que. Khi d6 (B)
chon thé y = ((3, 4, 2} va cé: ‘

gy =g3)Fg+g2)=3+4+2=(1. 1.0+ 0.0, DH+0.1,H=1,0. 1

Dén lugt (A) anh ta phai béc d dong thit 2 di 3 que diém, titc 1a chon
thé 2 =(3, 1, 2) va cb:

gz) =g3)+gL+g2)=3+1+2=01.1.0)+ (1, 0,00+ (0, 1. 0) = (0,0, 0)

Tiép theo. chdng han (B) bdc ca hai que diém cia déng thit ba, tic la
chon thé u = (3, 1, 0) va co:

glu) = g(3)+g(1)+g0) =3+1+0=(1.1,0)+(1,0,0) + (0, 0. 0) = (0.1,0)
Khi dé db1 thu (4) can bde ¢ ddng thi nhat 2 que diém, tic 1a chon
thé: v =(1,1, 0) vi cd

g(v) =g(l) +g(l) +g(0)=1+1+0=(1.0.0)+ (1,0,0) + (0. 0, 0)

Dén lugt (B) anh ta nhat dinh phai béc que diém con lai ctia déng
thit nhat hoic thit hai. Ching han (B) bac hét déng thit hai. Khi d6 (A)
3 ngudi bée dude que diém cudi ciing (que diém & déng thi nhat) va
thang cudc.

75



CHUONG 11
DO THI EULERE

Bai toan c6 dién va Iy thi vé d6 thj Eulere xudt hién tai nuée Nga.
Thanh phé Konigsberg ctia nuée Nga ¢6 sdng Pregel chay qua, giite séng
6 cti lao Kneiphof va 7 ciy cAu nhu hinh v& hinh 11.1.

|
)

e

J\

Hinh 11.1 Hinh 11.2

Tit khi xuét hién 7 cay cau (hinh 11.1) ngusi dan & day da dat van
dé: Liéu c6 cach nao di dac dude qua ca bay cidu va qua méi cu ding
mét 1an duge khéng? Bai toan nay da lam say mé nhitng ngudi dan &
Konigsberg trong mét thai gian dai. Dén niam 1736 nha Toan hoc Eulere
da ching minh ring bai toan trén khéng giai duge bing cach ding A, B,
C, D d€ biéu thj cac mién d&t & hai m&u ciu déng thii la dinh cta da 48
thi G, cac cau dudge bidu thi bang cic canh néi gitia cac dinh tudng vng
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véi cac mién 44t hai bén méau ciu (hinh 11.2). Da 46 thi G khéng cé xich
di qua tit ci cac canh v qua mdi canh ding mét 1an, nén khéng thé di
dao duge qua ¢i 7 cdy ciu vi qua mbi cAu ding 1 Jan!

V& hinh mét nét yéu cau tir khi dt bit dén ldc két thic khong duge
nhéc byt ra khéi mit gidy. Day 1a van dé Iy thd. Song khong phai bat ky
hinh nao ciing vé duge mét nét. Ching han tai hinh 11.3: hinh (a) va
hinh (&) vé dude médt nét nhung hinh (¢) khéng vé duge mot nét.

a) b ¢)
Hinh 11.3

Didu kién can va dd, d€ 48 thi vé huéng cé xich Eulere s& xac dinh
duge: Tai sao hinh nay vé duge mdt nét, con hinh kia khong thé v& duge
mot nét?

1. DINH NGHIA

Xich o ciia 8 thi G dudc goi 1a xich Eulere, néu né di qua tét ca céc
canh cia G va qua mdi canh ding mjt lan. Néi cach khac, xich Eulere
ctia 46 thi G 12 mét xich don va di qua tat ca cac canh cia G.

Chu trinh o ciia d6 thi G duge goi 1a chu trinh Eulere néu né di qua
t&t cd cac canh clia G va qua mbi canh ding mét 1an. Né6i cach khac chu
trinh Fulere ciia @8 thi G 13 mdt chu trinh don va né di qua tit ca céc
canh clia do thi G.

D5 thi vé hudng G dude goi 1a d6 thi Eulere, néu né ¢é chu trinh
Eulere.

Dudng P ciia 46 thi c6 huéng G duge goi 13 dudng Eulere, néu né di
qua tat ca cac cung cia dé thi G va qua méi cung ding mét 1an. Néi cach
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khac. duong Eulere ena 48 thi ¢6 hudng G 13 mét duong don, ma né &
qua tit ca cac cung clia dd thi G.

Vong (mach) g cta d8 thi cé huéng G duge goi la vong (mach)
Eulere, néu né di qua tat ca cac cung ciia db thi G va gqua méi cung dang
mét 1an. Néi cach khic, vong (mach) Eulere ciia d6 thi cé huéng G la
mét vong (mach) don, ma né di qua tat ca cac cung caa dé thi G.

D6 thi ¢6 huéng G dude gi 1a 48 thi Eulere, néu né c¢é vong Eulere.

2. D|EU KlEN CAN VA DU DE MOT DA DO THI vO HUONG
LA PO TH' EULERE
Gia slt G = (X, E) 1a mot 46 thi vo hudng.
Bodé 11.1

Néu tat ca cac dinh cna da db thi G d&u cé bac chin, thi xuit phat
tit dinh A tuy ¥ ctia G ta déu vach ra duge mét chu trinh don di qua A.

Chizng minh:
1) N&u A 1a dinh biét lap, thi chu trinh di qua A 6 do dai b?mg 0.

2) Né&u A ¢6 bac dudng, thi xuit phat tir A phai ¢6 {t nhat 2 canh.
Gia sit hai trong cac canh cua dinh A 13 (4, B) va A, O,

Theo (AB), (AC) di theo hudng ddc lap nhau, méi khi qua mét dinh,
thi di vao &ing mét canh, di ra theo mot canh khac va khéng bao gig
lap lai.

Vi d6 thj G hitu han, nén sau mét s6 budc hai xich phai gap nhau va
ta duge chu trinh don di qua A. B8 dé duge chiug minh.

Bo dé 11.2

Néu da db thj v6 hudng G = (X, E) 1a d6 thi Eulere. thi G phai chita
khéng qua mét thanh phan lién théng c6 canh va cac dinh ddu bac chin.

Chitng minh.:

Gia sit d6 thi G ¢6 chu trinh Eulere, nhung hoac chia khéng it hon 2
thanh phan lién théng c6 canh, hodc coé dinh bac 1é.
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1) Gia stt G chia khéng it hon 2 thanh phan lién théng c6 canh va
hai trong cac thanh phan lién théng chita canh cia G 1la G,, G, (hinh
11.4), va « 1a moét trong

nhimg chu trinh Eulere )
cia G. Khi d6. néu «a
xuit phat tit G, thi né
khong thé sang G, dé

di qua b. Ngudge lai, néu

a bit dau ti G, thi né

khéng thé sang G, dé

di qua a. Ca hai truong

hop ta déu di dén mau

thudn. Vay db thi G /
hai c6 khéng qua mot

fh?).nh phan }gié?l thﬁlig Hinh 11.4

chita canh.

2) Gia st G cé dinh bic Ié va A 12 mét trong nhimg dinh bac 1é cla
G ddng thoi A c6 bac bang 3 (hinh 11.4) va ba canh thue A 1a (A, B), (4,
C)va (A, D).

Khi d6, néu chu trinh Eulere @ mudn di qua ca 3 canh thudc A, thi
¢6 canh né phai di 2 14n. trudng hdp qua mbi canh khéng qua 1 1an, thi
a khéng di qua duge ca ba canh thudc dinh A, Vay ta 43 di d€n mau
thufn véi tinh chit cia chu trinh Eulere. Do d6 G khéng thé chia dinh
bac Ié.

B4 dé duge chimg minh.

Bodé 11.3.

Néu da d6 thi vé huéng G = (X, E) chia khéng qua mot thanh phan
lién thong c¢6 canh va cac dinh déu bac chin, thi G ¢é chu trinh Eulere.

Chitng minh (Thuat toan tim chu trinh Eulere thit nhat):

1) Néu tat ca cac dinh cia G @8u biét lap, thi chu trinh Eulere trong
trudng hop nay c¢é dé dai bing 0.

2) Gia st G, la thanh phan lién théng duy nhat trong G cé.chiia
canh. Khi d6 xuat phat tit dinh tay ¥ A € G,. theo B6 dé 11.2. Vach ra
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Xudt phat ter x. vach chu trinh don:
P (xn, Xghxy , x Mo, . x)ix,, cgfa,, -t

Va dung s6 1 d€ ghi trén cac canh thuse p,,

"Xoa” p, khéi d6 thi G. D6 thi con nhan duge ky hisu bing G, hinh 11.6.

Hinh 11.6

G, vap, ci 4 dinh chung la x, , x,, x,, x,. D3 thi G, cling ¢6 cac dinh
! 2 1

déu bac chin Qua dinh chung x, trong G, vach ra mét chu trinh don

mdl po; va diing 56 2 dé ghi trén cac canh thuée p,,:

Poa (%, x)0,, 2oy, 2,)(x,, xy)

Théng nhit cac chu trinh py, va p,, thanh chu trinh don méi P
P]-' (x:'\ H xz) (x:b xi)(xly x."))( Xr, xﬁ(xq; xJ{xz‘ » x.'{)(xli ] x’l)(x? > xt‘sj(xii 3 x.'})

"Xod" chu trinh p,, khoi d6 thi G,. phin c¢on lai ky hiéu bing G,
(Hinh 11.7)

G, va p, ¢6 cac dinh chung 1 x,
x4 va x. Gy cling ¢6 cdc dinh bac
chdn. Qua dinh chung x, vach ra
trong G, chu trinh don mdi Par
va dung s6 3 d& ghi trén cic canh
thudc py,:

Hinh 11.7
P’ (Xg X2y x)(xg, 2)(2;, x,) "
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Thoug nhat chu trinh n,, va p, thanh chu trinh don

P {265, 3) {2y, 202, XJ(x5, 2,0 (00, 2005, xu)(2s x)(2;, X} (X4 Xy)
(s, (X, W2y, rlxg, x.).

Chu trinh ddn p, di qua tit cd cac canh cia G, nén 06 la mét chu
trink Eulere cia G.

T b6 dé 11.2 va 11.3 suy ra hé qua sau.

1é qud I1.1

Da d6 thi v6 hudng G - (X. E) 1a da 48 thi Eulere khi va chi khi né
chita khdéng qua mét thanh phan lién théng ¢é canh va cac dinh déu bac
chan.

I1é qud 11.2

Da d6 thi vé hudng G = (X, E) co xich Eulere khi va chi khi né chia
khéng qua mét thanh phan lién théng cé canh va néu s6 dinh bac 18 13 0
hodc 2.

1) Diéu kién cén

Vi néu trong G ¢6 xich Eulere «. thi né phai di qua tit ca cac canh
clia d6 thi, nén G khong thé chia qua mdt thanh phan lién théng co
canh. Ngoai ra. chi c6 thé dinh dau va dinh cusi ctia a (néu chiing khac
nhau) 1a ¢6 bac 1é va « qua méi dinh déu di vio bing mét canh va di ra
bang mét canh khac va khéng lip lai. nén chi ¢é hai dinh 13 ddu ctia «
mdi bic 1é. Do d6 s6 dinh béc 1 trong G chi cé thé 1a 0 hoic 2.

2) Didu kién du

a) Néu d6 thi G khong chita dinh bac 1é. thi theo b8 d€ 11.3, né c6
chu trinh Eulere - Xich Eulere khép kin.

b) Néu trong G c¢é ding hai dinh bac 18, ching han, A, B 1a 2 dinh
béc 1é cia G. Néu thém vao canh méi (4, m, B), thi 45 thi nhan duge G,
théa man diéu kién bé dé 11.3, nén né ¢6 chu trinh Eulere o. Chu trinh
a di qua moéi canh cia dd thi G ding mét Jan va qua canh (4, m, B) cling
dung mét lan, nén khi loai canh méi thém khoi «, thi phan con lai chinh
12 xich Eulere ctia 46 thi G.

Hé qua dugce chitmg minh.



3. THUATTOAN DE TiM TRYC TIEP CHU TRINH EULERE (JLERG)

Dé tim chu trinh Eulere ctia da dé thi G ta thuc hién thuat
toan saw:

Xuat phat tit mét dinh tiy ¥ ciia G, mdi khi di qua mét canh ta
"Xo0a" canh dé di va ghi lai theo thi ti tit trai sang phai.

Khi thuyc hién thuat toan ndy cin luu §: Mbi khi gap canh bic ciu
(canh duy nh&t néi hai thanh phan lién théng) cin phdi xoa h&t mét

trong hai thanh phan lién théng réi méi "xoa" canh bic cAu.

Chit ¥: N&u da d6 thi cé 2 dinh bac 18, thi khi tim xich Eulere cdn
xudt phat tit mét trong hai dinh béc 18 va sé két thic tai dinh bac 18 kia.

4. DIEU KIEN DU DE DO THI CO HUONG LA DO THI EULERE,

Ta md réng nhimg khai niém da xét & trén cho trudng hgp d3 thi cé
hudng.

Dinh nghia: D6 thi ¢6 huéng G = (X, U) dudc goi 1a dd thi tua dsi
xitng, néu tai méi dinh x s8 cung di vao dinh x bing s8 cung di ra khoi
dinh x, néi cach khac, néu

m(xl=m*{x)

Pinh Iy 11.1

Da dd thi ¢6 hudng G = (X, U) 1a d6 thi Eulere khi va chi khi né
chita khéng qua mét thanh phan lién théng c6 cung va tua dé{ xdng.

Chitng minh:

1) Diéu kién can.

N&u da dd thi G c6 vong Eulere o, thi o phai di qua tit ci cac cung,
nén G khong thé chita qua 1 thanh phan lién théng c6 cung. Mit khac vi
o phai di qua méi cung &ting mdt 14n, nén mdi khi qua dinh « di vao
bang mot cung. di ra bing mdt cung khac va khéng bao gid lip lai, nén

s6 cung di vao tai mbi dinh phai bing s6 cung di ra khéi dinh nay, tic dé
thi G phai tya d6i ximg.
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2. Diéu kién du. Gia sit déi vdi nhimg da 46 thi co hidng véi it hon
m cung chita khéng qua 1 thanh phan lien théng 6 canh va tua déi
xting dd c6 vong Bulere. Can chi ra ring khing dinh ciing diing véi da
do thi cé6 m cung. '

Xuat phat tit dinh x. tay . di theo hudng hat ky. khéng di qua cung
nao hai lan va mdi khi téi mot dinh. ma cé cung di ra el di qua thi di
ti€p cho tdi khi gap dinh khong con cung dé di tiép. Dinh nay tat phajla
x, va ta duge mot vong don ky hiéu bang f# Cé thé g chua di qua hét cac
cung cna G. Vay phan con lai 1a mét dé thi bé phan tua 461 xving .

Gia sit C,, C,, ..., C, 1a cac thanh phan lién théng clia G 6 chita it
nhit mot cung. Theo gia thiét quy nap C,. Cu. ... €, dd o cic vong

Eulere 8, 5, ... B,

Do thi la thanh phan lién théng duy nhat cha G 1ién théng nén p lan
lugt gap C, (1< <k) tai cac dinh tuong tmg

x,eC, x,eC,, ..., x,€C,.

Théng nhdt cac vong g, B, By ..., £ thanh vong don y di qua tat ca
cdc cung cta do thi bang cach: T x, di theo f dén x,. sau d6 di theod 4,
trd v& x,, réi lai theo g sang x, ... ¢t ti€p tuc di nhu vay cho dén khi dén
% Sau khi di theo £ d¢ lai x; tiép tuc di theo #vé dinh x,,

Vong # chinh la mét vong Eulere ctia 46 thi G,

Hé qud 11.3

Da &6 thi ¢6 huéng G = (X, U) ¢6 dudng Eulere (khéng khép kin) khi
va chi khi G c6 diing mot thanh phan lién théng chita cung. mét dinh véi

bic vao 1dn hon bac ra mot don vi moét dinh véi bac ra ldn hon bac vao

mbt ddn vi va tat ca cae dinh con lai déu ¢6 bac vao, bac ra bing nhau.
Chitng minh:
1) Diéu kién cdn. Gia sit G ¢6 duong Eulere (khong khép kin) g Vi 8
phai di qua ti't cd cac cung cia db thi G, nén G khéng thé c6 qua mét

thanh phan lién thong cé cung. (Trudng hop ngude lai. F khéng thé d&i
qua dugce tit ca cac cung cua G).
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Trir dinh xuat phas duong A hat dan dang cung di ra khoi dinh nay.
dinh cudi cang duong /4 ket thnie bing mot cung di vao dinh nay, tai moi
dinh con lai bao giag g ctung t61 bdng mot. cung di vao va roi bang mot
cung di ra. nén G chi cé the ro ding mot dinh o 26 cung di vao 1én hon
56 cung di ra la mét. ding mot dindi co s0 cung di ra 16n hon s cung di
vao 1a 1, méi dinh ¢on lai déu ¢é si cung di vio bang <6 cung di ra.

2} Diéu kién du. Gid st da dé whi G o0 dung mot thanh phin lién
thong G, chita cung, maot dinh (4) o 56 cung di ra 1on hon <6 cung di vao
12 mét. mot dinh (B) co s6 cung di vao 16n hon 56 cung di ra 1a mét va

moi dinh con lai déu ¢6 s6 cung di vae va di ra bang nhaw.

Thém vaoe cung mai di tir dinh (B) sang dinh (A). Ky hiéu cung nay
bang (B. m. A). Da @b thi nhan duge ky hiéu bing €' thda man diéu
kién ctta dinh 1y 11.1, nén no ¢6 vong Kulere (4. Vong 8 i qua méi eung
cua G dung mét lan va qua cung (8. m. A) cang dang maot 1an. nén loal
cung (B, m, A) khoi p. dude duong Eulere ctia da 46 thi G,

5. THUATTOAN TiM VONG EULERE

Dé tin vong Eulere ctia d6 thy oo budng 6 = (X, ) xuat phat ta mét
dinh tuy y. méi khi di doc theo hét mot cung ta xoa cung do di va ghi lai
theo thit tu tir trai sang phai. rdi di tiép. néu con cung xuat phat ti dinh
cudl cuia cung vita mét di qua. Khi thue hién thuat toan nav can hiu y;
Mé&i khi gidp cung ciu (cung duy nbhat néi gite hai thanh phan lién
théng), thi phai xoa hét cung cta thanh phan hién théng. ma ciu xuat
phat. roi méi xoa eau.

Chu y: Néu A 1a dinh duy nhat trong de do thy ¢6 huing G - (X, [7)
vii 58 cung ra lén hon s6 cung vao la mét. thi kin tim ditang Eulere cta
G ta phal xuit phat tie dinh A.



CHUONG 12
MANG VAN TAI

1. MANG VAN TAI
Mang van tai 1a mét dd thi ¢6 hudng him han khong c¢é6 khuyén
=X UviiX={x, x,, xy ..., x,.,, %, /, trong dé:

1) M6t cung « duge gan mét s6 Clu) > 0 va duge goi 1a kha ning
théng qua cia cung .

2) Mét va chi mét dinh x, khéng ¢6 cung di vao. Dinh x, dugce gcn la
161 vao (duy nhat) cia mang.

3) Mot va chi mét dinh x, khong ¢é cung di ra. Dinh x,, dude goi la
181 ra (duy nhit) cia mang.

2. LUONG VAN TAI

_ Dé dinh Iuong khai thac, tic xac dinh lugng vat chat chuyén qua
mang van tai G = (X, U) ngudi ta dua ra khai niém ludng van tdi va né
duge dinh nghia nhu sau:

Ham o(u) xac dinh trén tip cung U vd nhan gia tri nguyén duge goi
la luéng van tai cia mang van tai G. néu

D vYuelU plu) >0
2) v (x#x, x=x,) th(u)z z(p(u)

e 85 (x) e £ {x)
3) veel ofu) <Clu)

Ta xem () nhu 13 hugng hang chuyén trén cung U = (x, y) tit dinh «
sang dinh y va khéng vugt qua kha ning théng qua cia cung nay. Ngoai
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ra tir diéu kién (2) ta thay rang. néu x khong phai la 161 vio x, hay 161 ra
x,. thi ludng hang chuyén téi x bing luong hang chuyén khoi x.

T quan hé (2) suy ra:

» Yew= Yoew= e,

well () vl i)

Dai lugng o, {tp,;,) duge got 1a ludng qua mang. hay la cudng d6

ludng tai diém x, hay gia tri ctia ludng ¢. Bai toan dit ra & day 1 tim ¢
dé dat ¢, max, tic 1a tim gid tri1én nhat caa ludng.

Gia stt A ¢ X. Dung U (A) d€ ki hiéu tap cung cé diém cudi thuge
tap A, nhung diém ddu khéng thuéc A, con UfA) 1A tip cung ¢ diém
dau thude A va diém cudi ndm ngosi A.

Dé1 véi tap cung M tuy ¥ dai lugng (M) = Z @(r) dude goi 1a ludng

ue M
cua tap cung M.
T didu kién (2) dé dang suy ra hé qua:

Hé qud 12.1

Néu ¢ la ludng cta mang van tai G = (X, U), thi do1 vé moi
ActX-{x, x,}) déu co:

pU(A) = p(U(A))

3. BAITOAN LUBNG cUcC DAl

Bai todn 1. Cho mang vin tai G = (X. U). Hay tim ludng ¢ dé dat
¢, Max trén mang G?

Nguyén 1y ctia cac thuat toan giai bai toan tim ludng cuc dai 1a nhu
sau:

3.1. Thiét dién

Gia st A < X 1a tap con tuy ¥ khéag chita dinh vao x., va chiia
dinh ra x,.

Tap U (A) duge goi la mét thidt dién cuia mang van tai G.
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D lwong CI7 A) = Z(?f_u} dioc goi 1a kha nang théng qua

wff A

cua thiet dién &7 (A).

Tic dinh nghia thiét dién va kha nang théng qua ciia né ta nhan
thay rang. mét don vi hang hoa duge chuvén tit x, d8n x, it nhit cling
phai mat lan qua mét cung nio dé cia thiét dién U (4). Vi vay. da ludng

o va thiét dien U/ (A) nhu thé nio di nita cling van thod man quan hé:
p, <CILITA)
Bai vay. néu déi vdi ludng ¢ va thidt dién V. ma cé:
., = C(V)
rhi chac chan ring luéng ¢ dat gia tri 16n nhat (va thidt dién V ¢6 kha
nang thong qua nho nhat).

3.2. Luong day

Cung u trong mang van tai G vdéi ludng van tai ¢ duge goi 1a cung
bido hod, néu ¢plu) = Clui.

- - - T = 1 A A At xr =~
Luong ¢ evia mang van tai G duge goi 1a luéng day, néu mdi dusng

di tit v, dén x, déu chida it nhat mét cung bio hoi.

Tt dinh nghia trén ta thay ring. néu luéng ¢ trong mang vén tai G
chua day thi nhdt dinh tim duge dudng o di tit dinh vao x, dén dinh ra x,
khong chnta cung baoe hoi. Khi dé déi véi mdi cung v thudc « ta ting
luong bang ¢'(u) vou

tp'(u.) =put+1, néuuea
p (u) = pful, néu u go
Klii do ¢ cling 13 mét ludng, ma gia tri ctia né la:
[
[p 2 = (pil‘ + ]‘ > {pfi

- e e . A - A - & ~ .. . » -
Nhu vay, dai vdai ol ludng khong day ta ¢6 thé nang gia tri ciia né

va nang cho tdi khi nhan duge mét ludng day.
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Tuy vay. thuc t& cho thiy cé thé c¢6 mét ludng diy, nhung vin chua
dat t8i gia tn cuc dai. Boi vay, can phai dung thuat toan Ford -
Fulkereson dé tim gia tri cue dai cia ludng.

3.3. Thuét toan tdng quat d€ xac dinh ludng cve dai (thuit toan
Ford - Fulkereson)

DE& tim ludng cue dai ciia mang vin tai G ta xuat phat tir luéng tuy
¥ ¢ cua G, roi nang huong lén day. sau dé ap dung thuat toan Ford -
Fulkereson hoic ta c6 thé ap dung thuat toan Ford - Fulkereson truc
tiép déi vdi ludng .

Thuat toan gdm hai bude
Budc 1 (ddnh ddu o dinh ciia mang)
DBinh vao x, dude danh diu bing 0

1) N&u dinh x, da duge danh dau, thi ta dung chi s6 +7/ dé danh dau
cho moi dinh y chua duge danh d&u, ma tit x; sang v ¢é cung va cung nay
chua bio hoa nghia l1a;

(x;. ¥) € Uva plx;, y) < Clx;, )

2) Néu dinh x; d3 duge danh d4u, thi ta ding chi s8 -i d& danh dau
cho moi dinh Z chua duge danh dau , ma z sang x, ¢6 cung va ludng cla
cung nay dudng, nghia 13 (z, x) € U va ¢fz, x) >0.

Néu véi phuong phap nay ta danh dau duoce téi dinh ra x,, thi trong
G tdn tai giita x, va x, mét xich @, moi dinh déu khac nhau va dude danh
dau theo chi s6 cua dinh 1ién trude nd (chi sai khac nhau vé vé dau). Khi
d6 chic chan ta nang dudgc gia tri ctia ludng.

Budc 2: (nang gid tri cia luong)
Dé nang gia trj clia ludng ¢ ta dit:
P'(u) = olu), néuu ¢ o.

¢fu)=qu)+1, néu uea duge dinh hudng theo chiéu cia xich
adittz, dénx,,,

plw) = ou) - 1, néu ueca va u duge dinh hudng nguge véi chidu
cua xich « di tit x, dén «x, (hinh 12.1)
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o (2

Hinh 12.1

D61 véi ¢ ca ba didu kién (1) - (3) cua ludng déu thoid man, nén ¢’
cling 1a mét ludng va ta cé:
P, =@, +1
Nhu viy, ta da nang duge ludng lén mét don vi.

Sau d6 lap lai mét vong mdéi. Vi kha ning théng qua cua cac cung
déu hitu han. nén qua trinh phai dimg lai sau mét s8 hitu han bude.

Bude 3: Néu véi ludng ¢° bang phuong phap trén ta khéng thé
ning gia tri clia luong lén nira, nghia 1a ta khéng thé danh diu duge
dinh x,, thi ta néi rdng qua trinh nang luéng két thiic va ¢° d3 dat gia
tri cuc dai, dong thdi goi ¢° 1a ludng két thiic.

3.4. Tinh cye dai ciia luong két thic

Khi mang van tai G = (X, U) dat téi ludng ¢°, thi bude tiép theo ta
khéng thé danh diu dudc tdi dinh ra x,. Trén cd s& hién trang duge danh
dau tai bude nay ta sé& ching minh ring ludng ¢° da dat duge gia tri
cife dal.

Hé qud 12.2
Déi véi moi ludng ¢ clia mang van tai G = (X, U) va d6i vdi moi tip

con A < X, chita d¢inh ra x, va khéng chita dinh vao x, déu cé:

90



¢, = @UT(A) - (U (A}
Chung minh:

Dit A, = A - {x,J). Ding C,-d k¥ hiéu tap cung, ma dinh dau nam
ngoai A, con dinh cudi 14 x,,. tic:

C = l(a, x,) [ aeAl
Khi d6 U (A)=U (A JC (hinh 12.2)
va theo hé qua 12.1 véi ¢ 1a ludng tuy ¥ cia G-
oU (A ) = oU* (A;)) (1)
Dimng C, dé k¥ hidu tap cung cé dinh dau thude A, va di vao x,;
Cy={(b, x,) [beA)
Khidé: U'(A)=U (A, )\NC, (hinh 12.3)

@(UA) = o(U(A)) - o(Cy) (2)
vavill (A)~C, =& nén
(U (A) = (U (A)) + ¢(C)

U(A)
U'(Ay)
Hinh 12.2 Hinh 12.3
Vi C,, C, da chiia tit ca cac cung di tdi dinh ra x, titc:
U_ (xn) = Cl Ucz
VaC, nC,=0,nén
¢, =l (x,)=p(C)+o(Cy) (3)

Khi dé. tr (1) - (3) ta cd
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P, =olU (AN—pU " (A))
B3 @& dude chimg minh.
BDinh Iy 12.1 (Dinh Iy Ford - Fulkenson )

Trong mét mang van tii cho trude, gia trj 1én nhat cha ludng bang
kha nang théng qua nhé nhit clia thist dién, tic la:

¢, max=maxyp, =minCU (A)
n w h AI_' X
Ching minh:
Gia st trong mang van tai G = (X, U) ¢ 12 ludng cudi cing, ma sau
46 bing phuong phap danh dau cia thuat toan Ford - Fulkenson khong
dat dugc téi dinh ra x,. Trén cd s hién trang duge danh dau lan cudi
cung nay ta dung B dé ky hiéu tap gém tit ci cac dinh cua G khéng

duge danh dau. Khi d6 x. ¢ B, x, €B. Bdi vay B 13 mot thiét dién ciia
mang van tai G va theo hé qua 12.2

9. =" (U (B¢ (U" (B)) (1)

Déi véi mdi cung u = (a, ) thuge U(B) thi ae B va be B, titc dinh
dau @ duge danh davu, con dinh cudi b khong duge danh dau, uén theo
nguyén tic danh diu thu nhat, u i la cung béo hoa. tic 1a:

¢*(u) = Clu)
Dodé: (U (B)= P ROE D Cw)=CU (B)) (2)

U7 (R uwlf (M

D61 véi mdi cung v = (s, £) € U*(B) thi s B va te b, tic dinh diu
s khéng duge danh dau, con dinh cusi ¢ lai duge danh ddu nén theo
nguyén tic danh diu thi hai luéng ¢'(v) = 0.

Bai vay:
o U (B)= 3 ¢°(w)=0

NN EAEY:1]
T (1) - (3) suy ra:
®, =CU (B))
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Mat khac do ¢) 1a gia tri lén nhat coa luéng dat duge. con

C(lJ (B 13 gia tri nho nhét trong cac kha nang théng qua cia cac
thiét dién thude mang van td1 G, nén cé:

¢, max=maxe, =mnClU (A))
k] ‘p Ll A__ X
Hinh ¥ duge chimeg minh.
Chit y: Néu mang van tai G = (X, U) véi tap cung:
L': = f‘”b oy vony Wy sy Uy um)!

G&m m phan tit, thi mi ludng ¢ cila né dude biéu dién dudi dang
mat véctad m toa da:

(p = i‘tp(u 1)! (p(u?)? L] ‘P(ui)- ‘P(un L)y bl {'p(um-l)s Lp(u'm)f’
trong dé ¢fu,) 1a ludng cha cung u, (1 <i <m).

Vi du: Cho mang van tai nhu hinh 12.4 véi ki hidu cac cung va kha
ndng théng qua duoe dat trong khuyén tron, luéng duge ghi trén cac
cung, con cung bio hoa duge t6 dam:

Hinh 12.4

= {oU). (U, Uy, U olUs.  oUs o) ol oUy)  ¢(Us)
op(Un), e(Un)  ofUsd, olUn), olUs)
= {7, 5, 5, g, 3
2, 4, 6, 11, 8}

4, 3, 2, 3, 2.
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Ludng ¢ c6 dudng o = (x,, x,), (x, xo), (e xy) gém cac cung chua
bio hoa nén né chua day. Do d6 ¢6 thé nang ludng clia cac cung nay

1én mét don vi. d€ duge ¢! véi ¢/(U) = ¢ (U)+1 vdii = 4, 11, 14, va
o' (U) =o(U) véi (1si <15vai#4, 11, 14) (hinh 2.5).

Hinh 12.4

®'={(7, 55,7 3,4,3,2 3,2 3,4, 6, 12, 6

Do mdi dudng xudt phat tit x, dén x5 déu chita it nhat mét cung bio
hod, nén luéng ¢’ 14 ludng ddy. Song né chua phai ludng cyc dai.

Ap dung thuat toan Ford - Fulkerson dé ning ludng ¢’

Dau tién danh diu x, bing * Cung U, c6 dinh diu (x;) duge danh
dédu va ¢'(Uy = 7<8 = C(U,), nén dinh cuéi (x,) duge danh dsu bing +0.
Cung U}, ¢6 dinh dau (x,) duge danh dau va ¢'(U,) = 3 < 4 = C(U,), nén
dinh cudi (xs) duge danh diu bing +4. Cung U, c6 dinh diu (xs) dudc
danh dau nhung ¢'(U,,} = 12= C(U,,), nén khéng thé van dung qui tic
thit nhat ¢& danh ddu cho dinh cudi (xy) ctia U,,. Khi d6 ta c6 thé van
dung qui téc thit hai dé danh d&u cho dinh diu (x;) cha cung U, (vi cung
U, c6 diém cusi (re) duge danh dsu va 9'(Uy) > 0) bing -6. Cung U, ¢6
dinh diu (x;) duge danh ddu va ¢'(U,g) = 2 < 4 = C(U,y), nén ta van dung
duge qui téc thit nhat d€ danh dau cho dinh cudi {x;) bang +3. Cung U,
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¢6 dinh dau (x;) dude danh dau va ¢'(U,)) = 6 < 8 = C(U ), nén ta vin
dung qui tdc thit nhit &€ danh dau dinh cudi (x,) bang +7.

Qua trinh danh diu dat tdi dinh ra x,. nén ta c6 thé nang lubng ¢’
1én mét don vi bing cach bign doi luéng tai cac cung thude xich o duge
danh dau (hinh 12.6)

3-1
+0 3+1
Uy

Hinh 12.6

Xét theo chidu xich a di tit dinh vao x, dén dinh ra x; cac cung U,
U,, U U cing chiéu, nén ting luéng cho méi cung nay lén mét don
vi, con cung U, nguge chiéu ta gidm ludng cia né di mot don vi. Sau khi
hoan tit phép bign d6i nay ta duge ludng ¢°: ¢°(U) = ¢'(U) +1 vdi i = 4,
11, 10, 15,

o(U) = o' (Uy véij=1,23 5.6 17 8 12, 13, 14, ¢°(Uy = ¢'(Uy -1
va ¢'={7, 5 5 8,3 4,3 2 2 3 4 4 6 12, 7

Hinh 12.7
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Tiép tuc 4p dung thuat toan Ford - Fulkerson dé ning ludng ¢°
bing cach van dung qui téc thit nhit d€ danh diu céc dinh x, bang +0,
xs bing +1, x;bing +2, x; bang +3, x, bang +7 va van dung qui tic tha 2
dé danh d&u x, bing -5, x, bing -6 (hinh 12.7)

Dua theo chiéu clia xich duge danh diu di tit x, dén xg ludng cua cac
cug U, U, Uy, Uy, U, duge ting mét don vi, con luéng clia cac cung
Us, U, phai gidm di mét don vi va ludng ¢° nhan duge sé la:

¢’ ={8, 5 5 8 4, 4,2 3 1, 4, 4, 4, 6, 12, 8

Hinh 12.8

Tiép theo ta chi co thé danh diu duge dinh x, (hinh 12.8) nén qua
trinh nang luong két thiic va ta duge:

P, max=6+12+8 =26

4. BAITOAN LUONG cuyc TIEu

D41 ngau véi bai toan ludng cuc dai ta xét bai toan sau:

Bai todn: Cho mang van tdi G = (X, U). Can tim ludng ¢ c6 gia tri
nhoé nhat thod min diéu kién:

{3°) ou) >Clu) (uell)

96



Bai toan nay rit gidng bai toan ludng cue dai va cing thusng gip
trong thuc té.

A - 5 v - ~ A u
Thuét toan cho bai toan tim luong cwe tiéu

Ta ¢6 thé dilng phuong phap gidng nhu phudng phap gidi bai toan
tim ludng cue dai. Xuit phat tit ludng ¢ nae dé thoa man didu kién (39
ta diing phuong phiap sau ddy dé gidm gia tri ciia ludng ¢.

Dau tién danh dau 161 ra x,.

1) Néu dinh x; di duge danh déu, thi ta sé ghi hé s6 +j cho moi dinh
x;, ma t x; sang a; ¢6 cung. x;chua duge danh dau va ¢ (x;, x) > C(x,, x)).

2) Néu dinh x; da duge danh dau, thi ta ghi hé s§ j cho moi dinh x,
chua duge danh déu, ma tit x; sang x; ¢6 cung.

Néu bang cach danh dau nay, ma dat tdi dude dinh vao x,, thi ¢6 thé
giam luong di mét don vi, néu khéng danh ddu dude téi x,. thi ludng ¢ da
dat gia trj cyc tiu.
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CHUONG 13
CAP GHEP

Trudc khi di vao cac khai niém ¢ ban ta lam quen vdi cac bai toan.

ma chuing duge giai quyét nhd cac két qua clia cip ghép.

.

Bai todn vé cdc hoc sinh nam va hoc sinh nit: Trong mét trusng trung
hoc, méi hoc sinh nit ¢6 m ban trai va méi hoc sinh nam cé m ban gai.
Vay lidu c6 thé sdp x&p mbi cb gai khiéu vii véi mét ban trai cia minh va
méi cau con trai khiéu vii véi mét ban gai ciia minh duge khéng?

Bai todn phdn cong: Mot cd quan ¢6 n nhin vién x,, x,, ..., x, va v,
Yo -y ¥, nhidm vu. Mdi nhan vién, do trinh d4, ¢6 thé dam nhiém dudc
mét hay nhiéu nhiém vu trong cic nhiém vu ké trén. Vay c6 thé phin
cdng mdi ngudi mdt nhiém vu thich hgp véi trinh d9 clia ngusi d6 dude
khoéng?

Trong phan ndy néi chung chi xét cac d8 thi hai mang c¢6 hudng
G = (X, Y, U) ma mbi cung déu di tit tap dinh X sang tap dinh Y.

1. DINH NGHIA

Tap cung E (E < U) dugce goi 1a cip ghép cla d5 thj G hay tap cung
dgc lap trong d6 thi G, néu hai cung bat ky thudc E déu khong k& nhau
{(khéng c¢6 dinh chung). ’

Né&u cip ghép lap quan hé tudng tng mdt - mot gidta tap A «— X va
tap B Y. thi ta néi ring ghép cip tap A trén tap B hay d3 ghép cip A4
va Y. Muc tiéu chi y&u la xac dinh s8 ldn nhat cic cung clia mét
cap ghép.
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Dai lugng

8, = 1}{1:1;“A| - |D+(A)D

dude goi 12 s6 hut cia 46 thi G.
Vi lo| = |D'@)] = 0 nén luén luén c6 &.0.

Tap C (C ¢ X . Y)) dudc gei 12 gid hay tap dinh tiza trong 36 thi G,
néu mdi cung u (u ¢ U) ¢6 it nhat mét ddu mut thuse C. Dy 13 mot khai
niém rat quan trong. _

2. DIEU KIEN TON TAI CAP GHEP

Pinh Iy 13.1 (Binh ly Konig-Hall)

Ta c6 thé ghép cip X vao Y khi va chi khi d8i véi moi tap A < X déu
cé: DA = Al

Chitng minh:

Xét mang van tai xac dinh bdi: Cac diém X va Y, 161 vao x,, va 18i ra
Z, néi dinh vao x, t6i mdi dinh y; € Y bing mdt cung cé kha ning thong
qua C(x,, ¥) = 1; sau d6 tit méi dinh x.€X ké mét cung di téi dinh ra 2
véi kha ning théng qua Cx;. 2) =1; Cuéi ciing d61 véi mdi dinh y, € D*(x)
ké mot cung di tdi x;véi kha nang thong qua C(y;, x) = 1 (hinh 13.1).
N

Hinh 13.1
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Vi cac cung déu 6 kha nang théng qua bing 1. nén néu A < X. thi
tong véu ciu ctia tapAla D Clu)= ;A‘ gla tri lén nhat ctia luéng ma

wo b

ta ¢6 thé diua vao A 1a 2_( fe)=D (A}

TIEN S

Mbi ludng ciia mang xdac dinh mot cip ghép cia d6 thi hai mang
dong thai cac diém x, va ¥, tidng {ing v nhau khi ¢6 mot don vi clia
ludng di qua cung (v, x). Nguge lai méi cap ghép xac dinh mét luéng nao
d6. Ta chi ¢ thé ghép cip X vio Y khi va chi khi luong 16n nhat lam bao
hoa cac cung di ra (dinh Iy 12.1). nghia 14 néu:

YCrujs YClv) (AcX)

wi Ay aef7 A
hay. not cach khae:
Al< /D)) ((AcX
Dinh 1y duge ching minh.

St dung khai niém s6 hut ¢6 thé phat biéu dinh Iy Kowsg-Hall dusi
dang saw: Diéu kién can va di d€ ¢6 thé ghép cip XvaoYlas,=0.

Tt chiing minh dinh 1§ Konig - Hall ta thay rdng; xac dinh cip ghép
lan nhat la mét bai todn vé ludng cuc dai. Boi vay ta cé thé diung thuat
toan Ford-Kerson (chuong 12) dé gidi quy&t van dé nay.

"¢ qud 13.1

Trong d6 thi hai mang G=(X, Y, U) véi | X| = p, |Y|=q. ta danuh s6
cac dinh x;eX va y,€Y, sao cho:

D'yl <l Dy l< . | Dy,
| Doz Doyl 2 2| D)l (L

Khi d6 diéu kién du dé co the ghép cidp X vao Y 1a g2p. déng thoi
|D*x) | >0 va

D)+ 1D+ . +| D'y l> | Dole | Dol + .+ | Doyl @
. (k = 2; 3, LLEY) P)

That vay, xét hai tap con A = X va B <Y tudng ving véi k va k-1
phan tit ta cé:
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ko
YDl YD)
i=1

eA

[ | .
SRRt
i=1 ' I

»el

-

86 cung di ra khdi A 1éu hon 6 cung di vao B. Do dé6 D(A)zB du tap
B (cé k-1 phan t11) 13 nhit the ndo di nia. T do o

/DA > k-1= JA[-1hay /DA > JAT (A -X
Vay. theo dinh 1¥ Konig-Hall ¢6 thé ghép X vio Y.
Hé qud 13.2

Neu d6i véi dd thi G = (X, Y, U) tén tai mot s nguyén m mi
| D*(x} | 2m voi moi x¢.X va |D'(y)'i; < val moi ye Y. thi cé thé ghép cip
XvaoY.

Chitng minh:

Gia sit | X|=p. | V!=¢. Khi da -6 thé danh s6 cac dinh cha X va Y.
dé cé trat tu (1)

Vi Z‘JD' (x)i = :‘__;!D (y)!, ZJ}'}' f ); = pan va Z;‘D {v J; T,

xi R

g.m >p.m. Do déq =p.
Do vaeX |Dx)|2m=0 nén | Drtx il >0 va vk (2<% <p) thi
|D'(x1) | +| D‘(x,_-,)". o+ D‘(.\‘k)| = ko= o(k-1lm
> Dvil+ [ Dl + o+ [ Doyl (2
Bai vay, theo hé qui 13.1 ¢6 thé ghép ciap X vao Y.
Binh 1y 13.2

Trong db thi G = (X, Y, U) s cuc tiéu cac phan ti cia gia C la
/X /-8

Chitng minh:

Xét gia C bat ki ciia db thi G. Ky hiéu phan cia C nin trong X bing
C,, con phan ndm trong Y biang €,. Khi dé.

C=CouC, |
Ky hiéu phin bu cha C, bang C. - X\ C,. Khi do _J_[)_+(C_T_1)g C., .

Mit khae. C, gbm tit ¢d dinh diu cia cac cung khdng cé dinh dau
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thuéc C,, ma €, v C_ X chia dinh dau-cia tit ¢ cac cung cha G. Béi
vay D'( C Jchia toan bd cac dinh cudi cha nhung cung khéng c¢é dinh

dau thude C,. Do d6 méi cung cua G déu cd diu muit thuée C, hoic
D (C J.nén C,uD" (C J cfing 13 mdt gia. Vi vay, dé tim gia ¢ Iue

lugng bé nhat ta chi can xét cac gia c6 dang C,vD’ (C, .
Xét luc lugng bé nhit clia cac tap tua dang C, v D" (E?_,) .

1’"‘1'J (C'IJ b
mm‘C, w Dt (C, )|

min {C] |+ |D+ (E{)|

= min{lx| -1x| +lc,|+ [D"(C))} =

= min{ | X| «(1x1 -1¢,|- D@ )} =

=|x] -max{|X| -|c,|- |D+(C_;)|} (xl-lel = ;E;P

| x1 - max{‘a‘ - ‘D.’ (E':)f} (C,=B)

1

= |X| -max { |B‘ —‘D+(B)’}= |X|— 8y
BcX
Dmb 1y duge chitng minh.
Pinh Iy 13.3
S6 6n dinh trong cha d6thi G = (X, Y, U) 1a o(G) = | Y| + &,
Chrffﬂg minh;

That vay, néu C 14 gia. thi phan bu S = (X v Y) \C ciia n6 1a tap én
dinh trong. bdi vay khéng thé c6 cung ndo ciia G. mi ca hai diu ddu
thudc S, ngude lai, néu S 1a tap 6n dinh trong cuc dai, thi phan bi clia
no la mét gia nén:

alG) = max|S] = m(gx('XH‘Y[-‘CI)
= [X| Y] miniC] = ]+ ¥] - (|X| -5,

= | X|+]Y|-|X]+ 8, =[Y]+5,

3. CAP GHEP LON NHAT

Trong phan nay xét quan hé gitta s6 hut cita 46 thi hai mang véi sd
16n nhit cac cung cilia ciip ghép.
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Ba'dé 13.1

Nénu voi A =X ma dit §A) = | Al - | D(A)

Jthi VA, A, =X déu co:
HA, UAY + JA, P A = FA) + HAY)

That vay. ia ca hé thic:

A, CAl + 1A Al =14 +]A (3)

| D AA) | + | DCARAY < D (ADOD(AY] + [ D(A) ~ DA
=D(A)+D(Ay (4)

Lay hé thie (3) trit hé thite (4). ta nhan dude cong thite di phat bidu:

Bo dé 13.2

Ho 4 = (A / &A) = o} déng ddl véi cac phép toan hdp (L) va giao
nghia la:

VA, A, ced thid, VA, ecd A NA, ecA
Thit vay. néu A,, A, e c# thi theo b dé 13.1 ta cé:

NA, CAL + XA, MDA >HAJ + JAY) =26, (5)
Do A, " A, ;X vi A, A, o X néntaco

KA, A = (A4, ] - D44y | < r}‘m;(:{ \A|w|D+(A)‘}: 5y (6
s
KA, Ay = A, UA,| - DA, vAy | < Ta;(c{ [A|_iD+(A)i}: 8y
[

T (8) va (6) suy ra:

NA, VA = JA, N Ay =6,
Boivay A, WA, e cAva A, NA, e
Bo dé 133

N&u &, > 0. thi giao A, clla moi tap thude A4 = {A /&A) = &) 1a mét

tap khéng tréng.

Chitng minh:

That vay, vi d6 thi ta xét la hitu han. nén A, 13 giao clia mdt s6 hitu

han tap ciia A. Theo b8 d8 13.2. tap A déng vdi giao nén A, € #. Néu
A, =@ thi
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=& A) =&} =0.
Diéu nay mau thuin véi gid thist 8,> 0, nén A= @.
Dinh Iy 13.4 (konig - Ore)

Trong d6 th: hai mang G = (X, Y, U) 6 16n nhat cac cung cua cip
ghép (s6 cuc dai cac cung doc lap) la /x/- 3.

Chitng minh:

1) 8, = 0. Khi d6 theo dinh 1y Konig - Hall c6 thé ghép cap X vao Y.
Béi vay s 16n nhit cac cung clia cap ghép bing /X/= /X/-0=/x/- o

2) Gia sit &>0. Xét giao A, clia cic tap hdp A mid &A)=48, Theo bd
dé 13.3 A, =@

a) Néu loai khéi dd thi dinh x,e A, thi s6 hut van khéng d8i.

That vay, k¢ hiéu s6 hut cia 46 thi méi 1a &', thi §'y<8,. Vi b thi
mdi van chita tap A, v8i A = & (theo b8 dé 13.2, tap of = (A /HA) = &)
déng vdi giao, nén A, € ) nén:

8y = max }){ |Al —|D+(A)‘}= [A,]-1D" (Aq )‘ =8(A,) =5,

ActX\
b) Néu loai khéi db thi dinh x,eA, thi s& hut cia dé thi giam di mét
don vi

Vi xy€Aq, nén x, thuge mei tap AecA, tite 13 x, thude moi tap A vdi

8(A) =8, = ma}:;{ Al - ‘D+(A) . nén s8 hut cia a8 thi méi 1a &', < 5,
A

Vivay tip A = A, - {x,} thod man diéu kién:
Fav =14, 1. 1Dy <a=1al- DAy |
Tuds: . DA - 1< DAy
Dods:  |DA'W 2 DAy o)
Do A, <A, nén ta lai1 cé:
DA< | DAy] (2)
T (1) va (2) ta ¢6: [ DA% = | DAy ]
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Nhu vay cudi ciing ta cé:
A = AL 1Dy =(14,1-1)- DA | = 4| - | DAY | -1=6, -1.
Mit khac

i g e s

Véy E'1|'| = 8()—1.

Tit cac phan trén thay ring & 1a s8 nhdé nhit cac dinh cua X cin
phai loai ra, dé c6 d6 thi G, = (X, Y, U)) véi 56 hut & ;=0 nghia I3, theo
dinh 1y Konig - Hall ¢6 thé ghép cip X, vio Y, nén s8 16n nhat cac cung
cia cap ghép bang:

1%, =1x1 -6,

I1é qud 13.3 (Dinh ly Konig)

Trong d6 thi hai mang tuy ¥ G = (X, Y, U) s6 nhd nhit cac dinh caa
gia (s6 nhd nhat cac dinh tya) bing 8 16n nhat cac cung clia cip ghép
(s6 16n nhat cac cung doc 1ap)

That vay, tit cac dinh Iy 13.2 va 13.4 ta cé: s6 cuc tiéu cac dinh cia
gia thudc dé thi G bing (| X| - &) 58 16n nhét cac cung cla cip ghép.
Pinh Iy 13.5

Cho d6 thi vé6 huéng G = (X, U) vdi X/ 22n (n>1) va béc ctia mdi dinh
x clia @6 thi déu khéng nhd hen n.

Chimg minh rdng trong G luén luén tén tai mét dé thi bé phan hai
mang G=(Y, Z, V) véi [¥/= n d6ng thai ghép cap dude Y vao Z (trén dd
thi b6 phan).

Chitng minh:

Ta xay dung d6 thi b phan hai mang G, nhu sau: LAy dan vao tap
V cac canh ciia U, sao cho cac dau miit déu khac nhau, cho dén khi bat
ki canh nao trong s con lai cling k& véi canh nio 46 da thuse V. Gia

su V= k.

Néu k=n thi khing dinh dugc chitng minh. Béi vi chi viéc 14y & méi
canh mét dau muiit cho vao Y. cac ddu mut kia cho vao Z. Khi d6 ta c6
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G, = (Y, Z, V) 12 d6 thi hai mang va V 1a mét cap ghép thiét lap tudng
ung 1-1 gita Y va Z nén ghép duge Y vao Z.

Néu k£ < n, thi X/ > 2k + 2 nén ngoai k canh thudc V. chdng han
(@, ay), (ay, ay), ..., (@, ax) cdn tim duge hai dinh ay.,, @4, thude X ma
khéng 13 ddu mit ctia canh nio thudc V. Theo cach chon tap canh V thi
m6i dinh nay chi ¢6 thé ké vdi mét dinh nao dé trong V (Vi néu no ké véi
mét dinh khéng 13 dau mit cia canh trong V, thi khi dé b8 sung cho V
mgt canh mdi nita), déng thai mdi dinh nay ké vdi it nhat »n dinh.

Ta danh diu tit ca cic dinh thudc V ma ké vdi a,,., s8 dinh duge
danh dau khéng nhé hon n. Danh diu tit cd cac dinh 1a ddu mit cha
canh thuge V va ddu mit kia ké véi a,,.,. S6 dinh nay caing khéng it hon
n. Nhit vay s8 1an danh diu trén cac dinh thudc V 1a 2n, nhung s6 dinh
cua V12 2k < 2n, nén cé it nhit mét dinh duge danh dau hai lan. Gia s
dinh nay 1a a;. Theo tinh chét cia a;, né k& véi ay,, va trong V cé canh
(a, a,) véi ddu miit a,, ké vdi ay,,. Nhtt vay ta c6 thé loai canh (a, a,) ra
khéi V va két nap hai canh (a; as.,) va (@, au.y) vio V. Cit tiép tuc nhu
vay. sau mét s budc hitu han ta ¢6 V] = n. Khdng dinh duge chitng
minh.
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CHUONG 14
PO THi HAMILTON

D& lam quen véi chu trinh Hamilton xin md d4u bang bai toan du
lich kin quanh thé gidi do Hamilton dit ra: Chon trudc trén trai dat 20
thanh phé: A, A, A, ..., Ay, D& don gidn gia st rng ciac thanh phd nay
12 dinh ctia mdt hinh 12 mat déu (46 1a da dién c6 12 mit nga gidc déu
va 20 dinh) thay cho trai dat. cdn céac canh ciia da dién biéu hién cho
duong di gitta cac thanh phé, trén hinh 14.1.

Hinh 14.1

Liéu mot khach du lich c6 thé tham quan tit ci 20 thanh phd, qua
méi thanh phd ding mét lan rdi lai trd vé dude dja diém xuit phat hay
khong? Va ¢6 bao nhidu cach &i?

Hamilton d# giai quy&t bai toan trén bang cach chi ra nguyén tic di
nhu sau: khach du lich khi i ddu miit ctia mdt canh, néu anh ta chon
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canh bén trai minh thi phép chon duge ky hiéu bing T, chon canh phia
phai ky hiéu bing P. va & nguyén tai chd ky hiéu bang 1. Tich ctia phép
chon duge xic dinh theo nguyén tic: PT 13 phép chon di theo canh phai
réi di tiép theo canh trai, TTP hay T2P 12 phép chon di theo canh trai
hai lan sau dé di theo canh phai 1 1dn.v.v.. Hai phép chon la bang nhau,
néu xudt phat tir cing mét diém ¢ hai d8u cing &i téi mét diém. Tich
khoéng cé tinh chdt giao hoan (PT+TP), nhung ¢ tinh chit két hop ching
han (TTHP = T(TP).

Ta cé cac ebng thiic:
P'=T"=1; PT°P=TPT; TPT=PTP; TPT=P PTT=T%
Nén:
1 =P’ = P°P’ =(TP’T)P’ = (AP*? = [T(TP*T)PF ... = [T°P*TPTPF = ...
= TTTPPPTPTPTTTPPPTPTP

Tich cudi cing gom 20 chit cai, déng thoi khong thé tach ra dude
mét doan nio co6 tich bang 1. Bdi vay day nay lap thanh mét ditong du
lich khép kin gua ca 20 thanh phé vi qua mdi thanh phé diing 1 lan.

Sau nay 1y thuyét vé& chu trinh Hamilton sé gitup ta gidi quyét cac
bai toan tudng tu nhu bai toan du lich & trén.

1. DINH NGHIA

Xich a trong d6 thi vé hudng G = (X, E) dude goi 1a xich Hamilten,
néu né di qua tat ca cac dinh ctia G va qua mbdi dinh ding mot 14n. Néi

cach khac, xich Hamilton 14 mét xich sd cip, ma né di qua tat ca cac
dinh ctia d6 thi.

Chu trinh « trong dé thi G = (X, E) duge goi 1a chu trinh Hamilton,
néu né di qua tat ¢ cic dinh ctia dé thi G v qua mdi dinh ding mét
lan. Noi cach khae, chu trinh Hamilton 14 mét chu trinh so cip. ma né di
qua tat ca cac dinh ctia d6 thi.

D6 thi vé hudng G = (X, E) duge goi 1a @6 thi Hamilton, néu né ¢o6
chu trinh Hamilton.
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Duong B trong &b thi céd hudng G = (X, E) duge goi la duong
Hamilton. néu né di qua tit ca cac dinh cla 48 thi G va qua mét dinh
ding mdt lan. Néi cacl khae, dusng Hamilton 13 mot dudng so cap, ma
né di qua tat ca cac dinh cua a6 thi.

Vong Hamilton trong d6 thy v6 huéng G = (X, U) duge goi 1a vong
Hamilton néu no di gua tat ca cac dinh cha 46 thi G va qua méi dinh
ditng mot 1an. Naéi cach khac, vong Hamilton 13 mét vong so cdp ma noé
di qua tat ca cac dinh cta dé tha.

D6 thi vo hudng G = (X, U) dude goi la d6 thi Hamilton néu né cé
vong Hanulton.

D6 thi vé hudng G = (X, E) dude goi 14 6 thi thuan nhat bic &, néu
mdi dinh ena d6 thi G déu c6 bac bang k.

D4 thi cé hudng G = (X, U) duge goi 14 @6 thi tua d6i xiing cip &, néu
mdi dinh cta do6 thi G ¢6 dung £ cung di vao va & cung di ra.

D6 thi lieu théng va khéng c6 diém khdp duge goi 1a 48 thi khéng
khdp.

2. DIEU KIEN T6N TAl CHU TRINH HAMILTON
Bo dé 14.1

Né&u db thi vé hudng G = (X, E) ¢6 chu trinh Hamilton thi G 13 d6 thi
khéng khdp va méi dinh ctia né déu c6 bac khéng nho hon 2.

That vay, néu do thi G = (X, E) ¢6 chu trinh Hamilton (). Chu trinh
« qua tat ca cac dinh. khéng cé diéin khép va mdi dinh ca né déu bac 2,
nén dé thi G khéng thé c6 diém khép va bac ctia mbi dinh phai c6 bac
khéng nho hon 2.

Bé dé 14.2

D& thi vo hudng n (n23) dinh lién théng, thuin nhit bac 2 ¢6 chu
trinh Hamilton.

Chitng minh:

Gia sit d6 thi v6 huéng G = (X, E) (1X|= n > 3), lién théng thuin
nhat bac 2.
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D6 thi G hitu han, nén s6 xich sd cép trong G ciing hitu han.

Giastta = (x, x ..., %1, ¥ 12 mét trong nhitng xich so cap c6 do
dai dai nhat (/a/,,).

Néu % < n thi tén tai dinh ¥ # . Do G lién thong, nén phai c6 it
nhat mét dinh thuéc « ké véi dinh y, chdng han x,.

Néui=2 3, .., k-1 thi mx)>2 nén vé ly.

Néu i=1 hodc k, thi xich (v, x,, ..., % %) hode xich (x, x,, ..., x4, x,,
¥) ¢6 d6 daibang | al+1>| «| maz N€N cling dan dén mAu thuin.

Do d6 k=n. titc ta duge xich Hamilton.

Vim(x) = m(x,) = 2 nén x, phdi ké véi x, (khéng thé ké vdi dinh x; (3
<& < n-1) vi bac cia mdi dinh nay da bing 2). Ta dudc chu trinh
Hamilton.

Nhd bé @& 14.2 trén suy ra két qua saw:
Bé dé 14.3

Dé thj v hiéng G = (X, E) 6 chu trinh Hamilton khi va chi khi né
c6 mgt d6 thi bé phan lién théng va thuin nhit bac 2

Chung minh:
1) Diéu ki¢n cdn 13 hién nhién. Bdi vi néu 48 thi G ¢6 chu trinh

Hamilton thi méi chu trinh Hamilton ciia G 13 mét b thi bé phan lién
thong thuan nhat bac 2.

2) Didu hitn di
Gia sit 46 thi G = (X, E) ¢6 36 th1 b phan G, = (X, E) lién théng va
thuin nhat bac 2. Theo bé dé 14.2 a8 thi G, ¢6 chu trinh Hamilton (e).

Khi d6 chu trinh « ciing chinh 1a chu trinh Hamilton trong d6 thi G.
Dinh 1y duge chimg minh.

B&dé 14.4

Néu a = [x, x ..., ;] 12 xich s cap ¢ 46 dai cuc dai trong d6 thi
G va

mx) + mx,) >k
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thi d6 thi con G, gém cac dinh x,, x, ..., 2, s& lap thanh mét 46 thi
Hamilton gém % dinh.

Chung minh:

1) Néu x,, x, ké nhau thi @ 1A mét chu trinh sd cap di qua tat ca cac
dinh chia d6 thicon G,.

2) x;, x, khoéng ké nhau.

Do « la xich cuc dai, nén x, ciing nhu x, khéng thé ké véi mét dinh
nao ngodi a. Xét cac c¢ip dinh ¢6 kha ning 13 canh cia &6 thi. ma méot

dau la x, hodc x,.

(1) (o, x)
(2) (%4, X)) (3, xy)
(3) (23, x3) | (x, x)
i) (x, xi) FENE
(i+1) (x5 (e, X
(k-2) (x;,, "l?;“z} (xl, xk-k)

(B-1)  (xy x4)

m(xy,) + mix)}
Néu ti hang 2 d¢&n hang -2 mdi hang ¢é khéng qua 1 canh, thi s8
canh cua db thi G trong hé (*) sé khéng vugt qua k-1.
Bai vay mixy) + mix,) < k-1<k

Ta di tdi maun thudn véi gid thist, nén trong hé (*) tir hang 2 dén
hang £-2 phai ¢6 {t nhat mét hang ma ca hai cip dinh déu 12 canh caa
d6 thi G. Chf’ing han (x,, x), (x,, x;.,) (2 <i <k - 2) d8u la canh cha a6 thi

G. Ta sip xép lai xich a dé dudgc o',
a' = [x1'+I; Xy Xy oeey Xy Xy Xy Xpopy vy vy xi+2]
Cé x,., va x.., k& nhau nén la chu trinh so cap di qua tat ca cac dinh

cua G,. Vay G, la d6 thi Hamilton gom % dinh.
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B6 dé 14.5
Gia silt @6 thi vé huéng G = (X, E) ¢6 n dinh va I=n-1 hodc I=n.

Néu vx, y € X (m(x)+m(y) >1) (1). thi trong G c6 xich so cap &6 dat
cuc dai chta khéng {t hon ! dinh.

Chitng minh:
Véi diéu kién (1), theo dinh 1y 4.1, G 1a db thi lién théng.

Gia st a = [x,, xy, ..., x,] 1a mjt xich sd cip c6 d6 dai cuc dai nao dé
clla d6 thi G. Khi d6 k21,

That vay, gia st k<, khi d6 tit diu kién (1) ta c6:
mixy) + m(x) >k
va theo bd dé 14.4 d6 thi con G, gém cac dinh x,, Xy ..., X €O chu trinh
Hamilton. Gia si:
B=lyyyy s 1l

la mt trong nhiing chu trinh Hamilton ca G, thi trong G 11 mét chu
trinh so cap. Do k<l, nén ¢6 it nhit mét dinh (y) clia G nim ngoai AVIG
lién théng, nén y phai néi véi mét dinh nio d6 ctia A, ching han v néi véi
¥; bing mét xich d6 dai duong. Ta dugc xich so cdp méi: B =0y, ..., y; ¥,
<¥u Yoo Yats w0 Yioro ¥l €6 46 dai 16n hon e Ta di dén mau thuin vdi
tinh d¢ dai cuc dai ctia . Do d6 £21.

Dinh Iy 14.1
Gid st G = (X, E) 14 d6 thi vé huéng c6 n dinh.
a) Néu v, y € X (m(x) + m(y} >n-1) (1), thi G ¢6 xfch Hamilton:

b) Néu V&, y € X (m(x} + m(y) >n) (2). thi G ¢6 chu trinh
Hamilton.

Chitng minh:

1) Do diéu kién (1) theo b3 d8 14.5 trong db thi G ¢6 xich sd cap d6
dai cyc dai chita khéng it hon n-1 dinh. Gid sit: o = {x, xo ..., x,, x,] v6i
[ 2 n-11a mét trong nhitng xich cé dd dai cyc dai.

a) N&u /=n thi & 1a xich Hamilton caa dé thi G.
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by Nén i = n-1 theo b dé 12.4 dé thi con G, ctia G gdm cac dinh [x,,
Xy o d, ) ¢6 chu trinhh Hamilton. Gia st mot trong nhitng chu trinh
Hamilton caa G, 1 '
/f = !{r}'}l_' Vo 0y Moy ‘V,..!J?

Trong 46 thi ¢ con mét dinh. chiang han x. khéng nidm trén g Véi
dien kien (13, theo dinli 1§ 4.1 dé thi G lien thong, nén x phai ké véi mét
dili ndo d6 thuge 4 chang han v, (1 52 sn-1). Kl d6 xich

.‘V: [‘xs y.').v }'1-15 L] \\"‘I' ,.vu-lu ‘vn-zy sy y.’w]

d1 qua tat ca cac dinh cfia d6 thi . nén y 1a mot xich Hamilton caa do
thy G.

2) Véi didu kién (2). theo bé dé 12.5. trong dd thi G ¢6 xich sd cap cue
dai chita n dinh. Gia st

= [zly z;-]r TR zra]

14 mét trong nhimg xich co dé dai cuc dai. Khi dé. theo bé dé 12.4 46 thi
con G, cia G gom cac dinh z,, z, ... z,, z, ¢6 chu trinh Hamilton.
Gia s

E=Ipu Py P P

la mét chu trinh Hamilton ena G,. Chu trinks ¢ 1a chu trinh so cap va di qua
tat ca n dinh eua G nén trong G & la mat chu trinh Hamilton. Dinh 1y dude
chitng minl

T dinh 1y trén 6 cac hé qua sau:
ffé quda 14.1

1) Moi1 do thi day du vo hudng vai it nhat hai dinh déu co xich
Hamilton.

) Moi d6 thi day di vo hudng val it nhat 3 dinh déu cd chu trinh
Hamilton.

tIé qud 14.2

Néu bac clia mai dinh trong dé thi vé hudng G khéng nho hon mét
nita 38 dinly, thi né c6 chu trinh Hamilton.
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3. DIEU KIEN TON TAl DUSNG HAMILTON
Dinh Iy 14.2 (Rédei)
Trong dd thi cé huéng diy da ludn luén tén tai dusng Hamilton.

Chitng minh (Thuat toan tim duong Hamilton trong dé thi ddy du
c6 hudng)

Gia st G = (X, U} a 46 thi c6 hudng ddy da nao 46 va:
o =10y Xy coey Xy Xy ooy Xy, X
2 mét dudng so cap bat ki trong d6 thi G.

) Néu o di di qua tit i cac dinh cda G. thi né la mét dudng
Hamilten ctia G.

2) Néu trong G cdn cé6 dinh nim ngoii a. thi ta c6 thé b8 sung dan
dan cac dinh nay vio « va cac duong s¢ cip nhan duge tiép theo d€ cudi
cung nhan duge dusng Hamilton.

That vay. gia st x 1a dinh tuy ¥ khéng nim trén a.

a) Néu cung néi x v x, xuit phat ti x, thi bo sung x vao diu cna
dudng a, dé duge a,. ma | e, | = | a| +1

a, =[x, Xy, Xy oo, X4, 3]

b) Néu ton tai chi 88 i (1<i<%-1) ma tit x, c6 cung di ti x va tit x co
cung di t4i x.., thi ta chen x vao gita x; va x,,,, dé dude dudng so cap a,
ma |o:2|= ]a |+1,

Ly = [xb Xy vy Xyy X, X5, e, Xy 1 x.&]

c) Néu ca hai kha nang trén déu khéng xay ra nghia la vi (1si<k) x
déu ¢6 cung di t6i x. Khi d6 bé sung x vae cudl cua dudng « va dude a,
ma |a3|: la |+1,

ay = {x;, 2y, ..., 2., %3, x]

Néu d6 thi G ¢6 n dinh thi sau n-% bd sung ta s& duge dudng
Hamilton.

B d8 dude chimg minh.
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4. UNG DUNG

Badi todn 14.1. Hanlh trinh cta con ma trén ban cd (Euler). Liéu con
- 2 4. 2 P N . .
ma ¢6 the di chuyén dude qua tat ca cac 6 cua banco 8 x 8 (n x ) va qua

mbi 6 ding mét lan (réi trd vé duge & xuat phat).

Bai tean nay duge nhifu nha toan hoc chd §. dic biét Euler,

De Moivre, Vandermonde, v.v..,

Hién nay di ¢6 nhidu 181 gidi va phudng phap gidi cling ¢ rit nhiéu,
trong d6 ¢ qui tice (hinh nhu duge thite t& xac nhan, nhung khéng duge
1¥ luan kiém chiing): Mbdi lan bé tri con ma ta chon vi tri ma tai vi tri

nay sb 6 chua dung téi do né6 khéng ché 1a it nhat.

Mot phudng phap khac diua trén tinh déi xiing cta hai nita ban cd ta
tim hanh trinh ctia con ma trén mét nita ban co, roi ldy déi xting cho

nita ban c¢d con lai. sau dé ndl hanh trinh cta hai nita da tim lai vl

nhaq (hinh 14.2).
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Tt k6t qua cta chuong 8 khing dinh duge: con ma c6 thé di chuyén
duge qua tat ca cac 6 clla ban ¢d n x n qua mbi 6 ding mét lan (va trd lai
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dude 6 xuat phat) khi va chi khi trén dé thi Gy ¢6 xich Hamilton (chu

trinh Hamilton).

Bai todn 14.2. Nha vua moi 2n (n 2 2) ky ma dén du tiéc. Mai ky ma
quen it nhit » ky ma dén du tiéc. C\himg minh ring luén luén cé thé x&p
tat ca cac ky ma ngdi xung quanh mét ban trén. 48 méi nguoi ngdi giita
2 ngudi ma anh (chi) ta quen.

Bai toan nay c6 thé gidi bing cach tng dung cac két qua vé chu
trinh Hamilton, Trude hét xay dung d8 thi G. mé ti toan bs quan hé cua
cac ky méa:

Dinh cue dé thi G: Lay 2n diém trén mit phang va trong khoéng
gian, khéng ¢6 3 diém nio thdng hang va tuong ing vdi 2n ky ma dén
dy tide. Ta ding ngay ky hiéu cac ky ma, d€ ghi trén cac didm tuong
ing.

Canh cita d6 thi G; Hai diém tuy ¥ x, y dude néi bing mét canh khi
va chi khi hai ngudi tuong @ng véi x, ¥ quen nhau.

Méi dinh x cia d6 thi G ¢6 bac bing ding s6 ngudi ma x quen, nén
trong d6 thi G tat ca cac dinh déu c6 bac khéng nhd hon ». Khi dé. theo
Hé qua 14.2, G c6 chu trinh Hamilton. Gia sit « 1 mét trong nhitng chu
trinh Hamilton ctia dé thi G. Theo thi tu ciia cac dinh xuét hién trong
@, ma sdp x&p cac ky ma tuong vng ngdi xung quanh ban trén. thi méi
ky ma sé& ngéi gifta hai ngudi anh {chi) ta quen.

Bai todn 14.3. Trong mét dot thi dau béng ban ¢6 n (n 2 2) diu thu
tham gia. M&i d&u tha gip ting ddu thi khic dving mét 1an. Trong thi
d&u béng ban chi cé kha ning thing hosic thua. Chitng minh ring sau
dgt thi d4u c6 thé x&p tit ca cac ddu thi dimg thanh mét hang doc. dé
ngudi ditmg sau thing ngusi ditng ngay triude anh (chi) ta.

Bai toan cling duge gidi nhg tng dung két qua vé dudng Hamilton,
Trude hét xiy dung dd thi G, mé ta toan bé quan hé thing. thua giita
cac diu thu.

Dinh cla d6 thi G: Liy n di€m trén mit phing hodc trong } héng
gian. khéng c¢6 3 diéin nao thing hang va tuong ng véi cac dau thi
Dung ngay ky hidu cic dau tha, dé€ ghi trén cac diém tuong tng.
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Canh cua do thi G: D61 véi hai diém tuy ¥ x, v, tir dinh x sang y ké

mét cung khi va chi khi van déng vién x thang van déng vién y.

G 1A mot 46 thi ¢6 hudng, nén, theo dinh Iy 14.2, trong G c6 duong
Hamilton. Gia st B i mot trong nhing dusng Hamilton cua G. Khi dé
theo th tu ciia cac dinh xuat hién trong B ma sdp xép cac dau tha tuong
fing diing theo mot hang doe, thi van déng vién ding sau sé thing van
dong vién dding ngay trude anh (chi) ta.



CHUONG 15
DUONG DI NGAN NHAT

Cho d6 thi G = (X, U) va hai dinh a va b. Hai bai toan sau dude dit
ra mot cach ti nhién.

Bai todn 1. Tim duong di tit dinh @ tdi dinh & (hodc ngudce lai).
Baitodn 2. Tim dudng di tir dinh a t6i dinh & ¢6 d6 dai ngdn nhat.
Hién nhién riang, bai toan 2 bao ham bai toan 1.

M6t thi du udi tiéng vé tim dudng &i 12 mé 16: C6 mé 16 (hinh 15.1).-
Mot nguoi d @ tim cach ra khdi mé 1§ biing each di theo hanh lang. Didu
uay quy vé gidi bai toan 1 di vdi a5 thi tudng tng & hinh 15.2, trong dé
X la tap hop cac nga dudng va ye D(x), néu cé mit hanh lang ndi tiép
cac ngi dudng x va y.

Hinh 15.1
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Hinh 15.2

Trong trudng hop mé 1§, nhu & hinh 15.1, khéng ¢6 cau thang va
hoan toan trai trén mét mit phing nim ngang, thi dé thi tuong ing cia
né, hinh 15.2. ¢6 tinh chit dic biét: cac canh ciia ndé khéng bao gio cat
nhau (trit tai cic ddu mut cla chiing); néi cach khac d6 thi tudng {ing
v6i mé 16 1a mot d6 thi phing.

D&1 véi truong hop nay giai bai toan 1 kha d&, chi can di theo qui téc
sau:

Luén ludn di theo hanh lang 0 gén phia tay phdi minh nhdt khi gip
cac ngd duong.

Nhu vay, hién nhién ta sé ra khoi mé 16 ma khong phai di qua mét
canh nao qua hai lan.

1. THUATTOAN TiM PUONG D!

1.1. Thuét toan téng quat cta bai toan 1

Trude hét xét db thi dang cdy (hinh 15.3) ¢6 goc 1la ¢. Ta tim mét
dudng di tit @ &&n dinh b nio d6. Mgt phuong phap ddn gian nhu sau: ti
a d&i theo m6t nhanh nao d6 cang xa cang tt, néu chua gip dinh &, thi
quay 16n lai ngd dudng gan nhat, dé tiép tuc di theo hudng mdi chua
tham dé v.v.. cho t6i khi gip dinh 4. Dutng di cAn tim tit a dén b s8 gom
tdt ca cac canh ma trong qua trinh tim chi tham do dung mét lan.
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Hinh 15.3

Néu db thi G khéng phai 1a met cay. thi dua vé trusng hop trén
bang cach "cit rdi" mot <6 canh # nao dé ra khoi mét trong hai diu mut
cua né ). Canh u nay chua qua 1an nao. ma nay di theo n6. ta lai gap
ngd duong x da di qua (lam nhv vay thi nhing canh d3 di qua du 6 mét
lan sé Yap thanh cay).

Can hnu ¥ rang, thuat toan nav o thé ap dung cho ¢ bai toan mé
16. khéng phai chi d6i vdi ngudt da bidt so d6, ma con déi véi ca ngudi bi
lac trong mé 16. Dé ri khdr me 16 ngial lac chi ¢an bang mét cach nio dé
ghi dau hiéu tai cac ngd duong da gap va cac hanh lang da ¢ qua.

1.2. Thuft toan dya theo qui tic Tarry

Nguor di duong bi lac trong mé 16 ¢hi can di theo quy tic saw

Qui tac Tarry: khong bao gid di hat lan trén mét canh theo ciing miot
chiéu, néu anh ta ding tai x thi khéng bao gic chon cdch ma lin ddu
tién da dan anh ti nga duwtong x do, khi con ¢6 cdeh di khde.

Ta & chiing to rang. néu tén tai dudng di tr a dén b, thi ngudi di
thea qui tac Tarry. sém hay mudn anl ta sé téi dude dinh &:

1") Néu ngusi di duong ding lai vi khéng thé tuin theo qui tic nay
thi tat yéu dinh anh ta diing lai phai 1 a. déng thoi moi canh lién thuse
a déu di di qua ca hai chidu.

That vay. gia sit anh ta dang & x, (véi x #a) va gia sit trude kia anh
ta dd gua nga duong nay & lan, ciac canh lién thude x da di qua £+1 lan
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theo chiéu tdi x vi & 1an theo chidu roi khéi x. VAy ta con cé thé roi khoi
x theo mét canh chua di qua.

2"} Gia st (a, = a, a,, @y, ...) 12 diy cac ngd dudng khac nhau da gip.
Chiing duge danh sd theo thd tu di gip 1an dau tién. Khi d6 mdi canh
lién thuée a, (k=0, 1, ...) déu da di qua hai lan (an di va lan trd lai).

,Thz’jt vay, véi k=0 (theo 1”) khing dinh nay dung.

Gia sit ring khing dinh trén ding véi k <p-1. Ta sé& chiing t3 ring
n6 ding véi k=p. Goi (a, a,) 1a canh da dan nguai di duong tdi a, 1an dan
tién (vii<p nén canh ndy da di qua ci hai chifu. Vay theo qui tdc Tarry,
diéu nay chi c¢é thé xay ra khi moi canh lién thuéce véi @, déu da di qua
ca hai chiéu.

Vay khang dinh trén dude chitng minh.

3" Neéu toén tai mdt dudng & « = (a, x, %y ..., X,,, &) tif @ dén b. thi
sém hay mudn ngudi di duong xuat phat tit a cling gap nga dudng b.

That vay. theo 2. moi dinh ké véi mot dinh 43 di qua ciing 14 mot
dinh di di qua, ma dudng o 13 mét diy cac dinh ké nhau xuit phat tit a,

két thiic tai &, nén khi xuat phat tit @ thi ngudi di duong theo qui tic
Tarry sé dén duge b.

2. THUAT TOAN TiM BUONG DI NGAN NHAT
(Thuat toan cho bai toan 2)

Biang phudng phap lap. dan dan ta sé cho méi dinh x mét chi sd nao
d6 bing d6 dai dudng di ngdn nhat tit g téi x. Thuat toan gom hai bude:

Bi¢de 1: Ghi chi s8 & cac dinh bang qui nap theo 86 bude

1"y Danh dau dinh xuat phat e bing chisé 0.

2" (Gia sit sau & bude da danh dau mot s6 dinh cha d6 thi bing cac
chisé O, 1, 2, ..., k-1. Dang A(i) d€ ky hiéu tap dinh duge danh dau bing
ol sd ¢ (0 <§ < k-1). Sang budc k+1 ta xac dinh tap dinh Ark) gdm cac
dinh duge danh dau bang chi sé k:

k-1 ]
Ak <lxe X xe UA(L_J x chua duge danh s8) vay

1=I)
[ Ive Atk-1), xe D" {y) hodcx e D(y)J
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Qua trinh danh s8 sé dime lai khi dat téi dinh &.
Bude 2: Tim dudng ngin nhat.

Gia st b dude danh s bing m (beA(m)). Khi dé ta tim tit ca cac day
by, by, ..., b, c6 thé sao cho

b,cA(m-1}, beD"(b)) {6 eD(b,)
bycA(m-2), b, eD(b,) (6,eD{b,)}

b,.1€A(1), b, €D a) (b,,,€D(a))

Duong a = fa, b,,, b,y ..., by by, b] 12 mot trong nhitmg duong d&i
ngin nhat tite sang b, :

3. DUONG DI NGAN NHAT TREN DO TH| CO TRONG $6
3.1 D6 thi ¢6 trong sé

D6 thi G = (X, U) ma mdi canh uelU duge dat tuong ing véi mét s6
thye I(u) (trén u ghi 6 thue #(u) duge goi 1a mot d6 thi cé trong s6 &
canh va théng thudng goi 1a db thi cé trong sé.

Téng Y I(u) dude goi 12 trong s& clia d6 thi G, dng thai dude ky hiéu
we 7
bang I(G).
IG)= Y Itu)
wel!
Gia stt @ = (@) uy, wy ... u;, u,, .., u,, (b) 12 mot duong nao dé di tit a
dén b.

e

Téng > ;). dugde goi 14 trong s8 cia dudng «, ddng thsi duge ky hiéu
=1
bang i a

i=!

Dung Dfa, b) d€ ky higu tap gém tat c cac dudng di tir dinh @ dé&n
dinh b&.

122



Xét dai lugng:
Ita, b) = min{ {a) | @ e D(u, b)}

Bai todn 3. Cho d6 thi ¢6 trong s6 G = (X, E) va a, b 12 hai dinh tuy ¥
cia G. Hay tim dudng di ngin nhit (dudng c6 trong s6 bé nhit) di tit
dinh a d&n dinh &, titc tim dudng a=D{a, b}, ma l(a) = l(a, )?

3.2. Thuat toan cho bai toan 3 (Thuat toan Dijkstra)

(cho trudng hgp trong s8 khéng 4m)

Thuat toan gém hai bude:

Budc 1: Ghi va gidm chi s6'tai cde dinh dén cue tiéu.

- Ghi chi s6: Tai dinh a@=x, ghi chi s A, = 0 vi tai dinh x; i=0 ghi chi
s0 4; 1a 6 duong di 1én, tham chi ¢6 thé 16n hon trong s8 ciia 46 thi G.

- Giam chi s dén cue tidu: D& véi mdi dinh 4, G = 1, 2, ...) ta tim
moi canh (cung) (x, x) ma 4; -4 > I(x;, x). Sau do tal dinh x; thay chi s8 4;
bing chisd A= A + l(x, x) <4, Can luu y rdng 4°>0 néu j=0.

Ta tiép tuc qua trinh nay cho d&n khi khéng ¢én canh (cung) nao
cho phép giam bdt cac chi sé A nita.

Bude 2: Tim duong ngain nhdt.

Sau khi chi 88 cie tiéu tai tat cd cac dinh dd dudge thiét lap, ky hiéu
chi s§ cia b bang 4, va chi s& tai dinh x, bang A, G=1,2..)

Dé tim dudng di ngin nhat tit @ d&&n b, ta di theo chifu nguge lai.
Tai dinh & tim tat ca cac dinh x, .saocho: 4, -4, =i(x,.b)

Tal x, laitim tat ca cacdinh x, ma: 4, -4, = fx, x, )vv..

Day Ay,4, A, seeree glAM dan that sy, vi vay dén mot lic ndo d6 sé

tim duge x,  =a. Khi d6 4 13 d6 dai clia dudng ngdn nhat tir dinh a dén

dinly b va o= [a, Xy 2 X ey Xy Xp, ,b] la mét trong nhimg duong
ngin nhat tita dén b.
That vay, gld s S = [a, Xy 3%, peees Xy ,b] 1 mét dudng di nao dé tt e

dén &. Khi dé
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Ay, —~0<lla,xy )
Ay — Ay, SUy 3y )

..........................

A -0 5Up

Vi duong di o ta cé A, = I(@), nén a la mét trong nhitng dudng di
ngan nhat tir dinh a dén dinh b.

Vidu 15.1. Cho d6 thi c6 trong s6 nhu hinh vé. Hiy tim duong di
ngédn nhat ti dinh A, dén dinh A

Hinh 15.4

Hai duong di ngdn nhat tir A, dén A,
a =[A, A, A, Ay A, A Ay Ay Ay A vér Hay) = Uy = 20.
a,=[A, A, A, A, Ay A Ay AL AL A L]
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CHUONG 16
CAY VA BUI

Ta xét cac d6 thi dang dic biét: D6 thi vo hudng lién théng va khéng

¢6 chu trinh; do thi cé hudng lién thong manh va khéng ¢é vong.

1. DiNH NGHIA

Mot d6 thi vd hudng lién théng. khéng 6 chu trinh va ¢é it nhat hai
dinh dige goi 12 mdt cay (hinh 16.1). Khai niém quan trong nav la do
Cayley dé ra.

D4 thi hitu han ¢6 hudng G = (X, U) 13 mét bui gbe x, eX. néu né cé
it nhat hai dinh va thea min ba dieu kién sau:

1) Mdi dinh khac x, 13 diém cubi ciia mét cung duy nhat.
2) Binh x, khong 13 diém cudi ctia bat ky mét cung nio.

3) D6 thi G = (X, U) khéng c6 vong (hinh 16.2).

Hinhk 16.1 : Hinh 16.2
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2. DAC DIEM CUA CAY VA BYI
Dinh Iy 16.1

Gid sit H 13 mdt d thi vé hudng véi n dinh (n>1). D& dic trung cho
mét cdy thisau tinh chat sau déy 1a tuong duong:

(1} H lién thong va khong cé chu trinh;

(2) H khéng c6 chu trinh va cé n-1 canh:

(3) H lién théng va ¢é n-1 canh.

(4) H khéng c6 chu trinh vi néu thém mét canh ndi giita hai dinh
bat ki khéng ké nhau thi &6 thi nhan duse H' ¢6 mét chu trinh (va chi
mot ma théi);

(5) H lién thong va khi bt mdt canh bat ki thi d6 thi mat tih lién
thong.

(6) Moi céip dinh ctia H déu duge néi véi nhan biing modt xich va chi
mot ma thoi.

Chung minh:
Dmh Iy duge chitng minh theo phudng phap vong tron.

Ky hiéu s8 canh clia d6 thi H bing m. s6 thanh phan lién théng
bang p. :

(1) = (2): Theo tinh chat (1): p=1. WYH) = m-n+1. nén m=n-1.
(2) = (3} Theo rinh chat (2): m=n-1. WH)=0 nén
UWH) =m-n+p = n-1-n+p =0 = p=1.
Béi vay H lién théng va ¢6 n-1 canh,
{3) =(4): Theo tinh chat (3): p=1, m=n-1 nén
WH} = m-n+p = n-1-n+1 =0

tic la H khong ¢6 chu trinh; ngoai ra, néu thém vio mét canh néi giita
hai dinh khéng ké& nhau, thi d6 thj H’ nhan dudc sé ¢6 chu s8:

UWH)=m+1-n+l=n-1+1-n+1=1

nén dé thi H' ¢6 chu trinh va chi mét ma théi.
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(4) = (5): LAy hai dinh bat ky x, y ctia 40 thi H. Theo tinh chit 4:
néu thém vio canh (x, y) thi d6 thi mdi nhan duge H' ¢é chu trinh, didu
d6 chimg to giita x, ¥ di ¢6 xich néi véi nhau. tic H & lién thong.

Gi4 sit bdt di mét canh nao d6, chdng han (&, v) ma 46 thi nhin duge
van lién théng. Diéu nay chimg té trong 46 thi H gilta cac dinh u, v
ngoai canh (u, v) cdn moét xich nita ndi gitta chung, tic 1a trong H c6 it
nhit mét chu trinh di qua «, v. Ta di t6i mau thuan véi tinh chit 4: 48
thi H khong c6 chu trinh. Béi vay, néu bét di mét canh tiy ¥ thi d6 thi
nhan duge tir H sé khong lién thong.

(6) = (6). Gia st trong H tdn tai cip dinh nao d6. ching han x, y,
duge n8i vdi nhau bing tir hai xich trd 1én. Khi 46, néu ta bo di mét canh
nao dé thudc mét trong hai xich nay, thi xich con lai van bao ¢am cho x,
y lién théng. Nhu vay ta di di t6i mau thudn véi tinh chat 5. Do d6. moi
cép dinh ciia H déu dude néi véi nhau bang mét xich va chi mét ma théi.

(8) = (1). Gid st H khong lién théng. Khi d6 ¢6 it nhat mét cip dinh
khoéng ¢é xich néi vdi nhau, nén miu thuin véi tinh chat (6).

Gia st H ¢6 chu trinh. Khi d6 ¢é it nhat mét cip dinh nam trén chu
trinh nay duge néi vdi nhau bang it nhit hai xich. Nhu vay ta ciing di
dén mau thuan véi tinh chat (6). Bdi vay dd thi H ¢é tinh chat (1).

Dinh Iy dia duge chitng minh.
Binh iy 16.2

Mot cay cé 1t nhidt hai dinh treo
Chitng minh:

Gia st cdy H chi cé khéng qua mot dinh treo. Ta tudng tugng cé mét
khach bé hanh di theo dd thi dé, xudt phat tir mét dinh tuy ¥ (trong
truong hgp do thi khéng cé dinh treo) hay ti dinh treo (trong truong hop
d6 thi c6 1 dinh treo): Néu hanh khach ty cd&m minh khéng di qua mét
canh hai lan. khi d6 khong thé gap mét dinh hai 1an (do d6 thi H khéng
¢6 chu trinh). Mat khac. khi ti mot dinh ngudi dé luén ludn cé thé di ra
bang mét canh mdi (vi mdi dinh khac dinh xuit phat déu co it nhat hai
canh. Nhu vay khach b§ hanh sé di mai khéng bao gid ding lai. D6 1a
diéu khéng thé xay ra, vi dd thi H ¢ hitu han dinh. Vay d8 thi H khéng
thé c6 it hon hai dinh treo. Dinh 1y duge chimg minh.

127



Dinh iy 16.3
Mol bui khi be dinh hudng cac canh déu trd thanh ciy.

Chitng nunh:

Gia st bud H = (X, U) ¢6 gae 1a x, va db thi vé6 huéng G = (X, E)
nhan duge ti bui H sau khi bd dinly hudng cic cung.

D D6 thi G lién thong: Do diéu kién 1) méi dinh x = x, déu c6 dusng
b x, di tdi. that vay, gid sit x =x, va tit x, khéng ¢6 duong di t6i x.

Néu x 12 dinh biét lap, thi né khéng thé 1 dinh cusi clia mét cung
nao. con néu x khéng phai dinh biét lap. thi phdi ¢ dinh v 1a didm xuit
phat clla 6t dudng di tdi x. Nhung do tir x, khéng ¢ dudng di t6i x nén
y=xc,; ma 16 ciing khéng 1a diém cudi ciia bat ki cung nao. Nhu vay, ta da
di t4i miu thuan véi didu kién 1). Do d6 moi dink x=x, tit ¥, déu c6
duong di tdi né, nén trong G mei dinh x déu ¢ xich néi véi dinh x,. Bai
vay G lién théng.

2) D6 thi G khéng ¢6 chu trink. That vay, gid su G ¢ chu trinh. thi
trong H day cung tudng tng véi cac canh thudc chu trinh nay sé hoic
lap thanh mét vong hoic ¢ it nhat hai cung c6 chung diém cudi. Nt
vay ta di di téi mau thuan véi diéu kién 1) hoic diu kién 3). Nén dé thi
G khéng c6 chu trinh va lién théng. Do dé G 1a 1 cay. Dinh 1y duge
chiimg minh.

3. CAYBAO TRUM

Gia su G = (X, E} 1a d6 thi v hudng véi n dinh (n2).

M54i &6 thi bé phan cha d6 thi ma lién thong thi duge goi 1a cay bao
trium ctia G hay cdy bao triim ctia tap X.

Binh Iy 16.4

D4 thi vé hudng G = (X, E) v6i n (n22) dinh ¢é ciy bao trium khi va
chi khi né lién théng,

Chitng minh:
1) Diéu kién cdn:

Gia st d0 thi vo6 hudng G = (X, E} c¢6 ciy bao trum (H = (X.F)).
nhing G lai khéng lién théng, Khi dé 3 x, yeX khong co xich néi véi
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nhau. Bé thi H = (X,F) nhan duge tit & bing cach bd di mdt s8 canh, nén
trong d6 thi H cac dinh x, v ciing khéng thé c¢é xich néi véi nhau. Bai vay
dd thi H khéng lién théng. Ta da d&i t6i mau thuin véi tinh chat ciia cay.
Do d6 46 thi G lién théng.

2} Piéu kitn di

Neéu &6 thi G lién thong ta tim ti't cd cic canh, ma khi loai cac canh
ndy khoi G khéng 1am mat tinh lién théng ctua déb thi.

Néu tron 7 khéng c6 canh nhu viy. thi G khéng c6 chu trinh nén
né chinh 1a ciy bao triim.

Nguge lai, gid st a 1a mét canh nao d6 trong cic canh da ndi & trén.
Ta xo04 a khoi G va ky hidu db thi bé phan nhan dugde bang G,.

Dai véi G, va cac d6 thi nhan dugc tiép theo ta thuc hién xo0a canh
tuong tu nhu trén, cho téi khi nhan duge & thi bé phan H = (X.F) Lién
thong va tat c¢a cac canh khi x04 déu 1am mat tinh lién théng cia db thi,
nén dé thi b phan H = (X.F) 1a mét ciy bao trim cta 43 thi G. Dinh 1y
dugc chiing minh.

Chitng minh di€u kién da cting chinh 13 thuat toan tim ciy bao
trim cia a6 thi. '

4. CAY BAO TRUM TREN DO TH| CO TRONG 56

Trong phan niy ta chi xét nhing 46 thi vé hudng, ¢é trong s6 khong
am va véi n (n>2) dinh.

Gia st G = (X, U) 1a mot d6 thj ¢6 trong s8. Ding C(G) @€ k¥ hiéu
tap gdbm tat ca cac cdy bao trium ciia d8 thi G. Xac dinh dai lugng:

IG) =min { I(H) | HeC(G) }

Bai todn 1: Cho d6 thi lién thong v6 hudng ¢6 trong 6 G = (X, U).
Hay tim mét cdy bao triun bé nhit (cAy bao trim cé trong s6 bé nhat),
tic tim ciy bao trim H=(X, E) cia 46 thi G ma I(H) = I,(G)

o Thudt todn Kruskal cho bai todn 1

Dé tim cdy bao trium bé nhit cia 4 thi G ta giit lai lan lugt cac
canh bé nhit.
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Dau tién gitt lai moét trong nhitng canh c6 trong s bé nhat. Ky hidu
canh dugc gilt lai tai bude 1 1 v, vA tap canh duge giit lai budc nay la
V=le).

" Sang budc hai gitt lai mét trong nhitng canh ¢6 trong s6 bé nhat, ma
chua duge gift. Ky hiéu canh duge gitt lai tai bude nay 1a v, va tap canh
da duge gitt lai la: V, = VU feyd = {o . vl

Tat budc ba giit lai mét trong nhitng canh cé trong s& bé nhat trong
cac canh con lai. ma né khéng lap véi cac canh da giit thanh chu trinh.
Ky hiéu canh dugc giit lai tai budc nay bing v, va tap canh di duge giit
laila V., =V, Uiyt ={v, v 1)

Gia st sau k bude ta gift lai duge tap canh 1a: V, = {v,, vy, ..., vy, )

Sang budc k+1 ta gilt lai mét trong nhitng canh ¢d trong sé bé nhit
trong cac canh con lai, ma né khoéng lap véi cac canh thude V, thanh chu
trinh. Ky hiéu canh dugc gitt lai tai bude nay bing V,,, va tap canh dudc
gitt lai sau k+1 budc la Vi, = V, U iv, b = { vy, vy oo, Uy Up )

Tiép tuc qua trinh nay cho tdi khi khéng thé gidt thém duge mot
canh nao nita thi dumg lai, va ta duge tap canh V.

D6 thi bé phan H = (X, V) khong c6 chu trinh, nhung néu thém mét
canh bat ki trong cac canh con lai cia G d@8u xuit hién chu trinh. nén
theo tinh chat (4) @6 thi H 12 mét ¢y va nd la mét trong nhéng ciy bao
trum ciia db thi G.

- Mat khac theo tinh chédt (2) ciy H phdicéi=n-1 dinh.
Dinh ly 16.5

Néu d6 thi G = (X, U) lién théng va ¢ trong sé khac nhau timg d6i
mot. thi cdy bao trum H = (X\V,.) véi tap canh V, , duge xac dinh bing
thuat toan Kruskal 1a ciAy bao triim bé nhat va duy nhat (Bai toan 1 ¢é
181 giai duy nhat).

Chitng minh:

Gia sit H, = (X, V) 12 m§t cAy bao trism ¢6 trong s6 bé nhit tuy y cia
d6 thi G. Ta sé& chitng minh rdng V=V, .

1A — .
Néu VEV, | = Vi Voroos Vicl Vi Vi cees Vise Vb
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Khi d6. do /V/ = /V,,/ = n -1, nén trong V,, phai ¢ canh khéng
thuoe V. Gia st v, , canh ¢é chi s6 nhd nhat trong V., khéng thude V.
Theo tinh chat (4), thi phai c¢d mdt va chi mot chu trinh « trong tap V v
fv ). Néu a chi gom cac canh thuge -V, ,, thi khi dé V,, c6 chu trinh, nén
mau thuin véi tinh chat cta V,,. Vay « phai ch@a it nhat mdt canh
khong thudée V, ,. Gia sttu, e avau, ¢V, .

Dat W =(V v {v}) - fuy. D6 thi H, = (X,W) khéng chita chu trinh va

co n - T'eanh, nén, theo tinh chat 2, né 1a mét ciy.

Mat khac, do k 13 chi s6 nho nhat ma v, eV va u,€V, nén V. fuy/cV.
Do dé tap V., fu) khéng chita chu trinh, nhung canh u, lai khéng duge
gitt lai, ma v, duge chon. Béi vay: ffu,) > lfv,).

Cay H, = (X, W) nhan dugc tit cay H, = (X, V) bing cach déi u, thanh
v,. Bdi vay () < I(H,). Ta 43 di t6i mau thuan véi tinh chat trong s6 bé
nhat ctia H,. Do d6 V=V, , va ciy bao trum H = (X, V) c6 trong s6 bé
nhat va duy nhat.

D61 véi nhimg dé thi cé trong s8 khéng khac nhau tung 461 mot tu
dinh 1y 16.5 ¢6 hé qua saw:

11é qua 16.§

Néu d6 thi G = (X.I)) lién théng, thi cay bao tram H = (X, V,.)) véi tap
canh V,, dude xac dinh bing thuat toan Kruskal li ciy bao tram
bé nhat.

Gid st db thi G = (X, U) lién thong, nhhing cac trong sd khong khac
nhau tiing déi mét.Bang thuat toan Kruskal ta xac dinh duge tap.

Vn-l = Ifull Vg vy Un-l}

khéng chita chu trinh va 1a mét trong nhitng tap gém n-1 canh cia G ¢
tong trong s6 bé nhat. nén a6 thi H = (X. V,) 1a1 mét trong nhing cdy
bao traum ¢6 trong s8 bé nhat cua G.

That vay, ta ¢6 thé thu x&p moi canh ciia dd thi c¢é trong so khac
nhau bédng cach: D81 vai méi nhém canh c6 trong sd bang nhau tz "danh
56" dua theo th ty uvu tién khi xac dinh tap V., sau 46 thém cho méi
canh mét "trong sd phu"'; chéng han, nhém u;, uy, ..., &, c6 trong s bang
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nhau, tdc I(u;) = lu,y = ... = l(u,), ta thém "trong s phu g va déi
nhu sau:

uy) =1 (uy) = luy) + &
i(ux?) "-)l’ (ui'2) = l(ul?) + 2‘51'

Uuy =1 (uy) =lu,) + te, .

Trong dd thi méi véi cac trong s6 phu duge thu x&p dé cho trong s6
cac canh khac nhau ting ‘861 mét cé6 mét va chi mét cdy bao tram H = (X,
U.,.1) 6 trong s6 bé nhat. Vay H = (X, V) 1 cay baoe triun ¢ trong s8 bé
nhit cha d6 thi G.

o Thudt todn Prim cho bai todn 1 (Thudt todn lan tod).

D& tim cdy bao triun bé nhat cia 6 thi G = (X.E) ta xuit phat tu
mét dinh tuy ¥, chdng han A. Trong cac canh thudc dinh A ta giit lai mot
trong nhitng canh cé trong s6 bé nhat, ching han (4,B).

Trong cac canh cén lai hodc thude dinh A hoac thuge dinh B ta gid
lai mét trong nhitng canh ¢6 trong s bé nhat, chédng han (A,0).

Ti€p theo trong cac canh con lai hoic thufc A hoic thugc B hoic
thuéc C ta giit lai mét trong nhitng canh ¢é trong s6 bé nhat, nhung
khong lap v6i nhitng canh da giit thanh mét chu trinh.

Cit ti&p tuc qué trinh nay cho tdi khi s6 canh duge gitt lai it hon s§
dinh 12 1, thi, theo tinh chit 2, ta duge ciy bao trim va 1a ciy bao trum
¢G trong s6 bé nhat.

Chi y:

1) Déi véi Thuat toan Kruskal ciing nhu thuat toan Prim déu c6 thé
thyc hién theo kigu d6i ngAu: Loai dan cic canh c6 trong s6 1dn nhit cia
d6 thi, ma khéng lam mAt tinh chat lidn théng cho d&n khi khéng thé
loai canh duge nita. _

2). Cé thé ap dung Thuat toan Kruskal va thuat toan Prim d& tim
cdy bao triim c6 trong s6 lén nhit bing cach lan lugt giit lai canh c6
trong s8 16n nhét, ma no khéng 1ap véi cac canh da giit thanh chu trinh.

132



5. THUAT TOAN TiM HE CO $G CUA CAC CHU TRINH

Trude hét gia thist ring 46 thi G = (X.E) ¢6 m canh va lién thong
(trong truong hdp nguge lai, thi xét riéng tung thanh phan lién théng).

Pé tim hé co s ctha cac chu trinh thubce d6 thi G ta thyc hién theo
hai budc:

1). Trudc hét xay dung mdt ciy bao trim clia d6 thi G. (H=(X. V,..))

Gié sti trong qua trinh xay dung cdy bao trim H ta da loai bo cac
canh u,, Uy, ..., Uppe, tct; gV, (1S <m -1+ 1)

2) Xay dyng hé chu trinh cd so:

Thém vao cdy H canh bat ky u; (1 <i <m-n-1), tic 1a khdi phuyc lai
canh ; trong d6 thi G, thi trong 46 thi nhan duge tit H s& xuat hién mdot
va chi mét chu trinh «,. D4y cfing chinh 13 mét chu trinh trong dé thi G.

Bing cach khéi phuc 1an lugt ting canh w2, wy, ..., #,0,, (V61 lun ¥
ring, sau khi nhin duge chu trinh @ ta lai "xoa canh w; ( 1 < ¢ < m-
n+1)khdi dé thi G). ta dude cac chu trinh tucng ving '

Qy, Wy voey Ty paye (1)

Hé chu trinh (1) déc 14p bdi vi vé1 moi cdp chi sd 1<, j <m-n+1, thi
a; chlia i, khéng chda u; va nguge lai, o; chita u; va khéng chita u,.

Mat khac m-n+1 = o(G), nén hé (1) chita mdt s cuc dai cac chu
trinh déc lap, nén hé (1) 1a mét cg sd ciia cac chu trinh trong d6 thi G.
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CHUONG 17
DO THi PHANG

D& thi ¢hay da 46 thi) G 12 phing. néu ¢ thé vé noé lén mét mat
phing, sao cho cac dinh tuong ‘ng véi nhitmg diém khac nhau, cac canh
ta nhitmg dudng cong don gidn, va hai canh bat ky khéng ¢é diém chung.
trit hai dau miit. Do thi thoa man nhitng diéu kién nhu trén con goi la
dd thi tépd phing.

Cac d8 thi, ma c6 thé bién d6i cho trung nhau bing phép bién dang
co dan lién tuc trén mit phing thi khéng duoc coi 12 nhitng 44 thi phing
khae nhau.

Dai véi dé thi phing, tit xa xua da luu truyén mét bai toan ¢6 "Ba
nha, ba giéng"; Cé6 ba nha riéng va 3 cal giéng. Mi nha déu c6 quyén
ding mitée & ca 3 giéng va ¢ quyén 1am dudng ridng d€ di 14y nude §
timg gigng. Vay cé cach ndo dé giip ba nhd nay thiét k&, dé cac quing
duong clia ho hoan toan khéng cit nhau?

Hinh 17.1
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Thue t& cho thiy la khong thé duge! Tt 3 nha dén 3 giéng 6 9
dudng, song chi thiét k& duge 8 dudng khéng cit (trit cic dau mit). N&u
xay thém dudng thit 9 nhat dinh né s& phai cit it nhit mét trong cac
ducong da 6. Sau nay sé 1y giai thém vé& hién tugng nay.

1. DINH NGHIA

Gia st G 1A mét dé thi phing.

Dién hitu han cia 46 thi G 1a mét mién clla mit phdng dudge gidi
han béi cac canh ena G, sao cho hai diém bat ky clla mién nay ddu c6 thé
16t bang mot nét lien ma khéng gip mot dinh hodc mét canh nao & bén
trong.

Bién cua dién d 12 tap hdp gdm tat ca cac canh gidi han dién d.

Hai dién & va f ditge goi 1a ké nhau. néu bién ctia ching c¢é it nhat
mét canh chung. (Cae dién tiép xic véi nhau chi ¢ mot dinh. thi khéug
dude coi 1a ké nhau).

Hinh 17.2

Dién & va ¢ ké nhau 6 mét canh (A, A,); Dién a va b ké véi nhau &
hai canh:(A, Ay va (A, Ag). Dién a va dién ¢ khéng ké nhau.

Trong dé thi t6p6 bién cha dién d gdm mét hay nhidu chu trinh sd

cdp rdi nhau, cdc canh treo hoic cac canh "cau" (canh néi hai chu trinh
roi nhau).
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Ta goi chu trinh cta dién d la cac chu trinh s c4p chita moi canh
khac ena bién 6 bén trong né.

Phan mit phing con lai sau khi da loai bd tit ca cac dién hitu han
cna dd thi phing G, dugde goi 1a dién v6 han cta 48 thi G.

Nhu vay, méi @6 thi phing ¢6 mot dién v6 han. Dién vé6 han khéng
¢6 chu tuyén.

Vidu 17.1. Ban 46 dia 1y 12 mdt d8 thi phing khéng ¢6 canh "cau”. D4
thi nay c¢6 tinh chit dic biét: Bac ctia méi dinh déu khéng vugt qua 3.

2. MOT SO TiINH CHAT
Pinh by 17.1

56 mién hitu han trong d8 thi phing G luén ludn bing chu s8 cua
d6 thi G.

Ching minh:
Bang quy nap theo 38 cac mién hitu han (&) cfia d6 thi G.

1) Véi A = 1. D3 thi G ¢6 mét mién hitu han. nén cé6 mét chu trinh
don duy nhat. Béi vay chu s V(G) =1 = hA.

2). Gia st khdng dinh ddng véi moi d6 thi ¢6 khéng qua A =t dién
hitu han. Can chimg minh dinh 1y d6i vdi d6 thi phdng c6 2 =t + 1 dién
hitu han.

Gia stt db thi phing G ¢6 n dinh, m canh, p thanh phan lién théng
vi £ + 1 mién hitu han. Chon mét canh nio d6 trén bién cia mét mién
hitu han, ma né tiép xic vdi mién vé han. Bé canh nay. nhan dude 46
thi bé phian G c¢6 s6 mién hitu han bing ¢ Theo gia thiét quy nap
V(G')=t, nén

m-1l-n+p=t=>m-n+p=1t+1
Vay V(G) = . Dinh 1y duge chitng minh.
Hé quad 17.1
Néu mét db thi phdng lién thong ¢6 n dinh, m canh va f dién. thi

n-m+f=2 {(Codng thic Euler)
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That vay, s6 dién hitu han ciia dd thi G bing V(G). Ngoai ra mdi db
thi phdng c¢6 mst dién vé han duy nhat, nén

f'=\«’(G)+1=(m,\-n+ D+l=m-n+2
Boivay: n-m+f=2
Hé qud 17.2

Trong mét dé thi phing lién théng tuy ¥ luén ludn tdn tai it nhit
mdt dinh ¢6 bac khéng vudt qua 5.

Thiét vay. trong d6 thi phdng médi dién dude bao bing it nhat 3 canh.
Mait khac mdi canh cé thé ndm trén biéu clia t8i da hai dién. nén c6

quan hé

3f<Zmnén f< -2-:? (L

Néu trong d6 thi phdng ma tat ca cac dinh déu ¢6 bac khéng 1hd hon
6. Khi d6 mdi dinh ciia 46 thi phai 14 ddu mit ctia it nhat 6 canh, ma
méi canh lai ¢6 2 ddu miit, nén

6n <2m

Do d6: n< % 2)

Khi d6 theo (1). (2) va cong thitc Euler co

m
Z2=m-n+f £—-m+—=0.

3

Ta da di dén mau thudn. Vay 46 thj phdng phai ¢6 it nhat mot dinh
bic khéng vigt qua b.

Hé qud 17.3

Mbi ban 46 dia 1y ¢6 it nhat mdt dién, ma sé canh cua chu tuyén
khong vugt qua 5.

That vay, trong ban d6 dia 1y mbi dinh 13 dau mit ciia it nhat ba
canh. M#t khac mdi canh lai chi ¢é thé xuit hién & chu tuyén téi da 2
dién, nén ¢6: 3n < 2m.
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T do
n< s (3

Néu phai giad thiét ring mbi dién déu c6 chu tuyén gém it nhit 6
canh, thi s canh xuit hién trong cac dién khéng nho hon 6, Miat khac
moi canh lai chi ¢6 thé xuat hién tai khéng qua hai chu tuyén, nén
2m <6f. Tu do co

m
fﬁg (4}

Stt dung cac quan hé (1), (2) va céng thitc Euler c6:

2m m
2=n-m+fzs —-m+— =0,
3 3

Ta di téi mau thuan, nén d6 thi phing phai c6 it nhat mét dién vdi
chu tuyén cé khéng qua 5 canh.

3. UNG DUNG

Cong thite Euler phat biéu trong Hé qua 17.1 dung trong nhidu
trudng hop rat cé hidu quad,

Vi du 17.1 (Euler). Trong khong gian ba chidu mét da dién 18i co n
dinh, m canh va fdién ludn luén thod man hé thre:

n-m+f=2 ™

That vay. ta ¢ thé vé da dién 18n mot mét ciu, sao cho hai canh tuy
¥ khéng cat nhau tai cic diém khac v6i cac dadu miit. Sau d6 tién hanh
phép chidu néi véi tAm 8 gitta mot trong cac dién. thi ¢é6 thé bidu dién da
dién dd cho trén mit phéng. D& thi phing "bifu didn" da dién da
cho cling ¢6 m canh, n dinh va f dién. nén theo céng thic Euler cé
hé thic ().

Vidu 17.2. Vin dung céng thitec Euler, dé gidi quyét bai toan "3 nha 3
giéng". Col mdi nha, mdi giéng 13 mét dinh . dudng néi giita nha va
giéng 1a mét canh cha @6 thi (G). Khi dé c6 thé thist ké duge 9 dudng nbi
nha va giéng. sao cho khéng cé cap duong nao cit nhau ngoai dau mit
khi va chi khi G 1a mét &8 thi phdng.
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Gia st G 14 d6 thi phdng. ta co:
f=2-n+m=2-6+9=5,

Chu tuyén ctia mdi dién thuée G chita it nhat 4 canh (vi ndu mgt
dién ndo dé chi ¢ 3 canh, thi dién dé ¢6 3 dinh. méa hai trong 3 dinh dé
thudéc vé cung mot leal: nha hay giéng; nhung hai dinh cting loai lai
khéng thé ké nhau). Nhu vay sé vi tri ¢tia cac canh xuat hién trén tat ca
cac chu tuyén khéng thé it hon 44 Mit khac mdi canh lai khéng thé
xudt hién ¢ qua 2 chu tuyén, nén téng sd vi tri cac canh trén ti't ca cac
chu tuyén sé khéng vugt qua 2n. Bdi vay:

2x9=2m >4f= 20.
Ta da di t6i mau thuin. nén d6 thi G khéng phéng. Do dé bai toan 3
nha 3 giéng co6 101 giai phn dinh.
Vi du 17.3. Chiing minh ring d6 thi day di gém 5 dinh khiéng phai
12 d8 thi phéng.

Gia sit db thi ddy dd gébm 5 dinh G 1a d6 thi phdng. Khi d6 né thoa
man cong thite Euler:

f=2-n+m=2-5+10="1T.

Chu tuyén clia moi dién déu ¢ it nhit 3 canh, nén sd vi tri cac canh
tinh theo tat ca cac chu tuyén sé khéng it han 3f Mat khac méi canh lai
khéng thé xuat hién & qua 2 chu tuyén, nén sé vi tri clia cac canh tinh
theo tit ci cac chu tuyén s& khéng vugt qua 2m. Bdi vay c6 bat ddng
thic

2x10=2m 23f=3.7T=21

Ta da &i dén mAu thuan, nén db thi day du 5 dinh khéng phai 1a 46
thi phéng.
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CHUONG 18
CAC BAI TAP KEM THEO LI GIAI

1. CAC BAITOAN LIEN QUAN DEN BAC CUA BO TH|

Bai todan 1: C6 20 ddi béng thi ddu véi nhau, mbi d6 phai dau mét
tran voi tung d6i khac.

Chitng minh rang vao b4t ctt lic nao ciing c¢6 hai d6i da diu mét
s0 tran nhu nhau?

Giai :
Bai toan duge chuyén qua dé thi nhu sau:

Cho tudng tng mdi d6i béng véi 1 dinh cia dd thi. Khi hai d6i da
ddu vdi nhau thi ta néi hai dinh bing 1 canh. Bsi vay bic ctia mai dinh
bang s8 tran ma d6i tudng tng da thi dau. Dén ddy bai toan duge phat
biéu dusi dang & thi:

Cho mdt d8 thi gém 20 dinh. Chitng minh ring bao gid cling ¢6
hai dinh cung bac.

That vay, trong 20 dinh. khéng thé c6 déng thai mét dinh bac 0
(chdng han dinh A) va mét dinh bac 19 (ching han dinh B). N&u dinh B
¢6 bac 19 thi B 1a dau mut caa 19 canh ndi B véi 19 dinh con lai. trong
d6 ¢6 A, do d6 A 1a dinh c6 bac khac 0. Ngudce lai néu A c¢6 dinh bac 0 thi
bac etia B c6 nhiéu nhat 1a 18. C6 20 dinh, ma mdi dinh chi ¢6 thé c6 mét
trong 19 bac (tt 0 dén 18 hoiic tit 1 dén 19). Vi vay theo nguyén tic
Dirichet phai ¢6 it nhat hai d¢inh ciing bac.

T cach chimg minh trén ta thiy bat cit lic ndo ciing c6 hai d01 béng
trong s6 20 d6i ¢a dau duge mét s8 tran nhy nhau.
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Néu sit dung dinh 1¥: "Trong moi dé thi ¢c6 n dinh (n > 2), bao gig
ciing ¢6 it nhat hai dinh cing bac" thi roé rang sau khi bai toan chuyén
qua db thij sé dude giai hét sitc don gian.

Badi todn 2: C6 20 d41 bong thi d&u véi nhau, méi 461 phai d&u 1 tran
v6i titng d6i khac. Cé6 mét hic, ngudi ta nhin thiy c6 ding 2 d6i da dau
mdt s6 tran nhu nhau. Ching minh ring khi d6 hoic c6 dung mét déi
chuta thi ddu tran nao, hoac cé ding 1 @61 di thi dau véi tat ca cac ddi
khac.

Gidi:

Né&u ta chuyén bai toan vé d8 thi, thi bai toan phat biéu nhu sau:

Cho mét dé thi gdm 20 dinh. Chiing minh rang néu 6 thi 46 c6
dung 2 dinh cung bac, thi d6 thi c6 dung 1 dinh bic O hodc ¢6 dung 1
dinh bac 19.

Trude hét, néu dd thi ¢6 ding hai dinh cung bac thi bac dé khong
thé 1a 0 ma cfing khong thé 13 19.

That viy. néu dd thi cé ding hai dinh bac 0 (cac dinh khac ¢é bac
d6i mot khac nhau). thi loai bd hai dinh ¢ lap nay ta duge d6 thi mdi
() ¢6 18 dinh vdi bac d6i mét khac nhau, didu 46 trai vdi két qua trong
chimg minh bai 1. Con néu dd thi ¢é hai dinh cing bac 1a 19 thi db thi
b (G”) cha G ¢6 hal dinh cing bac 0 va cac dinh khac ¢6 bac dé1 mot
khac nhau, diéu nay khéng thé xay ra. nhu trén da Iy luan.

Nhu vay, 6 thi ¢6 diing hai dinh cung bac k, véi k #0va k = 19.

Suy ra dd thi c6 ding mét dinh bac 0 hogic mét dinh bac 19 (néu
khong thi d6 thi phai cé hai dinh nita ¢6 cing bac k' #%, 1 <k <18 trai
vii gia thiét).

Bai todn 3: Chitng minh: Trong n - giac 161 G, khéng ton tai tap U
chita hon n canh hay dudng chéo, sao cho 2 doan bat ky trong U déu c6
diém chung.

Gidi:

Gia sit trong G chon dude tap U gdm k canh hay dudng chéo,sao cho
hai doan bat ky trong ching déu ¢é diém chung. Can chiing minh £ <n.
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Coi méi dinh clia G 13 mét dinh dé thi. Hai dinh 13 ké nhau, néu
chung la dau mut ctia mét doan thuse U. Ta cling néi dinh x c6 bac i néu
x ké& véi i dinh khac. Ky hidu m,1a s& dinh baci(i=1, 2, ...

Tacon=my+m +my+..,nénm,+m, +... <n (1)

Xét dinh x bac i > 2 va D(x) gdm cac dinh x,, xs, ..., x. Khéng giam
tinh téng quat, c6 thé coi (x. xJ; (x, x;) 12 cac canh clia @6 thi tudng itng
vdi canh hay duong chéo ngoai cung ctia G trong i canh néi trén. Khi dé
dinh x; v 1 <j < i, ¢6 bac 1 (vi bat k¥ canh hay duong chéo (x, ¥} nao,
véi y khac x, déu khéng c6 diém chung véi mot trong hai canh (x,x,) hojic
(x. x, nghia la (x; y) khéng thuée U). Do vay mdi dinh bac i > 2 ké véi it
nhét i - 2 dinh bac 1, suy ra, m; dinh bac i (i = 8, 4, ..) ké véi khéng it
hon (@ - 2)m, dinh bac 1. Mit khac, néu x va v 1a hai dinh khae nhau, thi
khéng thé k& véi ciing mét dinh bac 1. nghia 13 cac dinh bac mét ké vii
cac dinh bac 7 @61 mét khac nhau. Ta ¢é bat ding thite sau:

m;=m,+2m, + 3m, + ... (2)

Méi canh gém hai dau mit, nén k canh thuée U c6 2k ddu mat, méi

dinh béc i ké vdi i dinh trong 24 dinh nay nén ta cé:
2k=m +2my+3m, + .. (3)
T (1), (2), (3) suy ra:

Zk=m,+2my+ 3mu+..=(m +my+ My +..) + fmy+2m,+ 3my + ...}
S(m+2my+2ma+ )+ m=2m +my+ my+..) <2n

Ta c6 £ <n. Dé la diéu phai chitng minh.

2. CACBAITOAN CO LIEN QUAN DEN TiINH LIEN THONG CUA DG TH]

Bai todn 4: M6t 16p hoc ¢6 40 hoc sinh v& nghi he. Biét ring mdi em
c6 dia chi cia it nhat 20 ban, v néu ban nay c¢b dja chi clia ban kia thi
ban kia cling ¢6 dia chi ctia ban nay. Chitng minh rdng bat ctt hai em
ndo trong 18p ciing c6 thé nhin tin cho nhau.

Gidi:
Ta cho tudng ng méi hioc sinh véi méi dinh ctia db thi, con hai hoc
sinh ¢6 trao d6i dia chi cho nhau thi hai dinh tuodng ung duge ndi bai mét

canh; méi em ¢é dia chi clia it nhat 20 ban nghia 13 mdi dinh c6 béc it
nhat bang 20. Khi d6 hai ban cé thé nhén tin cho nhau néu trén 46 thi
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ton tai mét duong di nol gita hai dinh tudong ng. Ta ky hiéu dé thi
trén la G

Theo Hé qua 4.1 @6 thi G lién théng, nén hai dinh tuy ¥ déu co
dudng n6i véi nhau. Béi vay hai ban bat ky trong 16p déu ¢6 thé nhan tin
cho nhau. ‘

Rai todn 5: Tai md1 dinh clia mét 46 thi lién théng ta viét mét s thic
sao cho s8 viét tai mdi dinh bang trung binh c¢dng clia cac s6 vidt tai mbi
dinh ké véi dinh nay. Chimg minh rang tat ca cac s& duge viét déu
bing nhau.

Giai:

Dé cho gon. ta k¥ hidu s6 ghi tai dinh x cling 13 x.

Gid st @ 1a s6 nho nhat trong cac s6 dude viét tai tit ca cac dinh va
b 1a sb viét tai dinh & bat ky. ta sé chitng minh a = &.

Vi d6 thi lién théng, nén tén tai dudng di (e, a,, gy ..., a). Néu a
duge ndi voi m dnh x, v, ..., z thi:

X+Y+..+z
q=XTYfT..v2

m

Songa Sx; v, ...;z, néna =x =y = ... = z. Diéu dé ciing c6 nghia 1a
a = ai.

Cho a, déng vai tré ctia a (diéu nay hoan todn ¢é thé dude via, = a
nén ciing 13 s6 nho nhat trong cic s6 da viét) thi a, = a, ..., cudi cung ta
cokétquald a=a,=a,=... = a; =b.

Bai todn 6: Chitng minh riang dbi véi &6 thi lién théng G tuy ¥ cé n
canh ludn ludn cé thé danh sé cac canh ctia G bing cac 6 1. 2, ..., n, sao
cho tai mdi dinh ma & @6 ¢ it nhat hai canh ctia d6 thi, thi USCLN cta
cac 88 nguyén viét trén cac canh thude dinh nay bang 1.

Giai:
Tt mét dinh x bat k¥, di doc theo cac canh phéan biét cia dé thi, ta
danh s& cac canh bang 1, 2, ... theo thit tu ta gip chung, cho t6i khi gép

lai canh da duge danh s& thi dimg lai (khong di theo canh nao lan tht
hai). Néu con canh chua duge danh s8, do G lién théng, nén trong cac
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canh nay phai c6 canh ma dinh thugc né da ndm trén dudng di vita danh
s6. Lai xuat phat tix dinh &6, 14y s6 vita ding lai, tiép tuc di doc theo cac
canh chua dinh s d€ danh sé tiép (theo cach da lam trén) cho dén khi
gap lai tinh huéng cti. Lip lai qua trinh nay cho d&n khi tit ca cac canh
déu duge danh s6.

Gia sit y 1a dinh néi véi k canh (& >2). Néu y trung x thi vy 1a dinh
dau canh ghi s8 1, nén bai toan da chiing minh xong.

Néu y khac x, gid sit ldn dAu tién gip y tai dinh cuéi cia canh danh
s6 r. Licnay c6 k - 1 (k - 1 > 1) canh chua duge danh s6 néi véi y. Do
vay, ti y ra theo mét trong cac canh con lai nay phai danh sé 7 + 1. Do
(r, r + 1) = 1, nén USCLN) clia cac s§ ghi trén cac canh y ciing bing 1.

3. CACBAITOAN CO LIEN QUAN BEN CHU TRINH

Bai todn 7: Cho mét tap hgp n > 3 diém trong mit phing. trong d6
khong ¢6 3 diém nao thing hang va mét s tu nhién £ (& < n). Chimg
minh:

a. Néu % S-g— , thi ti mdi diém clia tap hop 43 cho ¢6 thé vé cac doan

thing ndi vdi it nhat & diém khac sao cho trong dé khéng ¢6 3 doan nao
tao thanh mét tam giae.

b. Néu k > % va méi diém cla tap hop di cho dude néi bing nhimg

doan théng véi k diém khéc, thi trong cac doan thing d6 bao gis cling ¢b
3 canh ctia mét tam giac.

Gidi:

Xét k < %, chén trong tép X (chita n diém), mét tap con A gém [%]
diém, B = X/A chita [-’23 1 diém néu n chin va chita [g ]+ 1 &iém néu n 18.
Vi k nguyén nén k s[% J, do d6 A, B chita khéng it hon & diém, x4y dung

d5 thi 2 mang: mdi dinh thudc tap nay ké moi dinh thuse tap kia thi gia
thi€t phan a duge thyc hién, tuy nhién khéng ¢6 chu trinh tam giac nao
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(@5 thi 2 mang thi 2 sfc nén khéng c¢é chu trinh véi d6 dai 18). C6 thé
phat biéu téng quat hdn: khong c6 da giac 1é dinh.

2 n - ] 1 ~t v -2 - 4. 4
Xét k > 5 va mdi diém trong X duge ndi véi k diém khéac béi cac

doan thing. Gia st (x, ¥) 14 mét trong s6 cac doan thdng nay. Theo gia
thiét, x va y mdi diém dudc ndi vdi £ difm nén ngoai (x, y) ra mdi diém «
.y d8u dugc ndi véi & - 1 didm nifa, tong céng s6 doan thang cé it nhat
mit dAdu mit x hodc ¥ 1a 2k - 1. Nhung, s6 diém con lai (khac x, y) 1a

n-2 k> % n’n 2k -2 > n - 2. Suy ra trong 2k - 1 doan thing néi trén cé

hai doan thing tring diu mut z. Ta duge mét chu trinh tam giae (x, v, 2).
Téng quat cia bai toan

Cho tap X ¢6 » > 3 diém, trong ching khong ¢6 3 di€ém nao thude
mébt duong thing va cac s8 tu nhién p, k thod mén: 3 <p <n;k < n.

- k L Ty - P e
a. Neu —< (p - 2)/(p - 1), thi méi diém cua X cé thé duge nodi bing
n

cac doan thing dén it nha't & diém khac cta X, sao cho bat ky tap con Y
(chia p di€m) nao cla X, cing ¢6 2 diém khéng duge ndi bing doan
thang.

b. Néu L3 > ((p;?; va mbi diém cta X dude néi bdi cac doan thing
n (p-

véi k diém khéc ciia X, thi c6 mét tap con A chita p diém cia X, sao cho 2
di€m bat ky trong ching déu duge néi bing mét doan thing.

Bai todn 8: Trén méi 6 clia bang vudng n x n (n > 1) viét mdt chit cai.
Biét rdng tit cd cac dong cua bang déu khac nhau. Chimg minh ring
trong d6 cdé mét ¢ot, ma sau khi xoa né, bang con lai cling khéng cé dong
nao triang nhau (vé chit viét va thi ty viét),

Giai:

Né&u ton tai mot chi s6i (1 i < n) ma khéng cé hai déong nao chi
khac nhau & phan tit thit i, thi sau khi xo0a c6t ¢ di, hai dong nio ciing
khac nhau & mét vi trf nita va khi d6 bai toan 44 giai xong.

Xét truong hop: véimdii =1, 2, 3, ..., n bao gid cling tén tai it nhit
mdt cip dong chi khac nhau & phan ti thit ¢ duy nhit (1.
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Xay dung d6 thi nhu saw: mdi déng clia bang 14 mét dinh ctia dé thi,
uhu vay 46 thi c6 n dinh. Véi mdi chisd ¢ thé ¢6 nhisu cap dong cb tinh
chat (1), song ta chi chon mét cap dong c6 tinh chat nay 1am canh cua 48
thi, nhu vay, méi i cho ta mét dong, nén cé tit ca n déng. D4 thi nay cé
n > 2 dinh va ¢6 it nhit n canh, nén né cé it nhat mét chu trinh. Ta ky
hiéu chu trinh nay la (a, b, ¢, ..., e, fia) trongdéa, b, ¢, d, .., e fla cac
dinh ctia d6 thi (14 cic déng cita bang). Vdi cach xdy dung &6 thi trén ta
c6: @ k€ b tdc 1a hai dong a, b (va cling chi ¢6 hai dong nay, khac nhau &
phan tit thir 7). Cae cap dong khac ¢6 gia tri trung nhau & v1 tri thit 1,
nghia la: &, ¢; ¢, d; ...; e, 3 f a tai vi tri thi i tring nhau, suy ra b, a
trang nhau tai vi tri th ¢. Diéu nay hoan toan vé 17, vi hai déng a, b vira
khac nhau, vita triing nhau tai vi trf thit i. Tu day suy ra khing dinh
" cua bai toan duge chitng minh.

4. CAC BAI TOAN CO LIEEN QUAN DEN DUSNG VA CHU
TRINH HAMILTON

D6 thi ddu loai la dé thi c6 hudng, ma trong dé hai dinh bdt ky duge
nét vdi nhau bdi diing 1 cung. Tén goi dau loai xuft hién vi dé thi nhu

vay ¢6 thé biéu didn két qua thi d4u béng chuyén, béng ban hay b4t ky
tré choi ndo mé khong cho phép hoa.

Hiy sit dung 46 thj trén d€ gidi bai toan sau:

Bai todn 9: C6 5 d9i bong chuyen thi ddu véi nhau dé tranh giai cip
quéc gia. Biét rang hai dé1 chi dau vdi nhau ding mét tran va méi déi
phai ddu véi 4 di khac, déng thai khdng ¢6 tran hoa.

Ching t6 rdng cin ci vao k&t qua thi d&u cé thé xép ddi trudng cac
do1 ding theo mét hang doc dé d6i ding sau thing 161 ditng ngay trudc.

Gidi:

Ta cho tuong ng méi d¢i béng 12 mét dinh cia dé thi, hai d6i da
thi ddu v4i nhau ta ding mdt cung néi 2 dinh tuong itng; chidu caa
cung d6 la tir dinh tuong ung véi déi thing sang dinh tuong ng véi
461 thua. Nhu vay dé thij thiét 1ap duge 13 dé thi diy da c6 hudng véi
5 dinh. D& thi trong hinh 18.1 md t3 két qua thi ddu chta 5 d6i béng
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chuyén A, B, C, D, E nao d6. Theo dinh ly: "Dé thi ¢ay dn. ¢6 huéng
Iudén ludn cé6 duong Hamilton". Nén cin ci vio mét trong nhiing
dudng Hamilton ta c6 thé x&p d6i trudng cac ddi ding theo hang doc
nhu sau: A, E, C, D, B.

A
E A > B
D c

Hinh 18.%.

Bai todn 10: Hinh 18.2 cho so & nha & ciia 8 hoc sinh A, B, C, D, E,
G H K

Hay tim mot dusng di tit nha hoe sinh A qua nha méi hoc sinh khac
ding 1 1an dé cung d8n sin van déng S (khi A dén nha ban nao thi ban
d6 cing A dén sin van dong).

Giadi:

Trude hét ta thiy cic dinh A, E, C déu c6 dinh bic 2, bdi vay dudng
Hamilton xudt phat ti¢ A phai & qua canh BC, CD, DE, EG. Khi dé ta
xo04a di cac canh BD, DK, DH (danh dau x), déng thoi canh AG ciing duge

x04 (danh diu xx). 0 K

X

G
Hinh 18.2
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Tiép theo hoc sinh A di tiép ti G sang H rdi sang K va cudi cling tit
dinh K sang dinh S. Dusng Hamilton duge tao thanh. ABCDEGHKS mé
td toan bé hanh trinh cta hoc sinh xuat phat tir A va di tdi sin van déng
S, theo ding yéu cau clia bai todn dit ra.

8di todn 11: Mot nudc c¢6 10 thanh phd. Hay thist lap mét mang ciu
hang khéng (bing dd thi) sao cho:

1. Mbi thanh phé c6 cau hang khéng néi trye tidp voi diing 3 thanh
phé khac:

2. Tu mdi thanh phé co duong hang khéng di t6i mét thanh phé tuy

¥ khac va trong hanh trinh di téi dlch cd thé di qua timg thanh phé
ding mot lan.

Gidi:

Mang hang khéng can tim (hinh 18.3) 12 mét d thi gém 10 dinh,
bac cia méi dinh bing 3 va ¢6 chu trinh Hamilton.

Hinh 18.3
Bai todn 12: Ding phuong phap d6 thi d& thé hién viéc bé' trf lich thi
cho hoce sinh PTTH vdi 7 mén thi trong 7 ngay. Yéu ciu phai bé trf lich
thi sao cho hai mén thi cia ciing mét thiy giao khéng duge roi va hai
ngay lién ti€p nhau. Biét ring khéng c6 thay giao nio cing c¢6 nhidu hon
4 mén thi,

(Giai:
Ta xay dung d6 thi G (hinh 18.4), trong d6 cac dinh tudng tmg vdi
cac mén thi; méi eip dinh duge nai biang mét canh khi va chi khi chung

tudng Ung vé1l hai mén thi thudéc hai thay khac nhau. D& thj trong
hinh 18.4 mé ta trusng hgp: mét thay cé6 4 mén thi (tuong itng véi cac
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dinh A. B D, E), mjt thay cé 2 mén thi (tuong tng véi cac dinh F, G): con
thay thit ba ¢6 mét mén thi (tudng ng vdi dinh O).

Do mbéi thay gido ¢6 s6 mén thi khéng vugt qua 4, nén mdi dinh ké
vdi it nhat 3 dinh. Do d6 cac dinh ctia @6 thi G ¢é bac khéng nho hon 3.
nén téng bic ctia hai dinh bat ky khong nhd hon 6. Do dé. theo dinh Iy
14.1. &6 thi G c6 xich Hamilton (gém cac canh té dam).

Dua vao xich Hamilten nay ta lap dugc lich thi theo véu cau
bai toan.

B

Hinh 18.4
Bai todn 13: Vi tri nha & v dudng ndi gitta cac nha ciia 9 hoc sinh A,

B, C,E F, G, H K dudge md ta trén hinh 18.5. Chimg minh rang:

a. Ban A khong thé di dén nha ban K véi didu kién: Trén dudng di A
phai ghé qua nha timg ban khac ding 1 lan; '

b. Mdi ban déu cé thé qua tham timg ban khac ding mét 1an réi lai
trd vé dude nha minh.

Giai:

a). Thuyc chat bai toan yéu cAu chiing minh dd thi trén hinh H.18.5
khéng c6 xich Hamilton néi gitta dinh A va dinh K.

Thit vay. néu trong dd thi cé xich Hamilton (¢ néi giita dinh A va
dinh K, thi phai di qua tat c¢d ecac dinh eon lai. trong dé c6 cac dinh bac
bang 2: E, F, G. nghia 14 phai d&i qua cac canh AE, ED, DF, FK, CG, GH.
Cé hai kha ning xay ra:
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- Néu o khéng di qua dinh nao 2 lan, thi né khéng thé dong thoi di
qua dude 3 dinh E, F, G:

- Ngugdc lai, néu a di qua dude ca 3 dinh E, F, G thi né phai di qua
mét dinh nao d6 tir 2 1an trs lén.

Nhu vay da di t6i mau thuan, véi tinh chit ctia xich Hamilton nén
khong t6n tai xich Hamilton néi gifta dinh A va dinh X. Bai toan duge
chiing minh.

H

Hinh 18.5
b) D6 thi trong hinh18.5 ¢6 chu trinh Hamilton, chéng han,

B:AE D F K H G CBA

nén méi em déu xui't phat tit vi trf cia minh, di theo chu trinh f. thi sé
tham dude timg ban diing mot 1an réi lai trd vé duge nha minh.

Bdi todn 14: Trén ban cd ¢6 4x4 6 vudéng. Chimg minh con ma khéng
thé di qua t&t ca cac 6, mdi 6 ding mét 14n, réi trd vé 6 ban diu.

Giai

Al X1 X2 A2

Coi mbi 6 ciia ban ¢d 1a mét dinh cha
X8 | B1 | B2 | x3 d4 thi, hai 6 thyc hién duge mét bude di
cla con mi tuong tmg véi hai dinh ké caa
dd thi, ta can chitng minh rdng: D3 thi
A4 | X6 | X5 | A3 khéng ¢6 chu trinh Hamilton.

X7 B4 B3 x4

Trudc hét xét tit cd cac mia yéu td cb
thé c6 ciua d6 thi Cac dinh A1, A3 chi ké
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B2, B4, cac dinh A2, A4 chi ké véi B1, B3. Do vay bat ky nita yéu té nio
cliing phai chita hai chu trinh khéng giao nhau (Al, B2, A3, B4, Al); (A2,
B1, A4, B3, A2). Xem hai chu trinh khéng giao nay nhu cac &6 thi con bé
phin, thi ching 14 hai thanh phan lién théng ctia nita yéu t6; do dé nita
yéu t8 1a mét d6 thi khéng lién théng nén khéng cé chu trinh Hamilton
(theo khing dinh 4.3).

5. CAC BAITOAN LIEN QUAN DBEN DO TH] 16 MAU.

Bai todn 15: Ching minh ring trong khong gian c6 6 dudng thing.
trong d6 khong c6 3 dudng thing nio ddng qui tai mot diém, khéng cé 3
dudng thing nio ddng phang va khong c¢é 3 dudng thdng nao song song,
thi nhat dinh ¢6 3 dudng thing d61 mét chéo nhau.

Gidi:

Ta chuyén bai toan vé dang @b thi bang cach lay 6 diém khéng cé 3
diém nao thing hang va tudng tng véi 6 duong thing da cho. Mbi cap
di€m duge ndi bing mét doan thdng mau xanh khi va chi khi cac duong
thdng tudng ting véi chiing chéo nhau. Cac cip diém con lai duge ndi
bing mét doan thing to mau dd. Ta dude mdt dé thi (G) day da gém 6
dinh va cac canh duge td bing hai mau: xanh. dd, theo dinh 1y 7.5. d6 thi
G c6 tam giac cing mau. Theo diu kién ddu bai ba dudng thing bat ky
déu c¢6 hai dudng thing chéo nhau, nén tam giac tuy ¥ cé6 dinh 1a cac
diém d3 chon déu ¢é it nhit mét canh mau xanh nén tam giac cling mau
phai 13 tam giac mau xanh. Ba dudng thdng tudng {ing véi 3 dinh cha
tam giac xanh sé chéo nhau timg d61 méot.

Bing cach tuong tu ta ¢o thé giai cac bai toan sau:

Bai todn I6: Sau ddi béng tham gia mé6t dgt thi dau. Mdi d6i gip
timg ddi khac diing mét tran. Chitng minh rdng vao bit ci thoi diém
ndo cling ¢6 3 d¢i, ma hodc cac dd1 dd gip nhau timg dé1 mét hodc chua
thi ddu véi nhau tran nao.

Bai todn 17: Mudi bdy nha bac hoc. M6&i ngusi trao déi thd véi 16
ngudi khac. trong thu ho chi ban vé 3 dé tai, nhung bat cit hai nha khoa
hoc nao ciing chi ban véi nhau vé mét trong ba dé tai néi trén. Ching
minh ring c¢6 it nhat 3 nha khoa hoc da ban véi nhau cling mét dé tai.
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Bdi todn 18: Cho n diém trén mit phing sao cho khéng c¢6 ba diém
nio thing hang. Mét s& cip diém duge ndi bang cac doan thing t6 mau
xanh hodc dd, sao cho hai diém bt ky déu duge néi véi nhau bing mot
dudng gép khiic duy nhat gém cac doan thdng d3 dude t6 mau.

Chitg minh ring c¢é thé té nét cac doan thing con lai (cé hai dau tai
n diém 44 cho) bing mau xanh hodc dd, d& bat ky tam gidc nao (¢ cac
dinh tai n diém da cho) ciing ¢6 s8 canh t6 d6 12 1é.

Gidi:
Coi méi di€m @4 cho la 1 dinh, cén cae doan thing da néi gifta cac
cap diém 13 canh clia dé thi G. Theo diéu kién diu bai G lién théng giita

hai dinh dugc néi bing mét xich duy nhat va cac canh ctia d8 thi duge t6
bing hai mau.

Gia sit x, y la hai dinh khéng ké nhau. Ta b8 sung vao d8 thi G canh
1ot x véi y va t6 mau cho canh nay nhu sau:

Ky hiéu D(x, v} 1a xich duy nhit néi giita x va y. Khi dé:
- Canh (x, y) duge t6 mau xanh, néu D(x, y) c6 mét 5§ 18 canh xanh:
- Canh (x, ¥) duge t6 mau dé, néu D(x, y) c6 mét s8 chin canh xanh;

R& rang cach t6 mau nay phit hgp véi ¢a trudng hgp D(x. y) trung véi
(x, ¥). (canh (x, ¥} dd duge t6 mau ti trude).

Xét chu trinh tam giac bat ky (x, v, 2, x). Ta s& chi ra ring: c6 thé
chon thém mét dinh a, sao cho cac duong da t6 mau trude d6 D(x, a),
D(y, a), D(z, a) khéng c6 dinh chung nao khac dinh a (@ c6 thé tring véi
x, ¥, z, chdng han a tring véi x. Khi dé D(x, a) 1a mdt dinh. That vay. tir
z di theo xich D(z, x) cho d&n khi giip D(x, ») tai mét ¢inh. Dé chinh la
dinh @ m&u khéng gap cac dinh trén dudng di, thi sé gip & dan muit x).
~ Ky higu p, g, r 1a 56 canh t6 mau xanh cla cac xich D, a, v}, D(y, a, 2),
Dz, a, x). Theo cach chon mau, s& cic canh t6 mau xanh ctia chu trinh
(x. y, 2, ) diing bang s6 cac s6 18 clia b:f) bap, q, r. "

Do méi canh t6 xanh cia D(a, x), D(a, ¥), D(a, z) duge tinh hai lan,
nén p+g+r 1a mét s chin. Bai vay s8 cac s6 18 trong bé ba p, g, rlasé
chdn. Do d6 s8 canh xanh cia chu trinh tam giac (x, y, z, x} chdn. Tu d6
suy ra s canh dé ctia chu trinh nay phai 13.
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6. BAITOAN VE CAY

Bai todn 19: Cé bén d6i béng da A, B, C, D lot vao vong ban két trong
gidi cac d6i manh khu vue. Cé may du doan xép hang nhu sau;

a. D61 B vo dich, d9i D nhi.

b. D61 B nhi, déi C ba.

¢. P61 A nhi, 461 C tu.

Biét ring mdi dy doan trén ding vé mét doi. Hay cho bigt k&t qua
xép hang cna cac 46i.
Giai:
Ta k¥ hiéu: B,: D6i B nhit.
B,: Déi B nhi
D,: D6i D nhi
A2: D61 A nhi.
C3: D61 Cha
C4: Déi C bodn
D& bidt két qua x&p hang chia cac dbi ta vé cdy nhu sau:
- Hai "nhanh" d¢au tién tng véi du doan thit nhat.
- T+ mdi nhanh trén lai ré thanh hai nhanh {mg vdi da doan thit hai.

- Tiép tuc ré nhanh d6i vdi dut doan thit 3 theo cach trén ta cé6 1 ciy:

Hinh 18.6
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Ta chon mét dudng &i tir "gdc" O dén "ngon" trén dé cac canh khong
mang chii tring nhau. Vi mot d6i khéng thé x&p hai hang khac nhau) va
khong ¢6 chi s§ tring nhau. (Vi haij d6i khong thé duge x&p hang cling
mdt hang), déng thoi thit ty xéb hang cita cac dd1 thoa mian diéu kién
dau bai. Dudng t6 dam nét véi day ky hiéu B,, C,, A, D, cho ta x&p hang
can tim.

7. BAITOAN VE CAP GHEP

Bai todn 20: Mét doan du lich gbm 2n (n>1) ngusi. Méi ngusi guen
(t trudc) véi it nhat n ngudi trong doan. Chimg minh ring c6 thé sip
xép doan du lich ngdi trén mét doin tiu, sac cho méai ghé c6 ding hai
ngudi dd quen nhau (tir trude) ngot canh nhau. |

Gidi:

Coi méi du khach la mét dinh dd thi. Hai dinh ké nhau khi va chi
khi hai du khach tusng ttng quen nhau (tit trudc). Ta duge mot 46 thi vai
2n dinh va bac cia méi dinh khéng nhé hon n. Theo dinh ly 13.5, tén tai
cap ghép n dinh vao n dinh, nén theo cdp ghép nay, ma sip xép cac du
khach ngéi timg cip trén mdi ghd sé thod man y&u cAu: hai ngudi quen
nhau (tit trudc) ngoi canh nhau.

8. DO THI PHANG - DINH LV EULER

Bai todn 21: Da dién 161 ¢6 k (k25) mit, ma tir mdi dinh c6 dung 3
canh. Hai ngudi chai tro choi nhu sau: méi ngusi lan lugt t6 dd mét mat
trong cac mit con lai. Ngudi thing, 1a ngudi té duge 3 mit ¢6 chung mét
dinh. Chitng minh ring t3n tai cach choi ma ngusi duge t6 trudc ludn
luén thing.

Giai:

Theo nthan xét trén thi da dién 151 dugc coi 1a mét d6 thi phing. Gia
sd, tat ca cac dién déu cé bac 3. Khi dé: Do mdi canh thudc diing hai dién

nén m = %. Mt khéc, tit mbi dinh o6 ding 3 canh. nén mai dinh 1

chung cia 3 dién, déng thai mdi dién ¢6 diing 3 dinh nén s6 dinh bing s6
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dién hay n=k. St dung dinh 1¥ Euler: n-m+f = 2 hay k-%+ k = 2. Suy

ra k=4. Diéu nay trai véi gia thiét (k>5). Nhu vay cé it nhat mét dién bac
khéng nhd hon 4 (ki hiéu dién nay 1a D,). Khi d6 c6 thé chdi nhu sau:

Butée 1: Goi a 1a ngudi duge £6 trude, anh ta t6 dién D, Ta nhin thiy
ring: dién D, ké véi khong it hon 4 dién (vi dién bac 4); hai dién, ké vdi
D, cing qua mdt dinh ciia D, ciing ké nhau (vi tit mdi dinh chi ¢é ding 3
canh, trong d6 di c6 2 canh thudc dién D, nén canh con lai phai chung
cho 2 dién).

Bude 2: Sau khi ngudi thit hai t8, chéc chin con it nhat 3 dién ké véi
D,, dng thai k8 nhau lién tiép d6i mét. Khéng giam tong quat, gia st d6
14 D,, D,, D, k& véi hai dién con lai. Khi d6é A t6 D,.

Buée 3: Sau khi ngudi thit hai td, chic chin con lai mét trong hai
dién D, D, d6 12 dién ma A c4n phai t6 dé thing.

9. CAC BAITOAN CO TINH TONG HOP

Bai todn 22: Mét cd quan can tuyén 3 ngudi dé lap thanh mét nhém
c6 i néng lde bién dich cac tai lidu tix 6 thi tiéng Anh, Phap, Nga, Dic,
Trung Qudc va B Dao Nha sang tiéng Viét. C6 7 ngusi dén du tuyén,
trong d6 méi ngudi déu biét 2 va chi 2 trong 6 thi tiéng d6 va bit ctt
ngusi nao ciing cing biét nhifu nhat mét thit tiéng chung trong 6 thu
tiéng d6. Biét ring thit tiéng nao ciing ¢é it nhat hai ngudi biét. Hai c6
thé x4y ra trudng hop khéng thé tuyén chon duge nhu yéu cdu di néu
khong? Tai sao?

(Dé thi hoc sinh gidi todn 11 cua Ha Ngi, ndém hec 1987 - 1988).

Gidi:

Ta cho tuong ing méi ngoai ngit 1a mét dinh: A, P, N, D, T, B va mét
ngudi biét hai ngoai ngit biéu dién bing mét canh ndi hai dinh tudng
Ytng vdi hai ngoai ngit d6. Do mbi ngudi déu biét 2 ngoai ngit nén tng véi
7 ngudi, db thi ¢6 7 canh. Mit khac, vi bt cit ngudi nao cling bi&t nhiéu
nh&t mét thit tiéng chung, tic 13 khéng cé hai canh khac nhau cing néi
véi 1 eap dinh. Ngoii ra, thit tiéng nao ciing c6 {t nhat hai ngudi biét,
thanh thi méi dinh c6 bac it nhat 1a 2.
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Nhu vay, bai toan ¢ thé phat trién nhu sau:

Cho don db thico 6 dinh va 7 canh, bac cia méi dinh khéng nhé hon
2. Liéu c6 thé xdy ra trudng hop khéng ¢é 3 canh nio déi mét khong ké
nhau hay khéng? Tai sao?

Trudc hét, ta thay G lién théng vi G ¢6 6 dinh va bic clia méi dinh
22, néu khéng lién thong thi 6 dinh dé ¢4 lap thanh 2 tam giac rdi nhau
va (+ chi c6 6 canh suy ra G ¢6 chu trinh (néu khong thi G 1a 1 cdy va cd
canh treo, diéu nay trai véi gid thist). Mit klviic 7x2 = 14 = 6x2 +2, nén
G ¢6 hai dinh bac 3 (ho#c 1 dinh bac 4) va cac dinh con lai phat 13 bac 2.
Dén day ta xét cac trudng hgp sau:

L. Trudng hgp G ¢6 dinh A bac 4 (hinh a) véi 4 canh AB, AD, AN,
AP. Khi d6 dinh 7 khéng thé ké véi A ma ké hai dinh khac. P va N
chang han va hai dinh con lai 1a B va D phai k& nhau.

Dén diy ta c6 thé chon cac canh BD, NT, PA 1a khéng ké nhau.

2. Truang hgp G ¢6 hai dinh bac 3, gid st 1a A va P. Do G lién thong
nén cé it nhit mét dudng di tir A téi P. Ta tam bé duong di &6 (vin giit
cac dinh A va P). Cé thé x4y ra:

a) G khong con lién théng. Nhu vay ta con hai chu trinh cd ban (con
g01 ia sd cap) phan biét, méi chu trinh gém 3 canh. Ta chon canh AP va
hai canh khéng ké véi né la TB va ND (hinh b)

b} G van lién théng. Khi d6 ta con mot chu trinh so cdp (vi mbi dinh
déu c6 bac 2). Ta ¢6 3 dudng di tix A dén P (Mot duong da tam b, hai
dudng theo chu trinh), trong dé dudng ngén c6 d6 dai 1 (hinh ¢) hoic dé
dai 2 (hinh d: APT hoac ADB).

Trén hinh c trén chu trinh ¢ ban d6 dai 6 luén luén chon 3 canh ké
" nhau chfmg han AD, PT, BN.

Trén hinh d chi viéc chon mét canh thuse dudng di ngdn nhat tr A
dén P va hai canh khéong ké véi né trén chu trinh so cip con lai AD, TB,
NB hodc DP, AT, NB.

Vay trong moi trudng hop ta déu tim dude 3 canh d61 mét k& nhau.
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Bai todn 23: M6t t6 hoc sinh 1dp 10 chuyén toan c6 11 hoc sinh. Budi
hop dAu tién ciia t8 vao dip dAu ndm hoc, ban t8 trudng da phat hién ra
diéu thu vi rdng méi ban trong t6 da quen ding ba ban khac. Ngay lap
titc ban A ding 1én bac bo phat hién d6. Vay trong haJi ban, ai néi ding?
Vi sao? '

Giai:

Gia s ban t6 trudng néi ding. Khi d6 néu cho tudng itng mai dinh
cua d6 thila mét ban trong t6 va hai ban quen nhau sé c¢é 1 canh néi bdi
hai dinh tuong ing. D& thiy bac ciia cac dinh I3 nhu nhau va bing 3. Do
d6 s6 canh clia d6 thila 11x3/2. Phép chia nay ¢é thuong khéng nguyén,
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bdi vay phat hién clia t8 trudng vé sé ngusi quen cila méi ban trong t8 la
khéng diing, dan dén ban A néi ding.

Bai todn 24: Trong mdt héi thio ¢6 2n ngudi ngdi quanh mét ban
tron thao luan véi nhau. Sau gid gidi lao, ho lai ngéi vao theo mét trat tu
khac. Chitng minh ¢6 it nh4t hai ngusi ma s8 ngudi ngdi xen gidta ho
trude va sau gio nghi 1a nhu nhau.

Giai:

Coi méi ngudi 12 mét dinh 2r giac déu ndi tiép dudng tron tim O va
danh s6 cac dinh a,, a., ..., a,, theo chidu dudng (chiéu ngu(ic chidu quay
clia kim ddng hé). Dt tuong dng mdi didm a; véi vée to o; goc O, ngon

@ coi viée dinh «; di chuyén dén a; nhu phép quay véc to ai theo chidu
duong dén vi tri vectd ;;. Khi d6 ta ¢6 mot hé II gém 2n véc td, va sau
khi thay d6i vi tri, 2n véc to nhan duge ciing lai chinh 1a hé IT. K¥ hiéu
gbc quay cua véc to a; 1a a;, thie; nhan mét trong 2n gia tri: 0, a, 2¢, ...,
(2n-1)a; véi a=— (U
n -

Néu chitng minh duge ton tai hai chi s6 i=f sao cho «, = a; thi bai

toan dudgc giai quyét.

Xem méi dinh da gide déu 13 mot dinh 48 thi, vide di chuyén a, dén
a; theo chiéu duong coi 13 xac dinh mét canh (c6 hudng) tit a; dén a,. Khi
d6 ta duge mét do thi cé huéng, mdi dinh déu c6 ding mét canh dén va
mot canh di, nghia 1a nita bac trong va mia bac ngoai ciia tat ca cac dinh
thugc d6 thi déu bing 1. Didu nay ching td 46 thi 12 mét yéu t8 va gém
cac chu trinh khéng giao nhau.

Tt két qua nay. ta suy ra, cic vec td cia hé 11 duge phan thanh mot
s6 nhém sao cho tdng s8 do céc géc quay trong mbi nhém 1a 2kz Do d6
téng tat ca cic gbc quay cha cac vectd 1a 2k (2)

Gia st «; # oy (Vi =), khi d6 2n goc nhan &t 2n gia tri trong (1),
nén tong tit ca cac géc quay bing:

1+2+..+@n-D) 2 =@nvyr (3)
n

Ta nhan thdy (3) miu thuin véi (2), bai toan dugde giai quyét.
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