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LOI NOI PAU

Khi xem xét vé nhimg véin dé k¥ thuat, khdng chi riéng trong k§ thuit
Pién tir Vidn thong ma tit ca cdc nganh k¥ thut néi chung, chung ta ludn bi
rang budc b cac hién togng vat 1y, Ban chét vat 1y budc cic nha khoa hoc,
cac k¥ su phai thue hién trong nhitng khung gidi han ctia déi tuong vét ly
cin miéu ta. Tuy thude vao cac hién tuong vét 1y khac nhau ciia moi chuyén
nganh k¥ thudt phai xem xét ma ching ta sir dung nhitng ¢dng cu toan hoc
cho phit hop nhim mé ta hién tuong, wdc lugng va tdi wu hoa chiing trén
nghia k¥ thust. Cac md hinh va cdc gia thiét todn hoc trong hdu hét cdc
trudng hop déu tim cach tiép cin mot cach gin ding nhit véi ban chit vat ly
ctia hién tugng va don gian hod cac vin d& ky thuat trong cac didu kién nhét
dinh.

Voi muc dich trang bi cho sinh vién k¥ thuat nganh Dién tir Vién thong
cac kién thire co ban vé toan 4p dung trong k¥ thudt, Khoa Bién tir Vién
thong T:uong Pai hoc Bach khoa Ha Nai da xiy dung va d& xuit chuong
trinh khung moén Todn k¥ thuit. Khi bién soan cudn sach nady, téc gia da
tham khao va cép nhdt nhimg kién thirc méi nhét duoc xuét ban trong vai
nam gin ddy trén thé gidi, dong thoi dua trén tidu chi nhdn manh vao céc
¢dng cu todn hoc durge su dung nhiéu nhét trong céc nganh k¥ thuat, dic biét
la trong nganh Pién tir vi_é'n théng. N§i dung cudn sach bao gdm ba chirong,
di vao cac vén dé sau:

»  Chuong 1: Nhic lai v& dai sé tuyén tinh, khong gian vector; cac lap

ludn va cac ¢ong thire chi yéu dua trén khéng gian vector s6 phuc; lam

r5 ¥ nghia clia cac van dé trong dai sb tuyén tinh.

" Chuong 2. Dé cép dén cac phép bién dbi gitra cac khong gian ham sb

va khéng gian diy sb; cac phép bién dbi bao gdm bién ddi Laplace, bién

dbi %, va bién dbi Fourier cho ca khong gian ham sb va khong gian day
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" Chuong 3: H¢ thong lai ly thuyét xdc sudt; gidi thidu v& qud trinh

nghu nhién va cdc dic tinh cua chung.

Nhitng ndi dung trén duoc ding 1am mén hoc co s& cho cac mén hoc
chuyén nganh Bién tir vién thong ddng thdi ¢é thé sir dung 1am tai liéu tham
khéo cho cac nganh k¥ thuat khac. Tac gia cho rang ndm viing cac kién thirc
toan hoc trong cudn sich nay ciling s& rét hitu ich cho céc sinh vién muén
hoc cao 1én sau dai hoc.

Nhém tac gia xin chan thanh cam on cdc ddng nghiép trong Bo modn
Mach va Xir Iy tin hiéu, dac biét 1a Truomg bd mdn, Tién sy Pham Van
Binh, di gop ¥ kién quy bau, ddng vién va khich [é trong qua trinh hoan
thién cudn sach nay,

Nhém tac gid
Té Bd Dirc (Chi bién)
Dao Lé Thu Thdo
Nguyén Hitu Phit
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Chwong 1
PAI SO TUYEN TINH

1.1. KHONG GIAN VECTOR

1.1.1. Khai niém vé khéng gian vector

Mot khong gian vector (vector space) V trén mét truomg vo hudng (scalar
field) F 12 mdt tap khong rong cé chira cac phan tr, duoc goi 1a céc vector,
véi 2 ludt: cdng vector va nhén vé hudng.

Luit cdéng vector phdi thod man cic tién dé saw:;

1. Vé&imoi X va § thudc khdng gian vector V, tdn tai duy nhét mot
vector tdng Ze V saocho Z=X+¥

2. Luft cdng vector c6 tinh két hop: (R +7)+7=%+(¥+2)

3. Tén tai duy nhét mét vector khong cé tinh chét sau: 0+%X=% véi
moi XeV

=l

4. Véimoi X eV, ton tai vector -% e V, sao cho i+(—i)=
5. Luét cdng vector ¢6 tinh giao hodn: X+y=y+X
Lugt nhin vo huréng phai thod min cdc tién dé sau:
6. V&i moi gia tr1 vo huéng ae F, va vector xe 'V, ton tai duy nhét
mdt vector ax e V
7. Luét nhan vd hudng 6 tinh két hop: a(b®)=(ab)k véi moi X eV
va a,beF
8. Ludt nhin vd hudng c6 tinh phan phéi dbi véi phép cong v6 hudng:
{a+b)X = aX + b%
9. Luat nhan vd hudng c¢é tinh phin phéi ddi véi phép cong vector:
a(X +7)=a% +ay
10. Tdn tai duy nhat mdt phan tir don vi (unit element) 1€ F ¢6 tinh
chitsau: 1Ix =% véimei X eV
F 12 cAu triic dai sb trudmg. Diéu do c6 nghia: F 12 mdt nhom Abel dudi lut
¢dng; F 12 mot nhém Abel dudi ludt nhan; va ludt nhén trén F co tinh chét



phén ph01 dbi vai Tudt cong trén F. Mét s6 vi du vé truémg vo hudng [a: thp
cdc s0 hitu ty Q, tdp cdc s6 thye R, tép cdc sb phire C, va trudng Galois.

Vi dyu: Tap hop cic tam thic béc hai ax”’ +bx+c, v6i a, b, va ¢ 14 cde hé
s, tao thanh mét khong gian vector. T4p hop cac tam thitc béc hai nay hoan
toan thoa man cac tién dé duwoc liét ké o trén.

1.1.2. Phy thuéc tuyén tinh va ddc I3p tuyén tinh

Cho mét tap cac vector X\, X5, ..., X, thudc mot khong gian vector V
trén mot truong F. Tép cac vector xl, Xy, ..., X, nay 13 phu thudc
tuyén tinh (linear dependent) néu tdn tai mot tap cédc gia tri vd hudng

a,, a,, ..., a,, ma it nhit trong ching c6 mot gid tri khdc khong, dé

a X, +a,x, +..+a, X, =0.

Néu tip céc vector Xi, Xy, -.., X, khOng phai 1a phu thudc tuyén tinh
thi ching duge got 1a doc 14p tuyén tinh (linear independent). Noi mot
cach khdc, tdp cac vector X, X,, ..., X, 1a déc ldp tuyén tinh tuong

duong voi ménh d¢ sau: a X, +2,%X,+..+a X =0 néu va chi néu
a =a,=..=a =0.

1.1.3. Bao tuyén tinh va co s& clia mét khéng gian vector

Cho A 1a m{t tép con cia V. Tap hop mdi dugce hinh thanh béi tat ci cac th
hop tuyén tinh cta cac vector nam trong A duoc goi 13 bao tuyén tinh hay
span cua A va duge ky hiéu 1 span(A).

Mbt sb cac tinh chit caa span:
"  Acspan(A)
* Néu AcB thi span{A) c span(B)
« Néu tén tai mdt tdp hitu han n cdc vector doc lap tuyén tinh X,

X5, ..., X, €O span cia nd b‘z"mg V thi moi tip cac vector doc lap
tuyén tinh 14y ra tir V ¢6 ti dan phin tir

Néu nhur mot tap cac vector ddc lap tuyén tinh (khéng nhét thiét phai ¢6 hiru
han cac phén tir) c6 span cia né béng V thi tdp cdc vector noi trén duge goi
12 cor 50 (basis) cta V.,
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Mot 86 cac tinh chat cua co s

. Neu khong gian vector V ¢0 mdt co s¢ gom hiru han n phan tir thi
tit ca cac co s¢ khac cua V cung ¢6 n phan tir. S& nguyén n duogc
goi 14 sé chiéu cta khéng gian vector V. Ky hidu n = dim(V).
Trudmg hep khéng gian vector ¢é6 mét co s& ¢o vd han céc phan tir
thi khong gian do dugc goi fa khéng gian v6 han chidu. Khong

gian c6 s6 chiéu nho nhét 14 khéng gian c¢6 chia duy nhét 6.

= Néun khdng gian vector V ¢6 s6 chidu 1a n, con dugc goi 1a khong
gian n chiéu, thi moi tip hop con clia V ¢6 chira nhi€u hom hoac
bang n + 1 phén tir bat budc phai 14 phu thude tuyén tinh.

» Néu khéng gian vector V ¢6 hfru han chidu thi bt ky mot t6 hop
tuyén tinh ndo thujc V déu c6 thé mé réng dugc thanh co so cua
khéng gian vector V.

Vi du: Tap hop céc tam thirc bac hai ax’ + bx +¢ hinh thanh mot khong
gian vector. Co s& ctia no ¢é thé duoc lua chon nhu sau nhu sau:

I. {l,x,xz}

2. hozc l,x~1,x(x - 1)}

1.1.4. Biéu dién vector

Cho mdt khéng gian vector V ¢cé co s ctano la a,, d,, ..., G, . X la mdt
vector thudc V. Céach biéu dién nhur sau 14 duy nhat:

X1 X1
= X
X = Zxa =foy tay 1o ta, ]| *2 (1.1.1)
' i=1
Xﬂ xl’l
Céc gia tri x,, X,, ..., x, duge goi 1a céc toa d9 (coordinates) ctia X. Biéu

dién [x, | x, |..|xH]r duge goi 14 toa dd cha vector (coordinate vector). Toa

d6 cia vector duoc ding dé biéu dién thay cho mét vector mét khi da xac
dinh theo mdt co s& cho trude.

Hoan toan c6 thé viét % =[x, |x,].|x, ] , khi @6 x, véi k = 1,2,..,n duoc
goi 14 céc thanh phéan (components) ctia vector X.

11



1.1.5. Khéng gian con

Téap hop céc vector W 1a mot tdp con ctia khéng gian vector V va ban thin
W la mét khong gian vector thi khi d6 W duge goi 1a khéng gian con cia V.
Luu y rang W phéi 1a mot khong gian vector trén clung trudng vé hudéng F
gibng nhu khéng gian vector V.

Vidu:

* Tép cdc vector tyr do ¢ chung gde trén mgt mit phing (2
chidu), dugc ky hiéu la Ry, 12 mét khong gian vector con cia
tap cac vector tu do ¢é chung gde trén khong gian 3 chiduy,
dugc ky hiéu 1a R;.

* Tép céc nhj thic bic nhét 14 khong gian vector con cia tap
cac tam thirc bac hai.

Giao ciia cac khéng gian con

Cho W, va W, 1a céc khéng gian con ctia V. Giao cua W, va W, duoe dinh
nghia la: W, nW,={ReV:XeW, va %eW,}. O day d& dang thiy
m{t tinh chit quan trong la giao cua mdt sb lugng bit ky cac khéng gian
vector con cling 1a mdt khong gian vector con.

Cho X 1a mét tdp con cta V, X khéng nhit thiét phai 1a mot khong gian
vector con. Luén tdn tai mot tdp cac khong gian vector con W. cV va
chung ciing chira X. Giao clia tat ed cic khong gian con ¢6 chira X, duoc ky
hiéu la ()W, , la khéng gian con nho nhét c6 chira X. Tir d6 din dén két

XeW,
ludn:
(W, = span(X) (1.1.2)
XeW,
Khéng gian téng
Cho Wl va Wy la cac khdng gian con ciua V. Dinh nghia W, + W, A tdp

hop tat ca cac vector X, +X, voi X, e W, va X, € W, . Lai cling dé ding

thay la W, +W, cling dong thoi 1& mot khéng glan con ciia V (dya trén viéc
kiém chimg tién dé 1 va tién dé 6 cta khoéng gian vector cho tdp W, + W3).
0 diy c6 tinh chit la W, + W, = span( W, U W, }  voi
W, UW,={XeV:XeW, hoic ZeW,}. Hay néi mot cich khic Wy +

12



W, la khéng gian vector con nhd nhét ¢6 chira ca W, va Wa. Néi chung
W, U W, khéng phai 14 mét khong gian con.

Co s& ciia khong gian con

Moi co s& clia mdt khdng gian con ctia khong gian vector V déu ¢o thé mo
rong dé tr& thanh co sd cta V bang cach bo sung thém mét tdp hop céc
vector ddc 1ap tuyén tinh.

Hai khong gian con bing nhau

Hai khéng gian con Wy va W, la bing nhau néu 1 trong 3 ménh dé sau day
thoa man:

" W, cW, va W, c W,

»  (Ca hai khong gian W, va W, déu duoc sinh béi cliing mét co s&
¢ sO chiéu hiru han

» (a hai khong gian Wy va W ¢d cung s chiéu, gia tri s6 chiéu
nay la hiru han, va W, c W,

Pinh Iy vé s chiéu ciia khéng gian tong
Cho W, va W, la cdc khdng gian con ctia V thi:

dim{W, + W, } = dim{W, } + dim{W, } - dim{W, ~ W,} (1.1.3)
Trong truémg hop dac biét, néu W, "W, chi c¢6 chira duy nhit vector 0 thi

khong gian tdng dugc goi 14 tdng truc tiép (direct sum) va duge ky hidu la
W, ® W, . Khi d6 luon co:

dim{W, ® W, } = dim{W, } + dim{W, } (1.1.3a)
Néunhu X e W, ®W, ®...® W, thi chi c6 mbt cach duy nhét dé phan tich
nhir sau: X = i)’(i voi X, € W,.
1=l
Néu W, 1a mét khong gian con cua V'thi Judn tdn tai khér}g gian con W, dé
W, ® W, =V, tuy nhién W3 chua chic da phai la duy nhét.
Tinh tién ctia khong gian con

Cho W la mét khong gian con ctia V, va cho X, € V nhung X, ¢ W. Tép
hop

13



FeV:iy=%+%,,%c W}
duge goi Ia tinh tién cua khong gian W. Két qua cta phép tinh tién néi
chung khéng phai 14 mét khdng gian vector.

1.2. TiCH VO HUONG

1.2.1. Dinh nghia tich vé huéng

Cho V 1a mt khéng gian vector trén truéng vé huéng F, 1a trudng sb
thue R hodc truong so6 phite C. Tich vé hudng cia 2 vector % va y,

con duge got 14 tich trong (inner product), ky higu la (5'(,5/), 14 mdt anh xa

{ )1 VxV > F sao cho cac tién dé sau ddy duoc thoa man:

I. (&%) lamdt s6 thuc khong 4m hay (%,%)20, va (%,%)=0 khi va

chi khi =0
2. (&9)=(3%)
3. (aR+b7,Z)=a(X,Z)+b(7,2)

Khéng gian hitu han n chiéu ¢6 tich vo hudng duge goi 1a khong gian Euclid
(Euchidean space).

Mt s6 dinh nghia tich v hwéng dién hinh;
l. Khéng gian R" trén R c¢6 tich v4 huéng dinh nghia nhu sau:

(Z9)=x"y=y"x=2 xy, (1.2.1a)
=1
x" 12 chuyén vi (transpose) cia x

2. Khéng gian C" trén C ¢4 tich v6 huéng dinh nghia nhu sau:

(®7)=x"y =y"x=Yxy, (12.1b)
i=1

14



y" 14 467 ximg hermitian ctia y, y* y,z

3. Xét khong gian vector 12 tip cic ham sé phire xac dinh trén khoang
dong [a,b], tich v hudng duge dinh nghia nhu sau:

b

(f.g)= [f(t)g" (thdt (1.2.1¢)

Hai vector X va § trong mdt khéng gian vector ¢6 tich vd hudng dwoe goi
1a truee giao (orthogonal) néu (3&, S'/) =0. Mot co s& clia mét khéng gian
vector c¢é cdc phén tir trwe giao timg d61 mot duoc goi 12 co sé triee giao.
1.2.2. Phan b trwre giao cua mét khéng gian con

Cho W 12 mét khong gian con ctia V. Phén bi true giao cia W duoge ky hiéu
12 W* dugc dinh nghia nhur sau: !

Wh=ReV (%7)=0v e W| (122)
Luuy rt quan trong trong dinh nghia trén 1a néu ¥ € W' thi % tryc giao
vGi tat ca céc phan tir cia khong gian con W.
Mot sb nhin xét vé phé“m bu trire giao:
» W ciing 14 mét khong gian vector. Diéu nay duge kiém chimg
bing cach chi ra ring tdng cia 2 vector thude W' va tich ctia mét

vector thude W' véi mét gia tri vo hudmg thude F eling trre giao voi
tat ca cac vector thudc W,

= Giao cia W va W' chira duy nhit 0. Pidu nay d& dang chimg
minh tir ngay tién dé dau tién dung dé dinh nghia cho phép toan tich
v6 hudng.

«  Tap co s& cia W v co sd cia W hop thanh co s& cua khéng
gian vector V.,

Tir d6 din dén két luén ring V= W@ W+,

15



1.3. NORM CUA VECTOR

Norm clia mdt vector (vector norm) 1a mét anh xa || |: V= R thoa mén

céc tién dé saw:
I [[%]2 0 véi moi X e V va |&] =0 khi va chi khi =0
2. Thoa man bat ding thirc tam gide: [% + 3| <[} + |7
3. JJoux| = |o%} v&imoi eV va aeF

Pai luong norm clia mot vector duge ding dé xac dinh chidu dai cua mot
vector.

M¢ét lop cac norm hay dugc sir dung, goi 13 p-norms duge dinh nghia la:

1
")/", p=1 (1.3.1)

Trong l&p p-norms nay,céc norm hay dugce str dung nhét d6 1a:

K], = (e o+

XI'I

I, =[s0[+ [xo] + o+ ]x, (13.1a)

IR, =yl + o+ [, (1.3.1b)

X|| = max[x,| (infinity norm) (1.3.1¢)
b lsign

2-norm dugce goi 1a Euclidean norm va néu nhu khéng cé chi ky hiéu 18
rang thi phép toan 1y norm Iudn duoc hiéu dang str dung 2-norm.

Khi dang xét mot khong gian Euclid véi 2-norm va tich vé hudng duoc dinh
nghia theo (1.2.1a) va (1.2.1b), néi mét cach khac véi moi vector % thudce
khong gian vector dang xét ludn ¢6 (5{',5&)=”§|2, ta co bit ding thie

Cauchy-Bunyakovski-Schwarz.

Pinh Iy 1 (Bat ding thirc Cauchy-Bunyakovski-Schwarz): Cho % va y

la cac vector trong mdt khdng gian vector trén trudng sé phire C ¢6 tich vé
: \ U S Y

huéng va 2-norm thoa man (%, %) = ”x” , dan dén

(%) <|x||7] (1.3.2)
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Chitng minh: Xét o 1a mét sb thue
o + y.“z ={oX +¥,0X +§) = &’ (X, X)+ 2a{X, ¥) + 2a{F, x)+(7.5)
=R +20{(55)+ (5.3 Jo 1 =R + 20 Ref(R )} 151
Tam thite bac hai trén ludn 1ém hon hoZc bing 0 nén:

Rel(%.3)] - IRI'|3]" <0 hay Rel(x.3))< %]l
biat c = T}(y—_>‘ nhin thdy néu coi ¢ 1 mat hing sb thi:

y

Re[(cs, 7)< |ex][5] twong duong véi Refe(%,5))<clx/l]

Ma |e| =1, tir d6 bat déng thuc & trén tré thanh:

Ref ) % 9] n o s oy < i
gy <Rl vy .94

Péi voi tich vo hudng duge dinh nghia theo (1.2.1¢) trén khong gian ham 56
xac dinh trong khoang doéng [ab] vd 2-norm dugc dinh nghia Ia

b .
€1, = [if(t)" e, phat bidu va chimg minh bt déng thirc Cauchy-Schwarz
coi nhu bai tap dé ban doc ty chimg minh.

Mbt cor s¢ true giao &, @, ..., @, ma @] =1 véii=12,.n duoc goi la

mdt co s¢ triec chudn (orthonormal).

Néu @,, d,, ..., &, mdt co s truc chuin cta khong gian vector V, X 13
mdt vector bit ky thude V, & hoan toan ¢6 thé dugc bidu dién bing t6 hop
tuyén tinh cta cc phép chiéu % 1én céc vector thanh phin cia co so truc
chuéin nhur sau:

R =(%,,)a, +(Xa,)d, +.. (X8, ), (1.3.3)

Hay vector toa dd cia X la [( a )1(i,az)|...|(i,an>a,,]T
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1.4. QUA TRINH TRUC GIAO HOA GRAM-SCHMIDT

Cho mot tap cdc vector X,, X,, ..., X, dbc lap tuyén tinh thude khong gian

n chidu V. Qua trinh truc giao hod Gram-Schmidt (Gram-Schmidt
procedure) duge dung dé xdy dyng mot tdp cac vector ¥,, ¥, .y, truc

chudn, day chinh 1a mét co sé& true chudn cia khong E,lan \% (cac veclor true
glao timg doi mét dam béo tinh déc 1ap tuyén tinh, sd vector 1a n trung voi
56 chiéu cua khong gian V). Qud trinh duoc mé ta theo céc cong thic sau:

Trong khéng gian n chicu, xuit phat tir chi r vector %,, X

S'_, — x“ _<5€“’3;|>§1 _(in’y2>3}2 _'”_<in’§n—l>?n—l

xn _(ill’§]>y1 -<in’y2>y2 —'"‘_<in’§n—}>?n-|

;

3 -een X, tRUC

chuan tang déi mét, r < n. Tap vector ndy ¢ thé md rong thanh mot co sé
trirc chudn cua khdng gian V theo cdc budce sau:

18
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M rdng tap hop ban ddu dé tré thanh mot co s ciia V. Didu d6
co nghia cin tim ra dp céc vector X ., X, bo sung vao tip

rel® o

cac vector ban déu d€ tdp cac vector X, X,, ..., X, X, ..., X,

r1

1a ddc lap tuyén tinh

Ap dung qud trinh Gram-Schmidt dé xdy dung n vector tnre
chuén tr n vector déc 1dp tuyén tinh néi trén. Tap cudi cing thu
duge chinh 13 co s& true chudn cua khéng gian vector V.,



1.5. ANH XA TUYEN TiNH

1.5.1. Cac khai niém vé anh xa tuyén tinh

Cho U va V la cac khdng gian vector trén truong F. Mot énh xa tuyén tinh
(lmear transformation) dic trung béi todn tix T tir U vao V 1a mét anh xa voi
méi lién hé gitta X e U voi J = T( )e V duy nhét sao cho thoa man diéu

kién tuyén tinh nhw sau: Néu X, va X, thuéc U, avab la cdc phdn 1t cua
F thi T(a%, +b%k,)=aT(%,)+bT(X,). T duge goi 14 toan tir tuyén tinh cua
anhxa T:U->V.

Véi moi Xe U, ta goi §=T(X) la anh cia X qua phép anh xa tuyén tinh
T:U >V (image of X under T). Xét X 12 mdt tip con cla khdng gian
vector V, tdp hop anh cua tht ca cac phin tir thude X dugc goi ta anh ctia X
(image of X), ky hi¢u 1a T(X).

T(U) chinh 12 mién gié trj (range) ciia phép 4nh xa T (T(U)c V). Mién
gia tri ciia T duoc ky hiéu la Range(T) (mdt s tai liéu coi mién gid tri -
range - 1a anh - 1mage - cua phép anh xa). SH chiéu cua T(U ) duoc goi 1a
rank cua T (mot sb 1ai liéu tai lidu goi gid tri nay 12 hang cua T) va ky higu
la rank(T).

Nhin (kernel) ciia T dugc dinh nghia 12 tip tat ca cac vector thude U sao

cho anh cua ching Ia 0. Nhan cha T duge ky hiéu 1a Ker(T). Boi phdp anh

xa 12 tuyén tinh nén & rang 12 nhan cua T la mt khong gian con cua U. S6

chidu ctia nhan duoc goi cta nullity cia T va dugce ky hiéu 1a nullity(T).

Tir ddy d& dang din dén mét dinh Iy quan trong d6 la:

Pinh 1y 2:

dim(U) = rank(T) + nullity(T) (1.5.1)

Chitng minh: Gia st nullity(T) = k va dim(U) = n. Do Ker(T) c U
nén nullity(T) < dim(U) hay k < n. Lai gia st &, &,, ..., &, lacd
s& cua Ker(T). Xuit phét tir k vector ddc 14p tuyén tinh nay cé thé
mé& rong thanh mot co s& cta khong gian U la &,, &,, ..., &,, Gy,
d,.,, ... & .Tasé chimg minh tng T(@,,, ), T(@,.,). ---» T(,)
14 co s ctia Range(T).
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Trude tién ta thay ring T(d,,, ). T(a,.,), ..., T(,) 1a doc
lp  tuyen tinh. Thue viy, xét phuong  trinh
a . T@,. )+a, , T(@,.,)+..+a, T, )=0 duoc bién ddi vé tri
thanh T(a, @, +a,,8,, +..+a,d,)=0 (do T 12 mét 4nh xa
tuyén tinh) hay ﬁ—(ah,um +a, 0, ,+..+a,d,)e Ker(T).
Din dén i ludn c¢é thé bidu didn badi mdt cdch duy nhit
thco t6 hop tuyén tinh cua 0., ®,, .., @, toc la:
U=a,,a,,, +a,,08,,+..+2.d, =—-a,0, —a,d, -...—a,4&,.
Phuong trinh not trén turong duong véi
a0, +..+a,0G, +a,,d,,, +..+a,d, =0. Diéu nay lai twong duong
VOl a, =..=a, =a,, =..=a, =0. Ké lan la T(&,, ), T@,.,)
.., T(a, ) déc lap tuyén tinh.

[l

Thirhai ta théy ring Range(T) = span( T(d,,, ), T(,.,). ..., T(F:Ln ).
Thuc viy néu § 1a mdt vector bit ky thudc Range(T) thi ludn tn tai
vector Xe U dé y = T( ) Phin tich X theo co sé ciia khéng gian U
la X =a,q, Fota, a, +a,,,8,,, +..+a,d,. Tac dong todn T lén ca

hai vé caa phuong trinh ta dugc
y=a,T@)+..+a, 1@, )+a,, TE,. )+..+a, T@E,). Ma &, a,,
.., @, thude Ker(T) nén T(&,)=T(E,)=..= T, )=0. Din dén

¥=a,,T(@,, )+..+a,T@E,) tic1a § ludn co thé biéu didn theo t3
hop tuyén tinh cta T(d,,, ), T(G,,,), ... T@. ).

Tir 2 ménh dé trén din dén ta chimg minh duoc T, ,, ), T, ,),
T(G,) 14 co so ciia Range(T). S6 chidu cia Range(T) =
dinh ly d3 duoc chimg minh.

T:U—- V Ia anh xa mét - mot néu va chi néu nullity(T) = 0, didu nay co
nghia 1a ) chleu clia nhén bing 0. T:U->V la toan 4nh (Rangc(T) =V)
néu va chi néu rank(T) = dlm(V) c6 nghia 13 sb chiéu cta mién gia tri hay
sb chidu cta anh cita U bing sb chidu cua V.

Anh xa tuyén tinh T c6 anh xa nguoe, ky higu T, néu T 1a song anh. Song
anh ¢6 nghia vira 14 anh xa 1-1 vira la toan anh. Tu dinh ly trén, mot s6 nhan
xét tinh chét clia phép 4nh xa va sb chidu ctia tap ngudn va tdp dich dirge
dua ra nhu sau:
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= Néu dim(U) < dim(V) thi rank(T) < dim(U) < dim(V) nén T
khéng thé 14 toan anh.

= Néu dim(U) > dim(V) thi nullity(T) = dim(U) — rank(T) =
dim(U) — dim(V) > 0 mén T khéng thé 12 4nh xa mét - mét,

e dim(U) = dim(V) la didu kién cin dé anh xa tuyén tinh dic trung
b toan tir T ¢6 anh xa nguoc.

1.5.2. Bidu dién anh xa tuyén tinh theo ma tran

Gia sir rang U va V 1a cdc khong gian vector trén cling mot trudmg vo hudng
F. T la toan tir ciia mot 4nh xa tuyén tinh tir U vao V. Cing gia st ring @,

Qy, -.0p @, VA [51 , [32, s Bm lan luot 13 cac co s& cua U va V. Thue hién
phép anh xa @ , &,, ..., &, vaon phan tir trong V théng qua T va biéu dién

ching theo ¢o 50 By Byeoos B

m

(3, )= a,p, Veij=1,2,..,n (1.5.2)
i=l

Viét theo dang ma trén la:

ay & ... Ay
T'LaiIa?|"'Ian]:[ﬁilg‘2='-'!ﬁm} a?l a?z az;n
Ami Admz e aan
(1.5.2b)
hay T(a, &, 118, )= B, 1B, 115, JA (15.2¢)

Xét mot vector bat ky, x€ U, X dugc phin tich mdt cach duy nhét theo to
hop tuyén tinh cva co s ciia U nhur sau:
X1
x =6, 16, 1. 18,]| %2 (1.5.3)
X

n

Khi thc déng 1én X thong qua phép énh xa T, do phép anh xa la tuyén tinh
nén:
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| X1
§=T[R]=T[, 16,1..18,] %2 |=[B, 1B, 1 - 1 Ba]A| 2| (1.54)

X _ X5

Péng thoi § duoc phan tich mét cich duy nhét theo & hop tuyén tinh cua
co s& cua U nhu sau:
X
5 =[5, 15,1 1B ]| 2 (15.5)

f x“

Viy vector toa d¢ cua anh cta vector X thdng qua phép danhxa T:U—> V
duoce biéu dién theo vector toa dé ctia % theo cdng thirc:

Y X agp a L. Ay |1 X
Yil=A|%2|=|%21 8 ... A (| X3 (1.5.6)
¥n xn aml am2 cor Ayg Xn

Viy ¢6 két tudn 1a ma trdn A hoan toan dai dién cho 4nh xa tuyén tinh
T:U-»V.

1.5.3. Cac ma tran dac biét

Néu cdc khdng gian vector U va V trén trudng s thuc R, cac phin tir cia A
12 cdc s6 thue, ta néi A e R™" (m hang, n cft). Néu cac khdng gian vector
U va V trén truomg sb phirc C, cdc phin tir cila A 14 cac sb phirc, ta nodi
AeC™ .

Ma tran vuéng PeR™" dugc goi 12 ma trdn trye giao (orthogonal) néu
P" =P~ hay PP =P~'P =1. Diéu ndy tuong duong vdéi cée vector ¢dt cia
P 14 true giao timg d6i moQt va ¢dc vector hang cia P ¢ling tryc giao tirng do1
mot,

Ma tran vudong P e C"" dugce goi 1a ma trdn triye giao (orthogonal — va mgt
sb tai liéu Anh ngir con goi 1a unitary) néu P" =P hay P"P=P 'P =1
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(P 1a dbi xting hermitian hay chuyén vi lién hop ciia P). Diéu nay tuong
dwong voi cae vector ¢dt ciia P 14 tryc giao timg d61 mdt va cac vector hang
cta P cling truc giao tumg doéi mot.

Ma trin vuéng P eR™" dugc goi la ma trin dbi ximg (symmetric) néu
P" — P. Ma tran vudng P e C"™" co tinh chit ddi xdimg tuong tu nhu trén,
PY = P, lac nay P duge goi 1a ma trin déi xieng hermitian. Cic ma trin
ddi ximg va ma trin dbi xung hermitian cd mg dung quan trong trong cac
bai todn lién quan dén tim tri riéng va chuyen déi ma trin vé ma trén truc
giao (bot 1€ ma trin db1 xtimg va ma tran dbi xung hermitian uén cé n tri
riéng thue va cd n vector riéng tmg voi cac tr riéng ay tao thanh mdt tip cac

vector truc chudn, didu nay s& duge trinh bay trong phin tri riéng va vector
riéng).

1.5.4. Bidu dién ma tran cua anh xa tuyén tinh doi véi trrdng
hop co sé trirc chuan

Nhic lai rang néu [31 . B, - B 14 mdt co s¢ truc chuén cua V., vector bit
ky ¥eV ducce phin tich theo 10 hep tuyén tinh cla co s& tric chuén theo

cong thue:
5 = (3B, + (552 ), -+ (7.5, B

w6t T:U—> V 12 mot anh xa tuyén tinh, @, &y, .., &, va B, Bas oo By,

1an luot 14 cde co so triee chudn cva U va V. Anh cta c& s& cua U qua phép

anh xa T la:
ﬂ&ﬁ@@&&ﬁw@ﬁ&ﬁ) (1), B,

B, + B.. )P
T(3,) = (T, L8, + (TG 1B B, -+ (T DB, B

TG, )= (1,5, B, + (16,08, 8 +..+ (TG.)Bu B

Hay biéu dién ¢ dang tich ma irdn

23



(T@)B) (162)B)) ... (T@,)B))

Tfi, 1@, 118, ]=[B, 1B, 116, | (T(ﬂl:)'i”?) (T(azz)'f‘?) <T(E‘n:)’52>
(16)Ba) (TG)Ba) o (16,)5,)

(1.5.7a)

Tir ddy din dén a, = (T(3, ),E,.) (1.5.7b)

1.5.5. Rank va Nullity ctia ma tran

Rank va Nullity cia ma trdn A dai dién cho mét phép 4nh xa tuyén tinh T
chinh 14 rank va nullity ctia T. Quay trd lai theo cdng thire biu dién anh Xa
tuyén tinh theo tich ma tran:

a, a, .. a,
N T LA
At By A
A a5 a,
=1 By 1B 1B ] 2 BBt B ] || BB 1B “
o 2 a,.
(1.5.8)

Tir phin trude, xét thay rang rank(T) 12 s6 Iém nhét cac vector déc 14p tuyén
tinh trong tdp céc vector T(d,), T(d,), ..., T(@_). Tir ddy din dén rank cua
ma trén A 1a s 16n nhét cic vector cot doc lap tuyén tinh cua ma trén A va
gia tri nay cfing chinh bang sb lon nhét cac vector hang déc 14p tuyén tinh
cua ma trin A. Néu ma tran A dugc bd sung mot ¢ft ma cft nay la toa do
ctia mét vector 1a t5 hop tuyén tinh ctia cic vector cOt con lai thi khong 1am
tang rank ctta ma trgn. Dicu niy ciing ding khi bd sung thém hang theo
nguyén tic nhu vay.

Xet truong hop dac biét T: U — U. Anh xa T, duge biéu difn bai ma tran
A n hang, n cdt, 12 4nh xa mét - mét twong duong véi hai ménh dé sau day:
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1. rank{(T)=n

2. nullity(T)=0
Trong trudong hop nay c6 nghia 14 ma trdn A ¢6 rank(A) = n va duoce go1 1A
ma tran khdng suy bién (nonsingular). Ma tran khong suy bién luén tén tai
ma trén nghich dao, do d6 nd con duge goi 14 ma trdn kha dao. Luc nay ta
thdy rang s& ton tai 4nh xa nguge ciia T va duge ky hiéu la T
1.5.6. Bai toan ddi cor sé

Cho 4, d,, ..., G, 12 mdt co so cua khdng gian vector U. Vector xe U
. 2 X - v A
duoc biéu dien médt cach duy nhat nhur sau:

Xy
%=a, 1oy .. la, xf (1.5.9)

Xp

Vol [x1 %, .., ]T la vector toa d0 cta X

Gia s rang @), @}, ..., d, 1a mdt co s& mdi cua khdng gian U. Tung
vector trong co s¢ mdi duge biéu dién theo t6 hop tuyén tinh ctia co s& cii
theo cong thue:

6/ =Y pd véij=1,2,..,n (1.5.10a)
i=1

hay [d; | &, 1...1d,]=[q, &, .15, (1.5.10b)

Nhan xét ngay thiy ring cic cdt cia P chinh 12 céc tog dd cua timg phin tir
trong co s&¢ moi theo co s& cli. Do d6 cac vector ¢dt cua P 1a doc 1dp tuyén
tinh, hay P la ma trdn khdng suy bién (ma trdn kha dao).

Vector X duoc biéu dién theo tb hop tuyén tinh clia co s& méi nhur sau:

x) Xp
g=[a;1ay b8, ) 2 (=fa, 18,008, P72 (1.5.11)
x, x,

Vay quan hé gifta vector toa dd ¢ii va vector toa d6 méi la:
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=P’ (1.5.12)

Xét bai todn cho dnh xa tuyén tinh T:U > V. Gia st &, &,, ..., 4, va

Br. By, ..v B, 140 luot 12 cée co s¢ cia U va V. Anh xa T duoc dai dién
bdi ma trin A voi:

(&, |@, |18, ]=[p, 1B, ]I B, ]A (15.13)

» Gia s ta ddi co so cha khong gian ngudn U, co s& méi 1 oy, oy, ey
&, ¢6 quan hé véi co so ¢it cia U thdng qua ma trdn P. Lic nay, dnh xa T
dugce dai dién bdi ma trdn A’ do co sd ctia U dé thay déi. Thiy réng quan hé
gilta co s& méi cna U va co sé khéng ddi ciia V nhu sau:

Tfa) &, 0.0 ] = B 1B, 1B A (15.14)
Mat khac:
T[i 18 118, = Tfd, |, |.. 16, Jp = B, 15, 1.1, JaP
(1.5.15)
Tir diy din dén A’ = AP hay A = A'P”’ (1.5.16)

¢ (i4 sir ta doi co so cua khdng gian dich V ma giir nguyén co sd cua
_'I

khéng gian ngudn U, co so méi cta V 12 f, B, .... B! cO quan hé voi co

& cli cua V thdng qua ma trdn Q. Quan hé gitta co s¢ moi va co s& ¢l theo
cdng thire:

56118 =516, 118, (1.5.17)

Luc nay. anh xa T duge dai dién bdi ma trdn A" do co s& cia U da thay
doi. Thay ring quan hé gifra co s& méi ciia U va co s& khong d6i cta V nhu
saul;

(G, 1d, |18, ]= 5 1B 1. By A =B, 1 1 Bu oA (saas)
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Tu day din dén A = QA" hay A"=Q'A (1.5.19)

» Lai gia sir rang ddng thoi ddi ¢ sor cuia khong gian ngudn U va khong
gian dich V. Co 56 méi cia U va V lan luot 1a @), @), ..., &, va B, B,

, B\. Quan hé gifta cic co s& mdi va cac co so cii theo cac cong thirc
gibng nhu trén dai dién bdi cdc ma trdn P va Q. Luc nay, anh xa T duoc dai

dién bdi ma trAn A™ do co s¢ cua U da thay déi. Thiy ring quan hé gitta co
s¢& méi cua U va co s& méi cia V nhu sau;

Tla (&, |18 )= 315, 1. 1B, A~ (1.5.20)
hay T[a, 18, |16, ]P =B, 1B, 1.1 B, Joa” (1.5.21)
hay a, 18, .18, =[5, 1B 1B, A (1.5.22)
Tir ddy din dén A = QA”P™' hay A" = QAP (1.5.23)

e R& rang 1a néu V tring voi U hay ta ¢6 anh xa T:U — U. Cing dbng
loat ddi co s& cua tip ngudn va tip dich t&i cling co s mdi 1 co

A =PA"P™' hay AP =PA". Haima trdn A va A" duoc goi 13 hal ma trin
dong dang (similar). Ching [4 hai ma tran dai dién cho hai dnh xg tuyén
tinh dong dang.

1.6. BO SUNG THEM VE HE PHU'ONG TRINH TUYEN TiNH

Cho T:U — V 1a mét 4nh xa tuyén tinh, b 14 mdt vector thude khdng gian
V. Rit nhiéu bai toan trong thuc t€ dat ra 1a tim tat ca céc vector X € U sao
cho T[i]z b. Néu nhur cdc co s cha cac khong gian U va V 1a biét trude,
anh xa tuyén tinh T duge dic trung boi ma trdn A, vector b duoc dai dién
béi vector toa dd theo co sd clta khdng gian vector V. Bai todn tr¢ thanh hé
phuong trinh n an m phuong trinh:

dyy 8 . Ay X ‘be

o x| |b
AX=b hay A (1.6.1)

m2 .o @ mn xn l}%u

Néu trén quan diém ¢ anh xa tuyén tinh, 10 rang la néu b khéng thudc
mién gid trj Range(T) cta phép dnh xa thi hé phuong trinh 13 khong ¢6

o
d
I~
|
o

g
-
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nghiém. Thém vio nita. gia st T[X}=b ¢6 hai nghiém 13 %, va %, thi
T[X, ~%,]=T[%,]-T[%,]=0 nén %, —%, thudc nhan Ker(T) cia phép énh
xa. Két qua 1a néu X, la mét nghiém cua T[i]=E va 7 € Ker(T) thi moi

nghiém cta T[X]=b déu 12 tivh tién cia X, theo vector Z. Vay néu
[*]zB c6 nghiém thi nghiém d6 14 duy nhat néu va chi néu Ker(T) chi

chira duy nhdt vector 0 (phwong trinh thudn nhét chi ¢6 nghiém tim
thudng).

Lai ¢4 nhin xét ring hé phirong trinh tuyén tinh c6 thé duge viét theo dang
sau:

x.’ a“

ol rill B2 R T = = 3 as

A 1A, 1A, |7 =6 vei &, =[p, 1B, 115, ] 5| (162)
X al'l"lj

hay b phai 1a mdt t& hop tuyén tinh ctia cac vector ¢t clla ma tran A. Didu
ndy dan dén didu kién cin va do dé AX=b c6 nghitm la
bespan(a,.A,...A, ).

Tir cac nhan xét & trén ta ¢6 thé tdng quat hod vé cac truong hop c6 nghiém
cua phuong trinh nhu sau. Trudc tién, dinh nghia ma trin bd sung, hay c6
thé goi 1a ma tran gia tb (augmented matrix), ctia A la [A]b]. C6 thé chimg

t6 duoe rang hé phwong trinh tuyén tinh AX = b ¢é nghiém khi va chi khi:
rank([A[b]) = rank(A) (1.6.3)
(tham khao [2] trang 130 - Binh 1y Kronecker — Capelli)
Nhic lai rdng néu AX =b c6 nghiém thi b phai 1a mot t& hop tuyén tinh
cua cdc vector cdt ciia ma trin A. Diéu dé co nghia bd sung thém cot
[b, | b,I..|b, ]" vao ma tran A khong 1am tang rank cva ma trdn. Trén quan
diém 4nh xa tuyén tinh, chuyén déi ma tran A vé dang bdc thang (row-
echelon form) 14 qua trinh tim mét ma trdin méi A’ ¢ dang béc thang dai
dién cho drh xa tuyén tinh T sau khi ddi co s& cia khéng gian dich U. Didu
ndy din dén vector b ¢6 toa dd m&i 1a b’ = Q7'b va dnh xa T s& ¢6 ma trn
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dai dién méi la A’ =Q™'A. S8 vector hang khac 0 ctia A’ la rank ctia A’
va cling ck}inh fa rank ctia A. Do d6 cdch thitc dé tim rank cita ma trdn la dua
ma trdn vé dang bac thang. Cach thirc nay Fﬁng JE:] Ucéch thirc tdng quat dé
tim toan bd nghiém cia hé phuong trinh fuyén tinh tong quat (tham khao (2]
trang 131).

Nhu di trinh bay & trén, diéu kién cdn va da d2 AX =b ¢6 nghiém la
be span(f&,,x&z,. SA u), hay b e Range(T). Do do, b phai truc giao voi tat
ca cac vector thude Range(T) *. Noi mot cach khdc, AX =b ¢b nghiém
tuong duong vl b phai truc giao véi tit ca cac vector trong mdt co s6 bat
ky cua Range(T)".

Cho anh xa tuyén tinh T:U — V ta c6 khai niém vé 4nh xa lién hopcua T
(mdt s6 tai lidu cdn goi 1a adjoint ctia T), ky hiéu bai todn tir T* 13 4nh xa
tuyén tinh T" : V — U thoa min:

(TR).3)=(XT'()) (1.6.4)

Ching ta thira nhén rfang anhxa T :V - U ludn tdn tai va 1a mdt 4nh xa
tuyén tinh (viée chimg minh T tdn tai va 1a todn tir ciia mot anh xa tuyén
tinh ¢ thé coi nhu mdt bai tap). Méi quan hé gifta ma trén ddc trung cho
anh xa T: U — V vama trdn dic trung cta 4dnh xa T : V > U nhu sau:
Néu T:U — V la mdt 4nh xa tuyén tinh, T": V — U 13 anh xa lién hop
cla no, 4, o,, .. - la mét co s¢ truc chudn cua U, B,, Bz, ees Bm 14
modt co SO tryc chuan cua V. A 1a ma trin dic trung cho anh xa tuyén tinh
T:U — V dua trén céc co sé truc chuén trén thi ma tran dic trung cho toan
tr T 1a A",

Thuc vay do cac co s& duge xét dén cia cac khong gian vector 12 cdc

co so truc chudn va gia sit B 1A ma trin ddc trung cho T  nén

=(T(,)B) va b, =(T"(,)5,) (heo (1.57b)). Ta thiy ring

b, =(T"6,)a) = (@, 7' 6,) =(1(6,}8.,) =a, (heo dinh nghia

cia tich vo hudng trén khdng gian vector V). DO do B = A" hay ma
tran dic trung cho T 12 ddi xtmg hermitian cua A.
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T ddy din dén Ker(A™) = Range(A) ! va Range(A") = Ker(A) . Thuc vay,
Néu yeKer(A")cV thi T'(§)=A"§=0 suy ra véi moi xeU thi
(%.A"3)=0, va bsi A va A" dai dién cho 2 toan tir lién hop I4n nhau nén
{AX,¥) =0 hay Ker(A") tryc giao v6i Range(A).
Diéu nay din dén 2 két lusn nhu sau:

* AX=Dcé nghiém khi va chi khi b truc giao véi Ker(AMh

*  AX =b c6 nghiém khi va chi khi b e Ker(A” )l = Range(A) .

1.7. TRI RIENG VA VECTOR RIENG

Tri riéng va vector riéng dugc sir dung rét nhiéu trong cac bai toan k¥ thuét
liégn quan dén dai sé tuyen tinh. Néu nhu ching ta hinh dung trong khong
gian thi vector riéng la phin tir trong khong gian vector ma phép ty anh xa
khong 1am thay déi phuorng clia vector d6. Néu nhu mot vector bat ky duoce
phén tich theo co s&@ ma mdi tharh phan cua co s& ta mdt vector ridng thi
qua phép tu énh xa vector thu duoc la tdng cua ting thanh phan cla vector
ban ddu nhén voi tri riéng. Ma trdn dic trung s€ co dang dudng chéo. Duoi
dfy 1a cac phan tich toan hoc cta véin dé nay.

Xét anh xa tuyén tinh T: U - U dai dién béi ma trdn vudng A n hang n ¢6t.
Xét vector € # 0 thod man diéu kién:

Te=Xe véi LeF (1.7.1)
vector € dugc goi la vector riéng (eigenvector) Umg voi tri riéng
{eigenvalue) ..

Néu nhin trén quan diém phép tinh trén cdc ma tran thi bai toan tro thanh
tim vector ¢t €= 0 dé AE =Ag, A thod mén phuong trinh trén duge goi la
tri riéng clia A va € dugc goi 1a vector riéng \ng véi trj riéng A.

Tap tat ca cac vector & thoa min phuong trinh A€ =18 vai mdt gid tri A cu
thé nao d6 dugc goi la khoéng gian riéng (eigenspace) ting vé&i A va duge ky

hiéu 12 S;. Cha ¥y ring 0 1a mdt phan tir cia khong gian riéng nhung 0
khéng phai 14 mot vector riéng. Bing phép bién ddi dai sé ma tran, thy
rang:

(A-ME=0 (1.7.2)

30



Ddy chinh la bai todn giai hé phuong trinh tuyén tinh thuan ahit. Khéng
gian riéng S, ung véi tri riéng A; chinh la nhan ca ma trin (A—-%1), hay
S, = Ker(A Al). Sé chiéu cia S, duoe goi 1a bdi hinh hoc (geometric
muitrphcrry) cia Ay, ky hiéu 13 g;. Gid tri boi hinh hoc chinh ja b luong 1én

nhit ¢6 thé cac vector riéng ddc lap tuyén tinh tng véi A, Nhan cua
{A - AI) khac rdng khi va chi khi dinh thirc ctia ma trén (A- M) nay:

|A =4I| = det(A -21)=0 (1.7.3)
(| | 1a ky hiéu dinh thitc ctia ma trn)

Ddy 1a phuong trinh theo A va dugce goi 1a phuong trinh dic trung cua A.
Khai trién |A - Al| ta dugc mdt da thire theo A ¢6 dang:

e(A)=2"+c N7+ rohte, (1.7.4)
va dugc goi la da thike dic trieng cia A,

Néu 2, 12 nghiém boi bac m; cta phuong trinh dac trung trén thi m, duge goi
\a bi dgi 56 (algebraic multiplicity) cia A;.
Nhic lai ring hai ma trin A va A’ 1a ddng dang (similar) néu ton tai mot

ma trin khong suy bién (ma tran kha dao) P dé A=PA'P. Thuc chit A va
A' dai dién cho cing mét dnh xa tuyén tinh tu anh xa trén khéng gian U véi

mdi quan hé giita hai co sO la[ |ds ... ] [aIa b, |a]P Cé thé
chimg t6 duge ring hai ma trin dc’;ng dgmg 6 cdc tri ribng giéng nhau.

Thue vdy, xét mét € 13 mot vector thude khéng gian U véi cosé ¢, @,, ..

g

G, dong thoi & cling 1a vector riéng qua nh xa tuyen tinh dai dién bdi ma

tran A, do d6 A& = A€. Nhin khéng gian U trén co sé méi @y, &, ..., &,
v&i mbi quan hé [& |&, |...|&,]=[d, 18, |18, P, vector & dugc the hién
bai toa d6 méi dwge ky hiéu la € (cha y ring e cling chinh la € chi khac
boi biéu dién toa dd theo co s& mdi) vdi médi quan hé =P&. Khi d6
A=A & (PA P- XP A(PE) <> A€ =2&, 10 rang 14 A la mbt tri riéng

cua A’ va & 1a mdt vector riéng Umg véi tri riéng do.

Pinh 1y 3: Néu ma tran A c6 k trj riéng khac nhau A, A,, ..., A, va &,
g,, ..., & Jacac vector riéng lan lugt tmg véi cac tri riéng do. Ta cd ket

31



lunla ¢, &,, ..., € la cic vector dc l4p tuyén tinh.

Thyce vay, ta chimg minh béng phan chimg. trong €,, ,, ..., €, chi
o 1 vector doc lap tuyén tinh €, &, ..., €& ,con & phu thudc tuyén
tinh vao r vector nay. Khi cé duy nhét mét cach biéu didn nhu sau:

. _

€, = Zcié’i , trong do6 ¢4 it nhat mét hé s6 ¢, # 0
=l

voii=12,.r

Téc dong anh xa tuyén tinh T déc trung bdi ma trin A 1én ca hai vé
cua phuong trinh trén:

T, )= Zr:C.T(E.') hay %8, = icikiéi
i)

i=]
= Néu A, =0 thi &, #0 v6ii=12,..r V&:trai cia biéu thic trén

bang 0 ma g, €,, . e nén

* r

DchE =0ech =0 Vi<i<r.Didunaylavoly.
1=l

* Neu A, # 0, chia ca hai vé cta bidu thitc trén cho A, din dén:

- . A, .
e, =) c¢c|—le
<o)
tic1a &, =%, véimeii=1,2, ... r Dilunay ciing 1a vé Iy.

Xét ma trdn vubng A n cOt n hang dai dién cho anh xa tuyén tinh
T:U — U doi véi mit co s§ @, d,, ..., &, cho trude ndo dé. Gia sir ring
T co n vector riéng doc 1ap tuyén tinh g, ¢,, ..., & . Day cling c6 thé dugc
sir dung nhu mét co s¢ clia khong gian vector U. Nhan xét ring;

6 1%, 1.18,]=[a,18,1..15,]

V6i P 1a ma trén hinh thanh bdi cac ¢dt 14 vector toa d6 cta tirng vector
thudc co s& méi phén tich theo co so cil.

P=[g&,1..13,]

Viée chuyén co sé tir ., Gy, ..., @, sang €, &,, ..., & phai théng qua ma
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trdn chuyén ddi P. Sau khi nhin nhin 4nh xa tqyén tinh T trén co s& mai,
4nh xa nay dai dién boi ma trdn D lién quan dén ma trin dai dién cii theo
céng thirc: D =P"'AP hay AP =PD. Nhin ma trdn A v&i ma trdn P ta
thay:

AP =Af§, |&,1..18,]=T[&, 18, 1.1 &, = [TE ) TE,) .. T, )]

=[hE 128 108 = [E 16,118, (1.7.5)

Piéu nay cho thiy D 12 ma trin dudng chéo véi cac phdn tir trén dudng chéo
chinh 14 céc tri riéng:

L0 0
0 2, 0

D= . (1.7.6)
0 0 3

Céc difn giai trén dua dén két ludn 13 néu ma trén A c6 ding n tr riéng khéc
nhau thi A c6 thé chéo hoa duge. Piéu nguoc lai cling hoan toan chinh xac.
Viy diéu kign cén va dii 8 mpt ma trgn n x n c6 thé chéo hod dupc la no
c6 ding n tri riéng khdac nhau.

Trong trudmg hop A ¢b céc tri riéng bdi, qua trinh chéo hod A khong thé
thue hién duoc. Tuy nhién ta vin c6 thé tim dugc ma trin P @& D =P~'AP
gin nhu 13 ma trn duong chéo, cac tri riéng cua A xuét hién trén dudng
chéo ciia P va ngay trén cdc tri riéng nay 1a céc gid tri 1. Dang cba ma trdn D
nay duge goi 1a Jordan canonical form (tham khao [1] trang 479).

M&t ma tran dbi xing trén R ludn c6 cdc tri riéng thue. Noéi cach khac,

phuong trinh déc trung ludn ¢ cac nghiém thuc ma khdng c6 nghiém phirc

nao. Tuong tr mdt ma trin déi ximg hermitian trén C ciing ludn co6 céc tri
riéng thuc. Ta s& ching minh cho trudng hop ma tran d6i xing hermitian

bing cach gia sir A la mt ma trén d6i xtmg hermitian dic trumg cho mot

anh xa tuyén tinh T:U — U, A 1a mot tr riéng cda A va € la mot vector

riéng tuong vmg vdi tri riéng dé. Xét:

A(8,8) = (W8,8) = (A,8) =" (Ae) = (" A)e = (A"e] e
do A 1a d6i x{mg hermitian hay AP = A nén:

(A"e) e = (Ac) e = (&, AB) = (8,18) = (A&,&)  hay
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Me &) = (&) (1.7.7)
ma (€,€) 1a mét gid tri thue duong nén A phai 1a mot sb thue.

Néu A; va A, 1 cac tri riéng khéc nhau ctia ma trdn A la ddi xing hermitian
va € va €, la cdc vector riéng lan lugt twong tmg voi cac trf riéng d6 thi &,
va €, la truc giao v&i nhau. Thyc vay:

k(e], )= <)Le,, €)= (Aél.62>=e2H(Ae[)=(e2HA)e]=(A“e3)He,

*

= (Aez)”e, = <§],A§3> = (énkz_éz) = <?L2€2,é,) = lz(é|’éz>

tir day suy ra: (k, =1, XE,.8,)=0 (1.7.8)
hay (8,,€,) =0 tuong duong v&i &, va &, la truc giao,

Phuong trinh dic trung det{A -AI)=0 la phucmg trinh bdc n theo A nén A

¢d n nghiém thuc C6 thé chimg minh duoc ring A citng ton tai n vector
riéng trie chudn nhu sau;

a. Do A la d6i ximg hermitian nén A 1a dic trung cho mot todn tir
tu lién hop T theo mQt co s& truc chudn trén khong gian vector

U, diéu d6 c6 nghia T™ = T. Diéu nay duoce khing dinh boi bién
abi sau

(T(X).7) = (AX,5) = y* (Ax) = (y" A)x
=A%y f'x = (Ay)'x = (R, A7) = (%, 1(7))

b. A 13 déi ximg hermitian déc trung cho mét todn tir tu lién hop
clia mot anh xa tuyén tinh nén tdn tal mdt vector riéng da duoc

chudn hod €, eU (c6 ”e “ =1) twong Ung v&i mot tri riéng thyc
A1 nén:
T(E, ) =12,

¢. Xct khong gian Wy = span(€,) va W;" 13 phin bu truc giao cta
Wi RO réng 1a U=W, @W," nén dim(W,) + dim( W}) = n.

Néun =1 thi W, = U, dinh ly da dugc chimg minh b&i U ¢6
ding n = 1 vector riéng truc chuén.
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d. Néun> 1, thi véimoi y e W, thi (§,9)=0, xét:
(T(?)s§1)=()7,T(51)> (y A€ > (y ¢ > 0

nén T(?)e W', hay todn tir T cita anh xa tuyén tinh cling déng kin
véi khong gian con Wit va T 14 toan tir ty 1ién hop trén W, Tuong
tr tdn tai mdt vector riéng di dudc chudn hod &, e W c U (co
e} =1) twong tmg v&i mét tri riéng thue Az dé T(e,)=hr,¢, va

(€,,&,)=0.

e. Lai tiép tuc xdy dung W, = span(§,,&,) va W; la phi‘m bu true

giao cia W, ta s& mé rong dugc n vector truc chuin la vector

riéng cua A.
Tir day dén t&i cac két luan nhu saw: Ma trin doi xirng trén R va ma trin
doi xmfg hermitian trén C co bji hmh hoc ctia moi tri riéng bang véi bpi
dai s6 ciia no. Didu do cé nghia néu A 1a nghiém boéi bic m cua phuong
trinh dac trung det{A —AI)=0 thi tmg vi A ¢6 du m vector riéng ma chiing
1a doc 1ap tuyén tinh,
Déi véi cdc ma trdn kiéu ddi xtmg nhu trén (doi ximg thuong trén R va dbi
xtng hermitian trén C) trong qua trinh chéo hoa de xdy dung ma trdn dudmg
chéo theo cong thire D=P'AP véi P=[§|%,1...|&,] 1 qué trinh chéo
hod truc giao boi P 1a mot ma tran trye giao, tie 1a PT =P~ (dbi véi ma
trin vai cac phé‘m tir 14 cae sb thuc) hodc PH =P~ (déi v3i ma trdn vai cac
phén tir 1a cdc sb phire). Tinh trye giao clia P 12 hién nhién boi 18 &, €,. .
& 1a cac vector truc chudn (P"P =1).

Y

BAI TAP

1. Trong tit ca cac tip con cla R? sau ddy, tip nao la khéng gian con:
a. Téap tit ca cac vector cd x; =0

Tép tat ca cac vector ¢d x; = 1

Tép tit ca cac vector ¢6 X1X2 =0

Tép chtra duy nhét vector [0 0 0]

Té hop tuyén tinh cia X =[110]" vay=[2 0 1]

Tép tit ca cac vector cé toa dd thoa man cdng thirc

L
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X3-%X+3xy =
2. BO céc vector sau c6 phai 1a ddc 1ap tuyén tinh khong?
%, =[{1100] %, =[1010]"
X, =[0011] x,=[0101]
Bao tuyén tinh cua cda céc vector trén c6 phai 1a R* khong?

3. Xem xét bd cac vector sau 1a doc lap tuyén tinh hay phu thuoc tuyén tinh
a. [112] n21y 3117

b. X, -X,; X, - X33 X, - X, X, - X,
vol X;, X,, i3, X, la cac vector tuy ¥
c. [110]" 1oo] o1 1" x v z]"
4. Chimg minh ring néu %,, %,, %, doc lap tuyén tinh thi (%, + %,);
(%X, +X;); (X, +X,) cling ddc lap tuyén tinh.
§. Ching minh rang moi co s& cua khong gian vector V phai ¢é cing sé
vector.
6. Tim chiéu dai va tich vé huéng cua
x=[1402"vay=[2-213}

7. Cho % va ¥ cung thudc mdt khéng gian vector trén trudng sb thue.
Chimg t6 ring X - § truc giao véi X + § néu va chi néu [¥| =[]

8. Xét khong gian R, (khdng gian cac vector hinh hoc c6 chung géc trén
mit phéng) Hay tim ma trdn dai d1¢n cho cac phép anh xa:
Quay vector di mét goc 90° thuén chidu kim déng hd
b Chiéu vector xudng truc x

9. Giai thich tai saoc AX =b ¢o nghiém néu va chi néu rank([A[b]) =
rank(A)

10. Trong khdng gian vector R?, mét co s& cua khéng gian nay bao gdm céc
thanh phin:

1 0 0
G, =|0 &, =|1 G =0
0 0 1

co s& méi clia khong gian ndi trén bao gdm céac thanh phén sau:
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[_L] C ]
J2 V2 0
a1 ay=|- Ll -lo
V2 NG) |
0 0
L I

Hiy tim ma tran P thé hién méi quan hé giiva vector toa d¢ theo co so cii va
vector toa d0 theo co s& mdi.

Cho vector % € R® ¢6 toa dd theo co s& (6,,8,,8,) 1a [l 2 2]", hay tim

toa d6 cia ¥ theo ca s& (A.&),a5)

11.Cho AX =B ludn ¢6 it nhit 1 nghiém. Chimg té ring nghiém cta
A"9=01a5=0

12. Cho AB = 0. Chimg to rang Range(B) < Ker(A).

13. Hé phuong trinh tuyén tinh A% =0 c6 ding 1 nghiém =0, tim
rank(A).

14. Tim trj riéng va vector riéng cua

1 -1
a. b.

15. Hay tim cach phan tich cac ma trén sau dudi dang A = PDP"! (D 1a ma
trAn dudng chéo)

11 2 1
a, A= b. A=
11 0 0

t | — b | i
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Chwong 2
CAC PHEP BIEN POI

Chuong nay s& dé cip dén cac phép bién dbi tuyén tinh ddi véi cac ham sb
c6 tinh chit lién tuc timg phin va céc phép bién ddi déi véi cdc day sb roi
rac. Cdc phép bién ddi ddi véi ham sb bao gom: bién dbi Laplace, khai trién
chudi Fourier va bién ddi Fourier, Cac phép bién dbi ddi voi diy s bao
gom: bién dbi Z, bién dbi Fourier dbi véi day sé roi rac va bién ddi Fourier
réi rac DFT.

Céc phép bién ddi nay cd vai trd ting dung rat quan trong trong cdc nganh
ky thudt néi chung va nganh Dién - Dién tir - Vién thong néi riéng. Dic biét
ching la cdc cong cu gidn tiép nhung rét hitu ich trong phdan tich tin hiéu
ctng nhu phan tich va thiét ké cac hé théng tuyén tinh,

Céc phép bién dbi nay ddu ¢6 chung dang biéu thite todn hoc, d6 1a tir ham
80 hodc day sd ban ddu dem nhan voi mét ham s6 hodc diy s6 duge goi 1a
nhan ctia phép bién ddi, sau do 1y tich phin hodc ldy tong trén bién sé coa
mién ban ddu, Béi bidu thie todn hoc 1a dbi ximg nén néu ham sé ho&c day
s0 ban ddu 1a thye thi sau phép bién dbi thu dugce mdt ham s6 hay day sb 6
mot s6 tinh chit déi xtng tuong Ung nao dé. Thue chit cac phép bién dbi
nay khong khac gi viée biéu dién khéng gian vector cac ham sb lién tuc
hoge day sb theo co so trye giao 1a cdc ham e mii hoc cac ham lu§ thira,
Mot diém can luu y 1a vé mat téng quat, céc khong gian céc ham s va
khong gian cdc day s6 1a cac khong gian ¢6 sb chidu vo han (khong gian £,
va khdng gian 4).

Do dang biéu thirc todn hoc 1d nhu nhau nén céc tinh chit tuong 1ng cua cic
phép bien doi cling twong tu nhau. Véi céch tiép cin thuin tuy toan hoc, noi
dung céc churong ciia phin nay duoc trinh bay theo nguyén tic: dua ra cac
¢ong thirc todn hoc cho timg phép bién dbi, céc dinh ly lién quan dén su tdn
tai ctia phép bién ddi, va cac tinh chit cho timg phép bién déi,

2.1. BIEN PO) LAPLACE
2.1.1. Bién ddi Laplace thuin

Cho ham s6 f(t) x4c dinh trén mién R, bién dbi Laplace thuan hay goi tit 1a
bién d5i Laplace (Laplace Transform) cta f(t) duge dinh nghiz boi cong
thire sau:
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4

Zitw}= [e

0

Véi s 1a bién sé phire, e duoce goi 12 nhan ctia phép bién doi. 2

Bién déi Laplace cho két qua, hay anh, cia phép bién ddi 1a mot ham bién
phirc, ky higu 13 F(s). Cong thue day du Ja:

ax

F(s)= Z{f}= [e™f(0)de (2.1.1)

0

Nhdn xét:

& 1a ky hiéu cla toan tir Laplace (Laplace Transform
Operator), tic dong 1én ham sb f(t) thu duge ham 56 F(s). Mién
xac dinh chira bién s6 phirc thuong dugc goi la mién tin sb phite.
H"mh v& sau thé hién mdi quan hé gitra 2 mién khéng gian ham
SO.

24}

f(t) va F(s) dugc goi 1a cdp bién ddi Laplace, ky hiéu
{f(1), Fs)}

Theo c¢dng thuc trén, phép bién d6i Laplace c0 can trén ciia phép
Jiy tich phan 1a . Day 1a dang tich phén suy rong (improper
intergral) nén cong thirc cua phép bien doi duoc khai trién nhu
sau:

o T
F(s)= [f(e™dt= tim ft(he"dt (2.1.2)
0 T—>a00

Ham sb f(t) c6 bién dbi Laplace khi va chi khi gidi han ngoai
cung bén tay phai cua biéu thie héi tu khi T —
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Cén duéi cta phép tinh tich phén bang 0, diéu d6 c6 nghia phép
bicn d6i da bo mét théng tin phan t <0 cia ham gbc f{t). Luc
nay, F(s) chi mang théng tin vé f(t) véi t>0. Tuy nhién van dé
nay khong gip tré ngai gi trong cac bai toan umg dung.

Ham s £(t) duge £oi 1 nhén qua (causal) néu:

f{ty=0khit<0 (2.1.3)
Dinh nghia ham nhay don vi (Heaviside unit step function):
0 (t<0)
u(t) = (2.1.4)
I t=0)
Nhéan ham f(t) véi u(t) ta co:
0 t<0
F(Ou(t) = (t<0) 2.1.5)
f(t)y (t=0o

la mot ham nhén qua. Tir ddy c6 nhan xét rang F(s) mang ddy du
thong tin ve f{t)u(t). Néi mdt céch chinh xdc, {f(t)1(1),F(s)} 1a
cip bién déi Laplace

Truong hop cdn dudi ctia phép bidu thire tich phan tir -0, bidn
déi Laplace hai phia (twe — sided or bilateral Laplace
transform) dugc ky hiéu la:

) = fe=f)at C2.1.6)
0

Dé phén biét véi truomg hop nay, phép bién déi Laplace theo
cng thirc & phan truée duge goi 1a bién ddi Laplace mot phia.
Nhieu tai li¢u chi dé c4p dén bién ddi Laplace mot phia boi khia
canh tmg dung cta nd. Pham vi cdc ham sé ¢6 bién ddj Laplace
mot phia 1a 1én hon nhidu so v6i pham vi cdc ham sé ¢6 bién ddj
Laplace hai phia. Nhin chung, khi dé& cap dén bién déi Laplace
tire 1a dé ¢dp dén bién dbi Laplace 1 phia, trir trudmg hop chi 15
14 bién ddi 2 phia.

Can duéi ctia phép tinh tich phan trong cong thite ciia phép bién
ddi Laplace ludn duwoc quy dinh 14 tir 0-. Didu ndy hiru ich trong
trudmg hop ham s6 (1) ¢ thanh phin vudng goc véi truc hoanh
tai gbc toa dj, vi du nhu ham xung Dirac. Do vay c¢dng tinrc bién
ddi Laplace ddy du 13



F(s}= Zit(1)} = je'S‘f(t)dt (2.1.7)

[.] .‘ r
Mot so vi du:

Vi du I1: Tim bién ddi Laplace cua f(t)=c, ¢: constant

=) T
c}= J'ce"“dt =c lim [e™dt=
To=
0
e™ e
= ¢ lim|| - =—(1~— lim e"ST)
Ty 5 ] T—w
0
Pit s=c+)jo
= Tlim e = 11m e (coswT + jsinwT)

Do ham sé cosoT + jsineT 1a bi chan, giéi han trén hdi tu vé 0 khi
o > 0, nguge lai 1a phan ky '

viy Zie }= = v&i Re(s)>0
Dan dén cip blen d6i Laplace:
f(ty=c¢ ,c:constant

F(s)= % Re(s) >0

Vi dy 2: Tim bién d6i Laplace ctia f(t) =t
1) T
Zith= [re™dt = lim [te™dt

T o

—a ©\T _ -
. te™ ™ 1 .. Te™t . e
=lim] | - -— =—2——11m -lim—;
Toax S g 0 g T S Tom g

= e =¢ " (cosoT + jsinaT)
Do ham s6 cosoT + jsin@T 12 bi chan, din dén:

bat s=o0+jo

-sT -5T
" KhiRe(s)>0, lim e _jimS

g Tow g
= Khi Re(s)< 0, hai giéi han trén khong ton tai

=0

2
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vay 2t} = Siz véi Re(s) - 0

f(t)y=1

Dan dén cap bicn déi Laplace: F(s) = Lz Re(s) > 0
s

Vi dy 3: Tim bién ddi Laplace cia f(t) = e,
voi keR, k: constant

oL T
g{ek:}: Jekne—stdtzgg(!e—(s—k}ndt

—[s—k )t T
= lim|{ < -1 (1 - lim e-“"‘“‘)
T—m g — k g — k T—ram

0
*  KhiRe(s)>Re(k), lim e R =g
= Khi Re(s)< Re(k), gi6i han trén khéng t6n tai
Vay P }= lk véi Re(sy>Re(k)
Dén dén cap bign-déi Laplace:
f(t)=e™

F(s)=

L Re(s) > Re(k)

s—k

2.1.2. Sy tdn tai cta bién ddi Laplace
Binh nghia ham bic mii:

Ham {(t) 12 ham bdc mil (exponential order) khi t — o0 néu 16n tai mot sé
thue o va céc so thuce duong M, T sao cho:

If(t) < Me* véimoit>T
Diéu nay ¢ nghia néy tén tai mot ham e mii 48 Me® 1uén Iém hon tri tuyét

doi cua f(t) khi tang t tir t > T thi f(t) Ia ham bdc md. N6i céch khc, him
béc mii f(t) khéng tang nhanh hon ham e mii dang Me®',

Gid tri o nho nhét trong tip cdc gia tri ¢ sao cho (1) < Me" duge goi la

bién hi tu (abscissa of convergence).
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Nhdn xét: Phan 16n cac ham toan hoc bicu thi trong cac ing Jung la ham
bic mil.

Vi du I: Ham khong phai 1a ham bac mii la e*

Vidu 2: Ham sb f(t) = t* 1a mgt ham bac mil.
Thue vy, khai trién chudi Taylor:

e™ =1+t +%a2t2 + éa“t“ Foe(00 > 0)

[+13

=t < khi t — oo, vay f(t) =t 1a ham bic mi.

o

Dinh ly veé s ton tai cia bién ddi Laplace:

Liuy:

Néu mot ham sb nhan qua f(t) lién ruc ting phan (piecewise
continuons) trén doan [0,20] va 12 bic mil véi bién hdi tu o, thi bién
déi Laplace ctia f(1) ¢6 mién hoi tu laRe(s) > o_, va bién ddi Laplace
cua f{1) dugc tinh theo cong thire:

Zitw}=Fe) = [fne™dt
0

Mién hoi tu duoe ky hiéu 1a RoC {F(s)}

Pinh ly trén chi phat biéu dleu kién du, tirc 1a néu ¢ diéu kién cua
ménh dé& thuin xay ra: ham s6 nhan qua f(t) lién tuc ting phan trén
doan [0,:0] va 1a bac mii vdi bién héi tu o, thi f{t) co bién dbi
Laplace, mién hoi tu la Re(s)> d.. Piéu kién nguoc lai chua chéc
d3 dung. Didu dé cé nghia ¢6 thé ¢6 cac ham s tdn tai bién déi
Laplace ma khong thoa man diéu kién noi trén hay pham v1 cac ham

sé c6 bién ddi Laplace co thé 1on hon pham vi cdc ham s6 dge xét
trong diéu kién da néu.

Didu kién lién tyc timg phan (piecewise continuous) cé nghia {a ham
s6 f(t) ¢6 mdt sd hitu han céc diém gian doan loai 1 (finite
discontinutics), ngoai cac diém d6 ra ham so f(t) la lién tyc va bi
chin.
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1 2 : . .
Vi du: Ham f(t) =T§ co diém gian doan loai 2 tai t = 3, day
khéng phai 12 ham s6 lién tuc timg phin.
Vi du: Ham c6 dang nhu sau;
t
1:()

—_—

I B T S

¢O vo §é diém gian doar} loai 2 tai 0, 1, 3/2, 7/4..., day khong phai 1a
ham s6 1ién tuc ting phan,

Mién hdi ty trén mit phang phirc 12 phin nira mat phing bén phai
cua dudng thing dimg s=o,. Mién héi tu duoc bidu thi boi phan
duge gach chéo trén hinh v& sau trong 2 truong hop o, >0 va
o, <0.




2.1.3. Céc tinh chéat ctia bién doi Laplace
Ba tinh chit sau duge suy ra tir ngay bidu thire toan hoc ctia phép bién déi
Laplace:

1. Tuyén tinh: Cho f(t) va g(t) 1a cac ham 36 c6 bién dbi Laplace mlen
hdi tu 1An luot 14 Re(s) > o, va Re(s)>o,, o va B 1a céc hang sd,

thi:
Z{af) +pe) = a LW} + L {gt)} (2.1.8)
Mién hoi tu: Re(s) > 6 = max(c,,0,)
Chitng minh:
Ziaf) + B} = [lof() +Pgvl™dt = a [f(e ™ dt+p [ge™dt
0 : 0 0
=a Z{tM}+pZL{gt))

Mién hdi tu phai 1a giao ctia 2 mién dé 2 cdng thirc tich phan suy rong hoi
tu.
2.Dink Iy dich thir nhét: Gia sit f{t) 6 nh qua phép bién ddi Laplace 1
F(s), mién hdi ty Re(s) > o, , k 12 mét hang so, thi:

Lk )| =Fs-k) (2.1.9)
Mién héi tu: Re(s) > o, + Re(k)
Ching minh:
Zlvew)= jck‘f(t)e-S‘ dt = ft(ye"Kkdt = Fs - k)
0

Qua trinh blen dbi trén khdng 1am thay dbi mién hdi tu.

3.Dgo ham ciia phép bién dsi: Gia st f(t) c6 anh qua phep bién dbi
Laplace 14 F(s), mién héi tu Re(s) > o, nla mit s6 nguyén duong thi:

.EZ’{z“f(t)} - 7 an(S)

(2.1.10)
Mién hdi tu: Re(s) > o,
Chirng minh:

i)} =Fs) = ffe™dt
0
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- dZFIEs) d" ?f(t) sty
S
Oj‘—— [f(t)e"l }jt ‘S‘ t=(-1)" Q‘Tt"f(t)e""dt
0

0

-Cr o)
viy ZU(0))= (-1)" ddF(S)
5

Qua trinh bién ddi trén khong 1am thay déi mién héi tu.

2.1.4. Bang céc bién dbi Laplace théng dung

f(t) LU} = F(s) Mién hdi ty ReC
c, ¢ lahing sb d Re(s)>0
s
1
t — Re(s) > 0
S
", n la s& nguyén n! Re(s) > 0
duong g
_ . . 1
e, k 1a hing sb - Re(s) > Re(k)
S [—
sinat,ala hﬁmg 56 > a 5 Re(s) > 0
s +a
cosat, a 1a hing sb > 5 | Re(s) > 0
s”+a
e sinat, k&ala 32 : Re(s) > -k
cac hing sé (s+k) +a
e ™ cosat, k & a la 5"‘21( : Re(s) > —k
cdc hang so (s+k) +a
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2.1.5. Bién déi Laplace nguoc
Ky hieu Z'{F(s)} dé biéu difn mdt ham nhan qua f(t) sao cho bién ddi
Laplace caa f(t) 1a F(s), diéu dé c6 nghia:

néu LM} =Fsy thi 1(t)= L {Fs)} (2.1.11a)

Phép bién dbi tir F(s) sang f(t) néi trén dugce goi 1a Bién dbi Laplace ngugc
(Inverse Laplace Transform). f(t) la anh cua F(s) qua phép bién ddi

Laplace nguoc. 2 k¥ hiéu cua toan tir Laplace ngwge (inverse
Laplace Transform Operator). Hinh v& sau thé hién mbi quan hé day du
gilra cidc mién xac dinh théng qua cac phép bién dou.

2}

o

Anh cia f(t) qua phép bién dbi Laplace chi mang théng tin vé f(1) trén mién
t = 0. Didu nay din t6i Z'{F(s)} chi cho thong tin vé f(t) véi t 2 0. Khi
viét 21 {F(s)} = f(t) thi ludn phai hiéu ring f(t) 1a mét ham nhan qua. Mot
cach chit ch&, phép bién déi nay phai viét la:

Z{Fs)} = f(Hu) (2.1.11b)

véi u(t) 12 ham nhay don vi d& duge dinh nghia & phén trudc.

Mt s vi dy doi véi bién ddi Laplace ngirgc:

Vidu I: Tim ! L trén mién Re(s) > 2
(s+3)(s-2)
11
1 5,5

G+3)5-2) s+3 5-2
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g~1{_1_}=ﬂlg—l{L}+l —1{L}=_1¢—3t+lezt
8+3(s-2) 5 s+3] 5 s—2 5 5

s+1

Vidu 2: Tim £
52(52 +9)

} trén mién Re(s) > 0

1
9
s2+9 s24+9

lt—lcos3‘[——1--sin3t
9 96 27

s2 45413

2 2
s +6s+13 (s+3)7+4

Aol Toa)l| To) s [ 1o |
‘99’0 {s}+9g {52} 99 {52+9} 920 {52+9}

Vi du 3: Tim 9‘1{ } trén mién Re(s) > -3

Do Z{sin2t} = 22 vol Re(s) > 0
s“+4
s GP-L 2 -1 2 T .
nén &N —— = =N £ l_ein2t véi Re(s)> -3
s2 +5+13 (s+3)% +4)
Vidu 4: Tim Z-! {_i} trén mién Re(s) > -1
s2 +2545

5+7 s+7 s+1 2
7 = 2 = 2 +3 2
s“+254+5 (+D°+4 (s+1)°+4 (s+1)*+4

9;—1{ s+7 }:g—l s+1 }33_1{ 2 }
s2+25+45 (s+1)2 +4 * G+1)%+4

=e 'cos2t+3e " sin2t

vdi Re(s) > -1
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Phuong phap téng quét tim bién déi Laplace ngueoc cua céc
ham phén thire hivu ty

Cosoly thuyét: Cho ham phirc f(z) ¢6 diém cyuc bic n tai zp. Khai trién
Laurent tai tim zp ctia ham {(z) la:

f(z) = Za(z zo)+2b

Xét ham sé §(z) = (z—z,)"f(z) din &én

b= a2-2)" + T b, (2-2)* = 5 b (Z-2,) + Y,z -2,)
1=0 k=1 k=0 l=n

Diém zp trd thianh diém ky di c6 thé bo qua cua ¢(z) . Khai trién Taylor ham
s6 &(z) tai tAm zg din t6i
A Y
k!
Trudmg hop zo 12 diém cuc don gian, hay con goi 1a diém cuc bac méot thi

b, =Resflz)=[z- 7, ¥ @),

Xét bai toan tim bién ddi Laplace ngwgc clia m§t ham phén thire hiru
ty:
Cho ham sé F(s) trén mién s phirc ¢é dang phan thir hitu ty.

H, (s

F(s) = H,(s)

H,(s)
Véi Hi(s), Ha(s) 14 cac da thac bic lan luot 13 M va N, M<N, céc hé sb cua
céc da thire nay la thyc. Dang cua H,(s) va Hz(S) lan luot la:

(z _Zn)

viil<sk<n

H,(s)=a,s™ +ay s +..+a, = Za,s1
|=0

M
H,(s) = bys" + by s™" +..+ by =D b,s*

k=0
2g, a1,..., am; bo,b1,...., b 1a céc hé so thue

Truong hop Ha(s) chi ¢6 cdc nghiém don hay F(s) chi ¢6 cdc diém cuec bdc
mér 51,52;.45N

H,(s) =by(s—s H5-8,)...(s5y)
Khai trién ciia F(s) Itc ndy trd thanh
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F(s) = A + A, +..+ An
S-S, S-s5, S—Sy
Dé xdc dinh hé sé Ay, k =1..N, xét diém cuc bic mdt s, clia ham sb F(s)
N
A
F(s) = A +> = Ay +G(s)
S_Sk 1=} S_Sl S_Sk

1=k

R& rang 12 ham s6 G(s) c6 tinh giai tich (analytic) tai s=s, din dén G(s) c6
khali trién Taylor tai s=s;

F(s)= A +ia,(s—sk) suyraA, = ResF(s) = [(s—sk )F(Z)LSh

5=5, = s=5,

Vay anh Laplace ngugc cta ham sé F(s) 1a
N
f(t)y=> Ae™ voi A, =[(s-s, JF2)].,
k=1
Truong hgp ma sy, S,..., sy déu la cde ;zghiém thue, cac hé s& A, déu 13 sé
thre, dén dén f(t) chi chira cdc thanh phin 1a cic ham e md.
Truong hop cé mét nghiém phirc S, =6, +jo, . Do H(s), Hx(s) déu 13 cac
da thite v6i h¢ s6 thuc nén f(t) phai ¢6 them mét didm cuc bic mét tai
s; =5, =8, —jo,. T d6 din dén:  A_ =A,
Neéu A c6 dang A, = Re(A,)+jI_(A,) thi A, = Re(A,)+jI, (A,)
Tir ddy din dén f(t) c6 cac thanh phin
Ae™ + Age™ =[Re(A,) + 1, (AR ™" +[Re(A, ) jI (A ) oo
=Re(A,)e™ (&M + 7Y + jIm(A, Je' (9 —e )
= 2[Re(Ak)e°"' cos®, t —Im(A, )e™ sin wktJ
V6i A, =[(s -5, )F@)]_, va o, =Re(s,),0, = Im(s,)

Téng quat, f(t) c6 dang
r N
f(t) = Z 2[Re(A, )e™ cosm;t — Im(A )e™" sin mlt]+ Z A e™
1=1 k=MN-2r
Trong do
* l=Llr, s 1a cdc nghiém phac don, o, =Re(s ), 0, = Im(s))
Af = (S - 'Slf )F(Z)]_‘.:_\_J
k

=N-2r,N, sclacic nghiém thye don, va A, =[(s—s, )F(z)]s=sk

¥
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Truong hop ham Hj(s) co nghiém boi bdc r tai s = s; (5i la nghiém thuc)
Do sy 14 diém cuc béc r cua F(s)

F(s)=i+ A, +ZB )

5—§, s--s2 s sN

= G(s) +§B. ? _1Sk).

RO rang G(s) ¢ tinh giai tich tai s = s, nén khai trién chudi Laurent cua F(s)

tat tAm s = sy ¢0 dang: F(s) = ZB, (1—|+ Zai(s—sk)*
I=1 5—8 i
Luc nay, xét ¢(s) = (s -5, ) F(s)
()
Do sx trés thanh didm k¥ di ¢6 thé bo qua ciia ¢(s) nén B ¢ l(TS

Anh Laplace nguge cia ham F(s) la:
m=r B tr -l s,il

fit)y=> Ae™+
(t)= Z Z Y
s, 1=lm-r ,[lacde diém cuc thuc bic mot cia F(s)

i A, = [(5 —s, )F(Z)Lsi

. i
s, la diém cyc thuc bdcrcuaF(s), B = ¢—(ISQ
véi §(s) = (s -5, ) F(s)

2.1.6. Phwong trinh vi phan tuyén tinh hé s6 hdng

Tinh chit bién doi ciia dao ham

Gia sir ham f(t) ¢6 bién ddi Laplace F(s) = Z{f(1)} thi:

2"{%} = sF(s) — £(0) (2.1.12)
Chitng minh.
Z {5@} = djﬁ e Sdt = OT S = e-*‘f(t) ® s jf(t)e“*‘dt = sF(s) - £(0)
dt 5 dt 0 o

Trudmg hop gidn doan tai t = 0, tich phan cta phép bién dbi phai ldy cén
dudi tir 0-, do d6
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2’{%} = sF(s) - £(0-) (2.1.122)

Twong tu cho dao ham béc hai:

2
S{E—Zf} = 52F(s) —sf(0) - f'(0) (2.1.12b)
t
Téng quat, bién dbi Laplace ctia dao ham bac n:
n n o
9’{%{:} =s"F(s)- > s"fli-1D(0y (2.1.12¢)
t i=1

Tinh chdt bién dbi ciia tich phan

Gia sir ham (1) c6 bién ddi Laplace F(s) = Z{f(1)} thi:
t
52’{ If(‘:)dt} = @ L (2.1.13)
0

t
Chirmg minh: Xét ham sb g(t)y= jf(t)dt .
0

Nhin thdy i—% =f(t), g(0)=0
Dit G(s) = L)}
= FG() =2} = 3’{%} = sG(s) - g(0) = sG(s)

vay Ze(0}=00) = 1Fe) =L o)

t
Hay g{ If(‘r)d*r} = Fs)
0

$

Gigi phwong trinh vi phitn tuyén tinh hé sé hing
Phuong trinh vi phdn tuyén tinh hé sé hing 14 céc phuong trinh ¢é dang sau
d"x d"'x dx

ddy a, — +a

G T g P g = f(t), v6i ap, an1, ..., 3 12 céc hing

z
A

80.
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Giai phuong trinh vi phn tuyén tinh hé s hang néi trén 14 tim ra ham sb
x(t) v6i ham s f(t) cho truée va céc diéu kién diu x(0), x’(0),..., xX""(0)
cho trde. x®(0) 12 ky hiéu chia gid tri dao ham béc k cua x(t) tai t = 0.

Dua trén céc tinh chat bién di ciia dao ham va bién @i cua tich phan, cac
phuong trinh vi phan tuyén tinh hé so hing dugc dwa vé phuong trinh dai
sé. Nghiém cla phuong trinh vi phéan duge suy ra tr nghiém cia phuong
trinh dai s& théng qua phép bién dbi Laplace nguoc. Sau ddy 12 mot s6 vi dy
vé cac phuong trinh vi phin tuyén tinh hé s6 hing.

2
Vi du 1: Giai phuong trinh vi phan: %[; + 5% +6x(t)=2¢",t20

x(0) =1
x'(0) = 0
Bién ddi Laplace ca 2 vé cta phirong trinh vi phan:

(5} 5x(0) (0} 55X6)-5x(0)+ 6X() ==

véi diéu kién dau:

X(s)(s2 +5s +6)— (s+ 5): gZ_

+1
s* +6s+7 A A, A
X - - 1 2 + 3
) (s+l)(s+2)(s+3) s+1+s+2 s+3
s? 4+ 65+7
A = ——=% =1
' s+ 2)s+3)s =1
s’ +6s+7
A, =p—— =1
2T (s+1)Xs+3)s=-2
_STHbsHT )
s r1)s+2)ls=-3

1 i 1
Vi Xis)= + -
a4 () s+1 s+2 s5+3

x(t)=et +e? - 120
2
Vi du 2: Giai phuong trinh vi phé‘m% +6 % +9x%(t)=sint,t=0

x(0) =0

véi didu kién dau:
X'(0)=0
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Bién ddi Laplace ca 2 vé cua phuong trinh vi phan:

$*X(s) - 5x(0)~ x(0) + 6sX(s) - 6x(0)+ 9K (5) = 1
s* +
i
X(s)s® +6s+9)=
(SXS + 08+ ) 52+1
1 A A A A
X(s) = =2y 2, 3
) (5+3V(5°+1) s+3 (437 s-j s+j
PO _-3-4j
(s+ifs+3)F|s=-j 100
A, = 1 ~3+4j
T s=iNs+3)s=j 100
Xét ¢(s)=(s+3)2X(s)=T—- = ¢'(s)= ~2s
(sz+1)2
1 1
A12 ='-¢'0L?) _ = 2 = —
Pls==-3 s"+1s=-3 10
_OE) s _3
o k=2 (Sz+1)25_—3 50
301 11 —3-4j  —3+4j

= +

V50543 10 (5237 100(5- 1) 1005 )
2 1 1 1 3 s 2 1
= +— -= +—
50s+3 10(s+3f S0s’+1 2557 +1]

x(t)= —3—e‘3t +—l—te“3t —icost +—2~sint t=0
50 10 5 25

2.1.7. Ham nhédy don vj va ham xung don vi
Ham nhdy don vj
Ham nhéy don vi duge dinh nghia 12
0 (t<0
u(t) = ( ) (2.1.14a)
1 (t=0)

Ham nhay don vi duge diing dé biéu dién cic ham sé khong lién tuc, tai cdc
diém khong lién tuc, ham so gidn doan loai 1. Vi du ham khéng lién tuc l1a
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ham xung vudng, két qua tir viéc dong ngdt cac cdng thc trong mdt mach
dién.

wit) u(t-a)
i

Khi bidu didn ham nhay dom vi tai thoi didm a, ham nhén dugc la két qua
tinh tién ham u(t) di mét khoang a

0 (t
at—ay= 10 <@ (2.1.14b)
I (tza)
Ham sé nhdn gi4 tri bang 1 trong khoang tira dén b dugc bigu dién la
(- a)—ut—by=1. (ast<b) (2.1.15
— -1 _— = 1.
uit—a) =0 izb )

Vi du ham nhén qua {(t) co
f,(t) (O<st<y
f(R) =46, (t St<t,)
(0 (<)

Ta c6 thé biéu dién thanh
£ = £, Ofa) —ut -1, ]+ Ot -t) - ut -t et - 1)

= £, (Ou(t) +[6, O - f Ot -1,)+ [£,(0)-f,(Ot-1,)
Bién déi Laplace ciia ham nhay don vi

Cho ham nhay don vitaia: u(t—a) a20
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g{u(t - a)} = j’u(t —a)e St

0

= ]Oe”s'dt + Te“‘ dt
0 a

=sT |+ e—as
= hm(— J:—H (2.1.16)
Towel 5 s
Truomg hop a =0 —> Z{u(o)} =1 (2.1.16a)
5

Dinh 1y dich thi hai

Cho ham s6 nhén qua f(t), ham s§ f{t-a)u(t-a) 14 két qua khi ldy tinh tién
sang bén phdi ciia ham s6 f{t) di mét khoang a

ft-ayu(i-ay=q o (< @.1.17)
PR - 12 -
f() ft)ult-a) f‘(m)u(’c-aJ
¢
0 »t 0 o =t 0 a -
Phdr biéu:  Néu Z{f(1)} = F(s), a 1a mot héing s duong
Z{f(t—a)u(t —a)} = e F(s) (2.1.18a)

Chitng minh:
Z{i(t-ay(t~a)} = [eet—ayu(t —a)etdi = [f(t~a)edt
0 a

bt t=t-a=

g{f(t —aju{t— a)} = If(‘r)e"‘(”“)dt
0
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=e™ If (t)e*dt = ¢™F(s)
0

Ngugc lai, ta cé cong thirc

! {e““‘“F(s)}_l =f(t—a)u{t —a)

Vi du 1: Tim bién d6i Laplace cia ham sb
0 (t<a)

f(t)=1k (a<t<b) k=const,b>a>0

0 (t2b)
Gidi: f(t)=k[u(t ~a)-u(t-b)]
F() = K| Zult-a) - Z(-b))

_ k[e~as _ e—bs i| _ k(e—as _e~bs)

5 5 5

Vi du 2: Tim bién dbi Laplace clia ham $6
2t (0<t<3)
f(t)=4t+3 (3<t<5)
4 (t=5)

Gigi.  f(t)=20u(t)- (2t —t-3h(t-3)-(t+3-4)(t-5)
=2t%u(t) - 12(: —3) +11(t-3)+ lZ}.n(t ~3)=[(t-5)+ 4hu{t~5)
21 = Zoeu()- LR -37 +11(t-3)+ 12 -3)f

-Z{(t-sh(t-35) - Z (- 5)

mi_e_‘s(i H i)“e_ss[L_i.i)
s s’ §' s st s

Vi dy 3: Tim bién dbi Laplace ngugc clia ham s6

e
s(s+2)
Gidi: 4.2 2 :2{ u }=(2—2‘2‘)1(a)
s(s+2) s s+2 s(s+2)

(2.1.18b)
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4™ | (5 _g-2-4) )y -
Q{S(Hz)}_(z 229t - 4)

Vi du 4: Tim bién dbi Laplace nguge cla ham sb

e ™ (s+3)
F{s)= ——a—7
) s(s® +1)
Giai:

6+3) _3_ 3 1 ag{iﬁﬁl_}=(3~3cost+sm)u(t)

5(52+1)_S s2+1 s+l s(sz+1)

- z{wﬂ} _ [3=3cos(t = )+ sinft ~ 2)}uft )

s(s? +1)
= [3+3005t~sint]u(t—n)

B 0 t<m
B [3+3cost—sint]u(t—n) tzmn
Ham xung don vi

Ham xung don vi 1a mét ham toan hoc dwoc ly tuéng hoa c6 dang:
S(t-a)=0 (t=a) va js(t—a)dt=1 (2.1.19)
Ham s nay con duoc goi la xung Dirac, hay xung delta. B thi cua ham

xung don vi duge cho nhu ¢ hinh vé duéi day:

8 a)
i

e %

el—s

Ham xung don vi tai vi tri 0 14 8(1)
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8(t)=0 (t=0) va Ta(t)dtzl (2.1.19a)

Chung ta thira nhan tinh chét dich sau day:

jf(‘)z‘(‘ ~a)dt = (1) ., = fla) (2.1.20)

Néu chon cén ctia phép ldy tich phén tir o dén B:

; fla) a<a<P
fe(to(t—a)t = o |2=¢ (2.1.21)
« azf

Bién doi Laplace caa ham xung don vi

+0
V& a > 0, theo dinh nghia g{é(t—a)} = Iﬁ(t ~aeMdt=e™ theo dung
0 .
cdng thire cta tinh chit dich thir hai. Tir d6 ta ¢é cip bién ddi Laplace

Zp-af=c*
{2’“ {e-‘d-‘* }: 8(t - a) 0 (2.1.22)

Trong trudmg hop a = 0, cén dudi cla tich phan iy tir 0-.

i)} = ja(t)e“‘dt-e 0 -

-0

Cap bién ddi Laplace la:

Z =
{ g_,{?l(?i 5(11 ) (2.1.22a)

Mbi quan hé gifta ham nhay don vi va him xung don vi

\ 20
Nhin xét ring: ja thdt = {0 0
<

{theo cdng thitc cua tinh chét dich)

Biéu thirc nay lai thé hién ding gid tri ciia ham u(t). Tir day suy ra:
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u(t) = I&(r)d‘r (2.1.23a)

hay %u(t) =3(t) (2.1.23b)

Tuong ty ta ciing c6 két ludn

d
L Wty =8(t-a) (2.1.24)

Dao ham téng qudt

Tir két lugn dao ham cita ham nhay don vi 1a ham xung don vi, nguoi ta dua
ra khai niém dao ham tdng quéat cia mdt ham sé lién tuc timg phin (6 hiru
han céc diém gian doan loai 1).

Gia st f(t) 1a mot ham sb lién tuc ting phén, ¢6 cac didm gian doan loai 1 tai
cac vi tri ty, ty,....tn, budc nhay tai cac vi tri d6 lan luot 13 d,, ds, .... d,. Sau
khi biéu dién f(t) theo tdng ciia céc thanh phin ma méi thanh phin la tich
clia mOt ham lién tuc v&i mdt ham nhay don vi rdi liy dao ham dwoc:

f'(ty=g'(t)+D dd(t-1,) (2.1.25)
i=l
g’(t) 12 dao ham bac nhat clia f(t) tai nhitng vi trf ham 1(t) tdn tai dao ham.

Véy dao ham tdng quat clia mét ham sé lién tuc timg phin bing dao ham
bac nhét cua ham sb do tai nhitng vi tri ¢6 dao ham cdng véi tong cha céc
ham xung don vi tai cac vi trf gidn doan nhan véi do Iém budc nhay.

Tai céc diém gidn doan, bude nhdy 6 d6 16n bing chénh léch giita gidi han
tréi va gioi han phai cia ham sé tai diém gian doan nay:
d, =1f(t, +0)-f(t,-0)

Dic biét, nfu ham gian doan tai 0, dao ham tdng quat cta né s& ¢d thanh
phén:

[£(0+) - £(0-) ()
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Vi du: Tim dao ham tdng quat ctia ham sb

2t*+1 0<t<3
f()=4 t+4 3<t<$
4 t=5
Giai: Ham sdc6 3 diém giandoantai  ,=0,t,=3,vat; =5
Ching ¢6 cac budc nhay lan ot 13 d,=1,dy=-12, vads=-5

1t
Fy

12
3 — ;
0 3§ g
~55(t-5)

~128(3)

= £'(t)=g'(t)+8(t)-125(t - 3) - 58(t - 5)

4t 0<t<3
voi  g{t)=91 3<t<5
0 tz5

2.1.8. Xem xét thém vé phrong trinh vi phian tuyén tinh hé sé
hang

Phén nay s& xem xét thém dén cac phwong trinh vi phén tuyén tinh hé sé
hing c6 veé phai la cdc ham so ¢ céc diém gidn doan.
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Vidy 1: Giai phuong trinh vi phan

2
—‘jlt—f+5dl+6x(t)=f(t) 420
i f(t)={3 0<t<6
0 t=6
»(0)y=0,y"(0)y=2
Giai: f'(t) = 3[11(t)-— u(t - 6)] =

3 3%
F6)- )22
Léy bién déi Laplace c4 hai vé cua phuong trinh:

s7X(s)- 5x(0)~ x'(0)+ 5sX(s)- 5x(0)+ 6X(s)= > - &

—Gs

5 5

X(s)s? + 55+ 6)= 303"

s S
2s+3 3¢5
5)

N s(s+2)s+3) s(s+2)s+3)
X(s)=X,(s)-eX,(s)
- Xét X,(s)= 25+3 AL A A

=3 —°_

hs(s+2)(s+3) § s+2 s+3

_ 2543 1
b (s+2)s+3)s=0 2
25+3 !
A, = -
P os(s+3)s=-2 2
25+3
A, = =-1
} s(s +2}s = -3
Lox@ell,l 1
2s 2s+2 s+3
3 B, B B
n Xét X(s)=—0——m =1 P2 By
: ) s(s+2)(s+3) s+s+ +s+3
B, = -1
] (s+'2Xs+3)s=0 2
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3 3
B,: _ ——
P os(s+3)s=2 2
3
B, = =1
Pos(s+2)s=-3
13, A

1131+1
2s 2s+2 s+3

11 1 1 1
Vi X(s)=| -+ ——— ——— -
v () [25 2s5+2 s+3}

l:}_+1_t_e—31]_[%_%e—2(1—6)+e—3(t-6):|u(t_6) t>0

Vi du 2: Giai phuong trinh vi phin
d’x  _dx df
+5—+4o6x(t)=fit)+3—
dt’ dt (1)=1(1) dt

voi flty =eu(t),
cac diéu kién ban dau déu bang 0.

Gidi: f(t)=eu(t) = F(s)=g{f(t)}=%
S
f{0~-)=0
Ly bién ddi Laplace c hai vé cua phuong trinh:
$2X(s)-sx(0)-x'(0)+ 5sX(s)~ Sx(ﬁ)+ 6X(s)= F(s)+3sF(s)- 3f(0 -)
1 3s

X(shs” +35s+6)= ——+——
()( ) s+1 s+1
3s+1 A A, . A,

X(s)= -
) (s+1)Xs+2)s+3) s+l 542 543

3s+1
A, =
' (s+2Xs+3)
_ 3s+l
P (s+1)s+3)

A = Is+1
Yo(s+1)s+2)

= -1
s =—1

A

s=-2

=4
§=-3
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1 4 5
+ +
s+1 s+2 s+3
= x(t)=-e"+4e N -5e 120

Vay X(s)=-

2.1.9. Tich chap

Cho 2 ham sb f(t) va g(t) lién tuc timg phin. Tich chép cua f(t) va g(v), ky
héu 1 f*g(t), duoe dinh nghia:

frgt)= [f(t)g(t-)s (2.126)
Trudng hop dic biét khi f(t) va g(t) déu 12 cic ham nhan qua thi:
fx)=0 1<0
gt-1)=0 1>t
1
frg(t) = [f()glt—t)d (2.1.26a)
0
Céc tinh chit:
* Giaohodn: fxg(t)=g*f(t) (2.1.27)

Chitng minh:

gt = [t ke = Jolt—, ), M-,

= |f(t-1,)g(z, Jdv, =g *£(2)

Tinh chit nay ciing dung trong c4 trudmg hop f(t) va g(t) khéng nhan qua

=

»  Bién déi Laplace cua tich chdp: Néu f(1), g(t) 1a cdc ham nhédn qua,
béac m, lién tuc timg phén khi 20, c6 anh Laplace lan lugt 1a F(s) va
G(s) thi:

Z{t « g(t)} = F(s)G(s) (2.1.28)
Chitng minh.
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oz

F(s)G(s) = Z {0} (g0} = ﬁf(rl)e‘“l qu jg(rz)e‘“‘?z drz}

o

= u]Ie_ShIHZ)f(tl)g(tz)dtad’cz = He_smﬁz)f(rl)g(rz )d":1d":2
b R

a

Véi R 1a géc phan tu thi nhét trén mit phing Pécac (Cartesian coordinate
system)

P&i bidn t=1,+1, v& T=1,, mién R d6i thanh mién R, bao boi trye thuc
duong va dudng phin giac goc phan tu thir nhat.

Vidu: Tim 4 —1——}

$2(s+ 2)?
Giai: Xét F(S) = -17 va G(S) = _,1_._
8 (s + 2)
= f(t) =t g(t) = te 2
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= ! {F(S)G(s)} gxf(t)= If t~1)g{tldr

i I t
_ — -
= {te¥ (t—tldr =t {re7'dr - Itze dt
0 G 0

‘ 1e ' dr == ——1 _te”
; 2
. t dT “-Ei“ te—zt _tze-zr
; 2 2
Vay
- . i _, l_ o2 -te—Zl ~ l_ e—2t -_[e—Zl _tze—zm
s2s+2?7) |4 4 2 | |4 4 2 32
et e
4 4 173
=l o)

2.2. BIENDOI Z

2.2.1. D3y sb

Day s6 vé ban chdt 14 anh xa tir tap cac sb nguyen Z vio tap cac sb thue R
hodc tép céc sé phue C. Neu tap dich la tap cac s thue R, ta cé day sb thue.
Néu tap dich 12 tap céc sb phirc C, ta c6 diy sé phue.

Mot day s6 ¢6 hiru han céc phan tir duoc ky hiéu nhu sau:

{xn };H = {x{)!x]!"‘>xN~!}

n duge goi 1a chi s6 ciia mdi phan tr x, trong diy sé. Mo 1dng ra cho day sé
¢6 vb han cac phén tu:

{xn}:’ = {xo,x,,xz,...}

CH RS O S S O .
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Trong tai liéu nay néu chi ghi {xn} ma khong ¢6 chil thich gi thém ¢b nghia

la chi sb cla day chay tir —oo dén oo,
2.2.2. Bién dbi 3
Pinh nghia

Cho day sb {x,}, bién dbi Z ctia diy {x,} duoc dinh nghia la:
Zx, }=X(2)= ixnz"" 2.2.1)

Tuong tr nhu phép bién dbi Laplace tac dong 1én mot ham 56, bién déi Z
tac dong 1én mot day s thu duoc anh 13 mdt ham bién phirc. Z 14 toan tir
ctia phép bién ddi va z" 1a nhan cta phép bién doi.

Céng thire trén duoc goi 1a cong thire ca bién doi 2 hai phia. Bén canh dd
con ¢6 bién ddi & mét phia duoc dinh nghia béi cong thire sau:

ZHx, 1= X'(2) = i x,2" (2.2.2)

Va ciing tuong tu nhu khai niém ham nhan qua trong khdng gian cidc ham s6
lién tuc ta cé khai niém diy nhan qua. Dy nhin qua ¢é thé duge hiéu la day
bit du tir chi $6 0 hodc cling ¢6 thé duge hiéu 14 day c6 cac phan tir bing 0
ung vai cac chi s6 nho hon 0.

Nhan xét ring bién ddi % mét phia va bién déi Z hai phia ciia mét ddy nhan
qua la nhu nhau. Néu nhur trong céic bai toan ciing nhu cong thire bién dbi
ma khong c6 su d& cép cu thé 13 bién ddi 2 mot phia hay hai phia thi ludn
quy udce rang bién dbi Z hai phia dang duge sir dung.

Vi dy 1: Tim bién doi 2 cta diy s6 sau:

2" n=z0
X, =
0 n<0
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Hay

W=-a h=it n=0 = E - 1 “‘ 22_]
z
v |-2— <1
|2
X{z)= Z_ i 2] >2
z-2

T vi du trén, ta c6 mot s6 nhét xét sau day:

Giai:

68

Anh cua day {x,l}={2“}: qua phép bién di Z a4 ham sb

X(z.) =

22 nhung chudi ham > x,z" chi héi tu dén X(z) vei

pham vi z nim pgoai dudmg tron tdm O ban kinh 2 trén mat phing
bién s z.

z
z-2

Dz sb {x,} chinh la c4c hé sé trong khai trién ham sé X(z)=

theo chudi luy thira cia z. Thye vay:




Mién hji tu ciia bien d6i 5

oy
Tép hop tat ca cac gid irj z ma tai d0 chuot ham anz'” hoi tu duge goi la
f=—x

midn hoi tu cta bién ddi B. Mién héi tu duge ky hidu 1a RoC{X(z);.

Phan tlep theo s& dua trén quy tic hoi ty Cauchy dé chi ra mién hoi ty cua
bién ddi Z trong céac truong hop ddy ix { } bi chin ca hai phia, bi chin mot
phia, va khong bi chén & phia nao (cé chi s6 chay tlir —e dén ).

»  Tiéu chudn hdi tu Cauchy: Xét chudi sb Zu Néu llm\u | "l
=1

[shn i)

thi chudi sb trén hdi tu, nguge lai chudi s6 trén 1a phén k¥ (tham
khao [3] trang 345).

»  Ap dung quy thc hd1 1y Cauchy vao cdng thire bién ddi

X(z) = ZX 27 =X, +}:x z°+ anz (2.2.3)
N Xilz) = X,(2)

Dé X(z) hoi tu thi ddng thdi ca hai chudi thanh phén déu phai hoi tu

Xét D x,z™ , theo tiéu chuan héi tu Cauchy chudi nay hdi tu néu va
=]
chi néu:

n

llmﬁx“z

e timl, [l <1 >R, =

n—re

I
Im i

e ’
M'ré‘rT h@-‘wwa X (2) Mita har tu ca %, 2) Misn hat b cua X(2)
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_! a0
Xét anz"‘ = Zx_]z' , theo tiéu chuan hgi ty Cauchy chudi nay
I=1

n=—a
=1
[
fl

[++]
» Mién hdi tu cua anz"" phédi ndm bén ngoal mot dudmg
n=|l

tron trén miit phing Z.

héi tu néu va chi néu:

|
_lzl‘/]

lim/x
|-2o

<le %im[x_l[%h‘ <le|d<R, = [}iry[x_l

*  Qua d6 c6 két ludn nhir sau:

Y

-1
Mién héi tu cia anz'" phai ndm bén trong mot dudng
n=—uo

tron trén mit phing Z.

A

Mién hdi tu cita X(z) néi chung 1a nim trong mot hinh vanh
khan bao béi hai dudng tron.

A i

Truong hop R,_ >R, hay limx,

-t
i’ z[limjx_,;f"' ] thi

I-ser
X(z) khéng ¢6 mién hodi tu, cé nghia l1a trong truong hop
nay {x, } khong c6 bién dbi Z.
Téng két cac trudng hop hoi tu ctia bién ddi Z nhur sau-
" Neéu {x,} bi chan & ca hai d4u, mién hoi tu 14 toan bo mat phing Z.
* Néu {x“} bi chan & dau dudi (ddy nhén qua 14 trudong hop riéng),
mién hdi tu [a bén ngoai mot dudmg tron.
 Néu {x,} bi chin & ddu trén (day phan nhan qua la truong hop
riéng), mién hoi tu Ia bén trong mot dudmg tron.
* Néu {x,} bi khong bi chin & ca hai diu, mién hoi tw 12 hinh vanh

Vo
khan ftrong truomg hop R, <R, véi R =limjx " va

f—rm:m
17!
A

R,, =[lim[x_]

|+
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Ngoai ra d6i v&i cac diém z=0 va z= 1a phai xét nhu sau:

» Néu {x,} x4c dinh trén cic phin t&r ¢6 chi s6 duong, ta phai loai
didm z =0 ra khoi mién hoi ty,

= Néu {x,} xéc dinh trén cac phan tir ¢o chi sO dm, ta pbai loai diém
z = oo ra khoi mién hoi tu.

Vay trudmg hop duy nhit ma bién déi 2 cua {x“} hdi tu trén toan by mat
phing Z ké cd cac diém z=0 va z=oo0 la:

a n=0 . . . <
X, = voi a la hing so
0 n=0

khi d6 nguoi ta ky hiéu day 1a ad, voi

1 n=0
6“:
{0 nz0

ddy nay con dugc goi la ddy Delta — Kronecker.
2.2.3. Céc tinh chét cta bién d6i 2
a. Tuyén tinh

Cho {x,} va {y,} co bién 25 Z lAn luot 1a X(z) va Y{z), o va p 14 cac hang
s6& (thure hodc phire thi:

Lz\{axn + BYn } = a:};{xn } + BE{Yn}z (]..X(Z)'i‘ BY(Z) (224)
Chtrng minh:

z{axn +BYn}= Z(C"Xn +Byn)Z—n = anz‘“ +BZJYnZ_n

[=—e == n=-m

=aX(z)+ BY(z)
b. Tré (dich thoi gian)
Cho {x,} ¢0 bién déi 2 la X(z), {y,} 1a € cua {x,} ¢ mot doan ng
y, = X , thi:

L=1ny

Zy, }=z"X(z) (2.2.5)
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Chieng minh:

o

n=—e n=ww h=-x

¢. Nhin vaia"

Cho {x,} co bién ddi Z 1a X(z) thi:

2w, J-x(2)

a
Chirng minh:
= - - z\" zZ
<o T — n -no_ = :X -
2. Z;,a T me[a] [a}
d. Nhin véin
Cho {x,} c6 bién dbi % 1a X(2) thi:
.fi;{nxn }= —ziX(Z)
dz
Chitng minh:
d d| <. 2 d
_._.X = —_— n — — N )=
& (2) o L;ﬁoxnz } 2 X )
= ixn(— n)z~o+) - - i(nxn)z‘”
n=—auz n=--ac
d = — i
Vay —zd—X(z)= Z(nxn)z ' =._.:{nxn}
z o

2.2.4. Bang cac bién déi 2 théng dung

(2.2.6)

(2.2.7)

Tir ban than dinh nghia cua bién doi Z va céc tinh chit cta né, ta ¢6 ban

bién ddi Z clia mt s0 ham sb sau diy:
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X Z{f(t)} = F(s) i¢n hoi tu Re
0 {ft)) =F Mién h C
1 n=0
=& = :
X, =0, {0 h %0 1 moi z
{l n=0 7
X, = _ ‘zbl
0 n<0 z-1
a" n=0
X, = ) zZ
" |0 n<0 |z| > la]
. . z-a
a: hang sb
n nz0 z ‘ ol
= Z
"0 n<0 (z—1) |
B na"" nz0 z
" 0 n<0 ( 7 ‘Zb‘a‘
L z-a)
a: hing so
cosw,n nz0 z(z—cosmo) ‘ ‘>1
= Z
" 0 n<0 2! —2zcosw, +1
o _,S0s®en nz0 ’ zstnw, |Z\ o1
" 0 n<0 z" ~2zcosm, +1

2.2.5. Bién déi Z nguoc

Trong cac phan trude, ching ta da xem xét cac day {xn } , ma phén 1én trong
chiing 13 cdc diy nhén qua, khi téc dong lén {xn} mot todn tir Z, 14 toan tir
ctia phép bién dbi Z, ta thu dugc mdt ham s6, ky hiéu 1a X(z). Nhin nhén
thco hudng nguoc lai, {xn} la anh cda X(z) qua mot phép bién dbi got la

bién déi Z nguoc, ky hidula &'
Néu  Zix, }=X(2) thi Z7'[X(@)]=1{x,} (2.2.8)

73



Nhin xét rang x, chinh 14 céc hé sb trong khai trién X(z) theo chudi luy
thira, con duge goi 1 khai trién Laurent ¢é tim tai z = 0. Vay timg gia trj
ca {x,} duoc tinh theo cong thire sau:

_ 1 -1
Xy = Zﬂéﬁ X(z)z" \dz (2.2.9)

voi C la mot dudmng cong kin, bao quanh gbe toa do, chidu nguoc chiéu kim
dong hé va nim trong mién hdi tu cua X(z) {tham khao thém vé tich phan
Cauchy va khai trién chudi Laurent ca ham bién phtre).
Trén ly thuyét c6 ba phuong phap tim bién déi % nguoc clia mot ham sb:

* Phuong phap thang du

" Phwong phap khai trién thanh chudi luy thira

*  Phuong phdp khai trién thanh tong cita cdc phan thire don gian,
Phuong phép thing du dya trén dinh ly thing du khi tinh tich phan cua mot
ham s0 theo mét dudng cong kin. Phuong phap khai trién thanh chudi luy
thira thyc chat 1a xem xét quy ludt thuong s6 cua phép chia 2 da thire. Hai
phuong phédp ndy it duoc sir dung do cach thire tinh phire tap.
Phuong phap thong dung nhét 14 phuong phap khai trién thanh tong clia cac
phén thirc don gidn. Céc phén thirc don gian c6 bién déi Z nguge duge cho
nhu sau:

I{{ Z ]:a" v&i n 20 (2.2.10a)

Z—1a

:-‘:i"[ ! J=a"" véinz1 (2.2.10b)
Z—4a
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Rl

_1— z _ n(n—l)...(n—rn+1)an_m
o) ml

SN }z (n —1)(n—2)...(n—m)a,,_m_,

-~ (Z B a)m +1 m!

véi n20 (2.2.10c)

voi n>m+1 (2.2.10d)

D& thuén tién trong viée bidu didn cac két qua 1a tdng cua cac diy xuht phat
tir chi $0 0, ngudt ta hay siv dung cdng thue (2.2.10a) va (2.2.10c). Do vy,
chién thudt dé tim bién d6i Z nguoge trude tién 12 nén chia ham s6 X(z) cho

X(z)

z, sau d6 khai trién ===2 thanh tdng clia cic phan thire 161 gian c6 dang nhu

Z

vé phai cua (2.2.10b) va (2.2.10d), tiép‘theo nhén ca hai 'vé vai z ta co X(z)
duoce biéu dién bing téng cac thanh phin c¢d dang nhu vé phai cla (2.2.10a)

va (2.2.10c).

Vidy 1: Tim bién ddi & ngugce ctiia ham so sau:

X(Z)= z~z-2

Giai: Theo cong thite (2.2.10a)

e Z , . . ey Lt .
2 '1: jl=2“ vai n2>0, X, = 0 véi cde gia tri n khac.

z-2
Vi du 2: Tim bién d61 Z nguoce cua ham s sau:

X(z)= o

(z—1)}z-2)

Giai:
X(z) i A, A,
= = =+
z (2—1)(2-2) z-1 z-2
A= ! =-1
z—2z=
NN
z—1lz=2
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- =— + = X{z)=- +
z z-1 z-2 z—-1 z-2
= %‘][X(z)]z—z"{—z—]+g‘{———z ]=2“~1
z—1 z-2

voi 120, vax, =0 vdi cde gid tri n khac.
Vi dy 3: Tim bién ddi 2 nguoc ciia ham sb sau:
2z+1
X(z)= —2rL
@+ 1)z=3)
Giai:

X(z)_ 2z+1 A, A, . A,

z _z(z+1)(z—3)_z z+1 z-3
2z+1 ]
A = -
' (z+1fz-3)|z= 3
A = 2z+1 _ 1
ozz-3)z=-1 4
A1=2z+1 _7
Yozz+1)z=3 12
X(z) 11 11 1 1
= ——L = — =
z 3z 4z+1 12z-3
= Xz)z__l__,l._z__ ! z

3 4z+1 62—3

= ERel- e | e ]

voi n20, va x, = 0 voi cde gia tri n khac.
2.3. CHUOI FOURIER

2.3.1. Khai trién chudi Fourier

Phép Khai trién chudi Fourier duge 4p dung ddi voi cac ham tudn hoan. Ham
s0 f{t) duge goi [ ham tudn hoan véi chu ky T néu:
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f(t)=f(t+mT) voi m=£1,22,43,... 2.3.1)
. 2n ] 1 ok A . . N A 5
trong d6 © = T duge goi 1a tin s gde clia ham tudn hoan.

Khai trién chudi Fourier cta ham f(t) dugce dua ra theo cic dang sau:

ft)=A, + iAn sin(nwt + ¢, ) (2.3.2)
- n=l ’
f(t):a?“+i(an cosnmt +b, sinnwt) (2.3.3)
n=i
f{t)= icnei"‘“ (2.3.4)

Cac hé sb & dang thir nhat va dang thit hai lién hé véi nhau theo cong thire:

A, =+al+b] va @, =tan” 5 (2.3.5)

a

Trén quan diém cac ham tuan hoan chu ky T déu ndm trong mdt khdng gian
Fuclidean véi dinh nghia tich vé hudng cta hai vector la:

T

(f.g)= [r(the" (thae (2.3.6)

a

Viéc khai trién chudi Fourier chang qua la tim vector toa d¢ clia timg vector
theo co s& 1a mot tap cac vector trwc chuén bao gom 1, cosnot va sinnat

(& dang 2) hodc bao gom ™' (& dang 3). Nhéc lai ring néu @, Oy voes @

mdt co s& true chudn cia khéng gian vector V va ¥V 1a mét vector bat ky
thudec V thi:

V={V,8,)8, +(9.6,)d, +...+{%.4,), (2.3.7)

hay cac toa dd dugce tinh bing tich vé hudng cla vector v vdi ting phan tir
trong co s0.

Trén co s& 1y ludn nhur vy, cac hé 6 a, va by, diroe tinh theo ¢dng thire:

d+T

i
8= djf(t)cn (2.3.82)
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d+T
a, 2% If(t)cos(mt)dt véi n=1.0 (2.3.8b)
T
2 d+T .
b, = = If(t)sin(mt)dt vol n=1.00 (2.3.8c)
;

Dang thir 3 ¢on duoc goi la dang phitc cua khai trién chudi Fourier, Cic hé
sO trong dang nay c6 méi quan hé véi cac hé s & dang thu 2 theo cong
thire:

a(l _an ﬂjbn

. . a_ +jb._
Cp =—, C h————vorln>0,vacn= n IO
2

voi n<Q (2.3.9)

Céc hé sb ¢, cua dang phuc duge tinh trye tiép theo cong thire
T

1 o =)t
¢, == [f{thedt VneZ (2.3.10)
T d
Pi¢u ki¢n hi ty ciia chudi Fourier:
Céc cOng thitc khai trién chudi Fourier ctia mét ham sé tudn hoan theo
(2.4.2), (2.4.3), va (2.4.4) nay sinh mot vén d&: véi didu kién nao cta (1) thi
biéu thirc & vé bén phai hdi t vé ham f(t). Néu nhin nhén trén quan diém
phén tich cdc ham tudn hoan theo toa d) cua né dua trén mot co s& tryre
chuidn thi van dé d6 chinh 12 ham f(t) thé nao thi n6 thude span cta co s&
dang duoc xét dén. Ching ta thira nhan dinh Iy sau ddy.

Binh 1y Dirichlet: Néu f(t) 1a mdt ham tudn hoan va bi chin, trong mdi chu
ky:
= ¢6 mot sd hitu han cac didm cuc dai va cuc tiéy
*  hoic c6 mdt sb hiry han céc diém gian doan loai 1
thi khai trién Fourier cta f(t) s& hoi tu vé (1) tai cdc didm ma tai dé
f{t) lién tue, va hoi tu vé trung binh cfng cna giéi han trdi va gidi
han phai cla (1) ma tai d6 f{t) gidn doan.
2.3.2. Dinh Iy nhén va dinh ly Parseval
Dinh Iy nhin (Multiplicity theorem):

Cho f(t) va g(t) la 2 ham thyc tuan hoan ciing chu ky T, ¢, va d, lan luot 14
cac h¢ so trong khai trién chudi Fourier dang phirc cta f{t) va g(t) thi:
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d+7T

— jf oft)dt = chdn (2.3.11)

Chitng minh:

d+T

f(t)= icnei"‘“' véi =— jf (thedt

n=—

d+T

g(t): idue.inmt vl = — J.g tk et 4

N=—

Co

d+T Jd+T

— jf g(t)dt-- I[Zc e’““"} t)dt—Zc{ dTg t)e““‘"dti' Z

[ ==

Ma do g(t) }a ham thue nén: d_, =d; . Vay:

d+T

—J'f olt)dt = chd;

n=-m

O dang luong giac, cong thic clia dinh 1y dugce viét la:

d+T

—th)gt)dt aa0+ Zana"+b[3

nl

Pinh ly Parseval:

Trong truomg hop dic biét ham thwc g(t) tring vé f(t), ta c¢é dinh ly
Parseval theo cong thirc sau:

d+T w o
— _ﬂf Fde= e =] (2.3.12a)
Dang laong gidc cdng thuc cla dinh ly duge viét la:
ldf[f(t)]zdwia L1304, (2.3.12b)
T J 470 245Vt T o
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Vi du

Tim khai trién chudi Fourier cita dy xung chit nhét ¢4 gid tri trong mét chu

ky tudn hoan [-T,T] nhu sau:

0 -T<t<-d
ft)=1A -d<t<d
0 d<t<T
£(t)
i
-17 T4 o d T 2T 4']-
Gidi:
T d
2T T 2T 3 T
" n 7f O — c = _l_ ]:l‘f(tk-j[]fU|dt - _1_ ‘]‘Ae-jn$tdt
n 2T k 2T !
nE e in 2ed
—ie T _e T_éﬂsm T
nmn 2) T En_d
T
Ad . nmd . . sInX 120
= C, =-——sinc—— véi sincx =<
1 T 1 =0
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T T

2.4. BIEN bOIl FOURIER

2.4.1. Tich phén Fourier

Nhic lai réng néu mét ham sb tudn hoan chu ky T, thod man dinh ly
Dirichlet vé diu kién hoi tu ctia chubi Fourier thi ham sb trén c6 khai trién
chudi Fourier theo cng thirc sau:

< - . 2n Y A
flt) = chel““’"‘ vii @y = T duoc goi 1A tAn s0 gbc co ban céc he

f=—c

sb ciia chudi Fourier durge tinh theo ¢dng thirc:
A |
¢ = [e{)e " at
-

Néu quy udc bién sb rdi rac 1a @, = nw, thi cdp cdng thire trén trd thanh:

@ 1 A .
=y ¢, va Ca = Jf(t)e'“‘""dt
n=—ob ..%

¢, €0 thé duge coi la mot day s6 roi rac phu thudc vao day on.

Nhan xét rang khi ham s6 xét dén khéng cdn 1 ham s& tudn hoan nira, hay
ta ¢6 thé coi chu ky tudn hodn T — o, @y tién dan dén bién sb lién tuc.

pé xay dung cong thire tich phn Fourier mot céch chit ch&, xuat phat tir
ham sd bit ky f(t), xét ham s g(t) tudn hoan chu ky T ¢6 gia tri trong mot
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la g(t)zf(t—nT). Khai  trién

chu k (2n;1}r i< (2n;2|-1)T

chudi Fourier ctia g(t):

. H
=268 vl G, = [g(tledt
fl=—ot T __%
vGi 56 gia cna bién sb chay roirac la: Ao =0, — @, =0, = %:TE
w0 2
DO dO g(t Ig Jmll‘dr ejf-ﬂ,.l — _1_ Z Ig(.rk_jmntdt ejmnIA(D
nﬁ-m 2n 7

T,

Pithimsd  Gljo)= [alek™dx i 8(0)= 2= 3-G(jo, ™ Ao
—% ﬂl‘l:—-m

Tir ddy c6 nhan xét ring khi T —> oo thi:
» g(t) cang dan tién dén f(t)
» Aw—> 0 hay bién &1 rac w, cang din dén bién lién the o
Suy ra:
f(t)=limg(t)= lim -— ZG jo, e Aw —? I (jo)e™ da

Teren S0 D S
== —m

Cudi ciing ta 6 két luan cdng thire tich phéan Fourier:
f(t) = 1 _{f(t)e'j“"dt:’ej“"d(o (2.4.1)
2n of

f)leu ki¢n h{i tu ciia tich phin Fourier: Glong nhu khi ta xét dén khai
trién chudi Fourier, ciu hoi dat ra la trong diéu kién ndo ctia ham f(t) thi vé
trdi cua (2.4.1), ban chét 1a cong thic tich phdn suy rong, hdi tu dén f{(t).
Dinh 1y sau déy néi 1én diéu kién du dé tich phén Fourier ciia ham f(t) hét tu
vé& ham f(1).

Néu ham s f(t) thoad man cac diéu kién sau:
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« 14 kha tich tuyét déi hay ﬂf(t}dt <

* ¢ mjt s& hitu han cac diém cue dai va cuc tiéu hogic c6 mdt
s& hiru han cac diém gian doan loai 1 trong mot Khoang bt
ky cua bién sb

thi bidu didn cua tich phin  Fourier c¢6 dang
IR . ; \ 5 . .2 .

> ﬂi Ig(‘c)e "‘"dr}e“‘"dm s& hoi tu vé f(t) tai cac diém ma tai dé (t)
n— —

lién tuc, va hdi tu vé trung binh cbng ciia gidi han trdi va gidi han
phai cta f(t) ma tai d6 {(t) gian doan.

2.4.2. Cadp bién déi Fourier

Tir cdng thire tich phan Fourler, ta ¢6 c@p bién dbi Fourier:

F (L) F(JUJ jf o1t gy 429

“HE(jo) = f{t)= 2_175 ?F(jm)cj‘“‘dm (2.4.2b)

7 thé hién ton tir cua bién dbi Fourier thuan, 72 thé hién toén tu bién
d6i Fourier nguoc. Bién d6i Fourier tic dong 1én ham sé f(t) & mién bién sb
t duge ham s6 F(jw) nhan gia tri phirc & mién bién sb o.

Mot so tai liéu sir dung ky hi¢u ham anh cta bién ddi Fourier 1a F(o) béi
ban chit day 14 ham phirc véi bién so thye. Tai ligu nay cling nhu rat nhidu
tai lidu khdac sir dung ky hiéu ham s& & mién ® 12 F(jo) d& thé hién mbi quan
hé gitra bién dbi Fourier va bién ddi Laplace. D6 ciing 12 1y do ma hé sd %
T
nim & cong thic bién d6i Fourier ngugc thay vi nim & cdng thire bién dbi
Fourier ngugc.
Trong mot sb tai ligu khac, déc biét cic tai liéu lién quan dén xir 1y tin hi¢u
va ly thuyet truyén thong, bién s6 f, c6 dom vi 1a vong tren gidy, dugc thay
cho bién sb @, c6 don vi la radians trén gidy. Khi d6 mbi qua hé chi 13 thay
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1 s 4 1 - - r -k s . - \ ~ .
w =2nf va hé s6 3 ¢ cong thirc bien ddi Fourier ngugce khéng con tn tai
b
nira.
Mt s6 vi du
Theo dinh ly vé didu kién di dé cong thuc tich phan Fourier hdi t, mot
trong céc didu kién 1a _ﬂf(t]dt <o, cdc ham sb sau day la khong thoa min

-

diéu kién nay:
» f(t)=A Vt;A =constant
= f(t)=t" Va2l
v f(t)=e" VaeR

Khi quan tdm t&i bién déi Fourier cia mdt ham s, cac ham kiéu nay it khi
duge xét dén. Nhin nhan & goc d6 mbi quan hé gitta bién dbi Fourier va bién
dbi Laplace thi blen ddi Fourier chéng qua la bién ddi Laplace lay trén tryc
40 clia mién bién 56 s, do d6 néu bién dbi Laplace ctia mdt ham sé ¢6 mién

héi e khd z chira ls‘ 0 thi khdng ¢6 bién déi Fourier. O phdn sau khi xem

xét dén khai niém nang luong va cong sudt trung binh cua mdt ham sb, cac
ham dang d3 liét ké & trén dwge xCp vao loai ¢o cong suat trung binh vo han,
va khong quan tim dén phd ctia no.

Céc ham sb duoc dua ra trong céc vi du sau day chic chin t6n tai bién ddi
Fourter.

Vidy I: Tim bién doi Fourier cia ham s6 sau:

f(t) = e™uft) vdii aeR,az0
Giai:
“ . - . e—latjok 1
ﬁ{e‘a‘u(t)}= Ie‘“‘e'lm‘dt = Ie‘(*’”‘“)‘dt ==

bt o a+jo |0 a+ Jo

Vi du 2: Tim bién d6i Fourier clia hdm s sau:

fl)=e™  vsi aeRa20
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Giai:

0 0 ey =0
@g'{e—ﬂm}: Ieateﬂmtd{ + Ie-—ate—jmldt - J'e—alejmldt+ '[e—aterj(n[dt
—or 0 ¢ 0
et ekl 1 1 2
a—jo |0 a+jo|0 a-jo a+jo a’ + o

Vidy 3: Tim bién dbi Fourier ciia mét xung chir nhat:

()= {A |<T

0 t|>T
i)
4
|
| 4

~T Oi T

T .
Gidi: F ()= [Aedt

o=0
-T
v 0#( =
T . ~jot jotT _ —jeT .
F i) = IAC—J(.)[ dt = — Ae' T’I‘ _2Ae e _yarSi oT
jo i ® 2] T

-T
=  F ) =2ATsincTo Vi

sin x

. JgA=0
sincx =< ¢
1

=0
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2.4.3. Céc tinh chat cta bién déi Fourier
a. Tuyén tinh

Cho f{t) va g(t) ¢6 bién déi Fourier ln luot I3 F(jo) va F(jo), « va B 14 c4c
hang s6 (thuc hodc phirg)thi:

- Flaf(t)+ Bt} = o F () + pSF fgl)) = oF(jo)+ BE(jo)  (243)
Chiing minh.

F lat()+ e} = Jlut(t)+ Bk di=a Je()eodt+p Telteat
= aF(jo)+ BF(jo) J

Tinh chét tuyén tinh dbng thoi ciing dung véi bién ddi Fourier ngugc.

b. Bién d6i ciia dao ham
“Cho f{t) bién ddi Fourier 13 F(jo) thi:
cﬁ-{%f(t)}=(jm)13(jm) (.44
Chitng minh:
Cé:  f(t)=

1 K : jeat
E_iF(Jm)eJ dw

86



(210 -4 | 5ok ho- o L ool ao

—0

M rong: @%{ )} (o) F(jo)

¢. Cogian mién th¥i gian

Cho f(t) bién déi Fourier 12 F(jo) thi:

F {f (at)} = QF[{?J a = constant, a = 0

dt"®

Chirng minh:
F i)} = ftlat)e " dt
pat t=at =
» 2> 0, can lay tich phén tir -o0 — o
F i)y =L [ee rat= 11:[1'2]
a © a a

" a <0, cin liy tich phén tir co—-0

—0

&F {flat)} = ;11_ [ f(‘f)e_jmid[ i —-;—F(Jaﬂ]

Viy trong ca hai trudong hop &F f(at)} = ‘ I LJO))
a
d. Dich thoi gian
Cho f(t) bién dbi Fourier 1a F(jo) thi:
&F (it -t ) = e O E(jo) to = constant

(2.4.5)

(2.4.6)
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Chieng minh:
F (-1, jf(t—-to)e ot gy
Patr=t-t, >

~to )} jf Jeie(tto)g dlt+1,)=e it If(’t)e'j‘“dt = e 10 F(jo)

-0

e. Dich tin sé
Cho f(t) bién ddi Fourier 12 F(jo) thi:

&{ejm“‘ } F(_[(m @g)) Wy = constant (2.4.7)
Chitng minh.
F ot} Jeiotg{i)emiotg = jf e e-00) gt F(j(e - )
—

f. Tich chip

Cho f(t) va g(v) ¢6 bién ddi Fourier 1an luot 12 F(jo) va F(jw), a va B 1a cac
hang s (thuc hodc phire thi:

F {1 * (1)} = Fljo)(jo) | (2.4.8)

Chitng minh:
Theo dinh nghta tich chap: f *g(t) = j’f(r)g(t—r)dr

o

HF {f*g(t)) = I{ ij(‘t)g(l—'t)d‘l::!e_jm[dt I { jg —1k J”‘dl}

—

Doibién 1, =1 va T, =t—-1,tacd:

(ﬁ-{f * g(t)} = O} f(t, { g}g(tz )e'j“’(“”2)d(1:2 + t)}d‘t[

-Gn
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- Jrte)e s, fufe ko an, =FGe)o(io)

g. Tich thudmg

Cho f{t) va g(t) co bién ddi Fourier 1an lwot 1a F(jw) va F(jo), a va p 1a cic
hang s6 (thue hodc phite thi:

F ()= g[F *G(jo)] (24.9)

Churng minh:

F 1 Glio)) = = TIF* Gl do
_ i _[[p:( G (i(o - k))dl}ej"“dm
= _2_1; ?F(jl)e“" [ ij( o -t M d(o - k)]dk =2nf(t)a(t)

h. Pdingiu
Cho f{t) bién d6i Fourier 12 F(je) thi:

F {F(jt) = 2nf(- o) (2.4.10)
Chirng minh.

F ~HF(jo) = £(t)= = ?F(jm)ej”"dm
2
=  2nflt j F(jy Y™ dy
= 2nf(- IF jy)e™dy

= 2nf(- jF(Jy)e-Jywdy— jF(Jt)e-det &F {F(ji}
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i. Dbi xitng Hermitian
Cho f(t) 1a ham thyc va bién dbi Fourier caa f(t) 1a F(jo) thi:
F(-jo)=F (jo) (2.4.11)
Chitng minh:
o
F(jo) = jf Jemtdt = [f{tfeos(- wt)+ jsin(~ot)dt

—a

= jf(t)cos wtdt — _[f(t)sin otdt

Y -

tuong tur F(-jo)= If(t)ejm'dt

= jf(t)cos otdt+ j If(t)sin wtdt

do f(t) 1a thuc nén F(- jo)=F" (jo), didu nay twong duong véi:
v |F(jo) 12 ham chin — hay db thi cia [F(jo) d6i xtmg qua tryc tung

»  Arg[F(jo)] 12 ham lé - hay dé thi cta Arg[F(jm)] dbi xtmg qua gbc
toa do.

Do F(jo) thé hién trong s6 cua timg thanh phin & trong f(t) nén bidu didn
cuia F(Jo) theo truc @ con duge goi 1a phd cna f(t), [F(jco} duoc goi la phd
bién dd va Arg[F(jo)] duoc goi 1a phé pha cua f(t).

2.4.4. Nang luong va céng suat trung binh - Dinh ly Parseval

Nang lugng ctia ham sé f(t) trong trudng hop ham sé nay 14 thuc dugce cho
bdi cong thie:

E= ajﬂf(t)]z dt (2.4.12)

Thé f(t) theo ¢dng thire bién déi Fourier nguoe cia F(jo):
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E= :[[f(t)]z dt = Ef(t{zl—n _11:( jo k! dm}dt = % EF(_] m{lf(tkim‘ dt}dm

= [Fe)F(-joXe

—uoy

Béi f(t) 1a ham thyue hay F(- jo)=F"(jo) nén:

1 %o r Ny 1 “far. y2
E=E_£F(Jm)F Um)dm:E_ﬂF(Jm} de (2.4.13)

Tir day rat ra ding thire Parseval thé hién mbi quan hé gifta ning lugng tinh
& mién t va nang lugng tinh & mién o:

E= ﬂf t)f dt =— ﬂ (jo) do (2.4.14)

Céng sudt trung binh cta f{t) duge dinh nghia bai:

¥
P = lim — e de (2.4.15)
T T _%

Chung ta c¢6 nhin xét rang tat ca cac ham sb thoa man diéu kién du cua tich
phan Fourier hdi tu déu co nang iugng hitu han. Tir d6 d&n dén ching cling
¢6 cong sudt trung binh hitu han. Tiép theo ta xét dén mét 16p cac ham sb c6
ning luong vé han nhu lai ¢6 ¢ong sut trung binh hitu han, d6 13 cac ham
sin va cosin.

Vi du: Tim cong sufit trung binh cua £(t)=cosm,t

% ¥
= llm% Icos (wyt)dt = llm% il—i@dt
7 "
1 sin(2w,t) (2w, t) 1/
=lm—t+
=T 20, |-14

=lim— —lim
T-=2T 2w, 2 2Te= @, 2

1 _T+2sm(m0T)}= 1,1, sin{o,T) 1
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Céc ham s6 cé cong suit trung binh hiru han nhu trén ¢6 bién ddi Fourier
tbng quét (generalize Fourier transform).

2.4.5. Bién dbi Fourier téng quat
Theo tinh chét dich cua ham Dirac:

)} _ Iﬁ(t)e'jm‘dt = g—Jot t

_o-! (2.4.16a)

F{s{t—to )= [8(t —ty)e9Ndt = eI =¢ ™I (2.4.16b)
I =

—or

1y ’ Y A ® 5 . A as ' x 'K - — - A I -
Tir tinh chat doi ngau cua bién d6i Fourier dan tdi cac cip bién d6i Fourier
sau:

f(t) | F(iw)
1 218{w)
e’ 2n8{w - v,)

Xuat phat tir cdc cép blen dbi Fourier nay dan t6i khdi niém bién ddi Fourier
tong quat clia cdc ham 56 ¢ cong suat trung binh hiru han. Cac ham anh qua
phép bién dbi Fourier clia cac ham sb néi trén déu chira cac ham ly tuong
hod dang 8{w) hay &(e - W, ).

Vi du: Tim bién d6i Fourier ctia cdc ham so cos(mat) va sin{m,t):

Cg-{cos(mot)} = %&-{e““‘ }+ %@-{e'j‘”“‘ }= n[6(m - (1)0)+ 6((,0 +oy )]
F {sinfwgt)) = &'{awm} cﬁr{e-w b= 8o + g )= 8(0 ~ )]

2.4.6. Bién doi Fourier cho diy sé roi rac
X Lo et 1o X s ‘s \ £ Asp A A 2m
Xuat phét tir ham tuan hoan vdi chu ky T, néu ddi bién sb 6 = —T—t =mt ta

¢6 ham sb tuan hoan v6i chu ky 2% theo bién s6 8. Ky hiéu ham s& méi fa
F(¢%), ham sé ndy ¢6 khai trién chudi Fourier la:
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F(ej0)= i:f“ejnEj
véi £, = 51; j Fle® - dt

No6i mbt cach khac, ddy {f,} dugce tao ra tir khai trién chudi Fourier ctta hdm
tuan hoan F(e’e). Ngugce lai, Xuit phat tir day s {gn} ta thu dugc ham tuan
hoan G(&®) theo cach sau:

Gle*)= 3 g.e™

n==a
. 1 't i8 . ~in8
vl g, = — IGe )a dt
2n
Tir ddy, ta ¢6 dinh nghia vé& bién dbi Fourier cho mot diy sb dua trén cdc
cOng thitc trén voi mdt chit thay d6i 13 dbi ddu cua cac bién sb trong cac
ham e mii:

g{gn}=(j(ej"’)= igne'j“‘“ (2.4.17a)
F ! {G(ej""‘ )}= g, = 21—“ ?G(ejm)“.j“‘”dt (2.4.17b)

Vi du: Tim bién dbi Fourier ctia ddy {g,} voi

go=2g2 =1 g=gx=0 k=0k#%2
Giai:
Flg,}=Gle )= T gaei =g yet +gg +gpe70
n=—x

—2+e® 4o =24 2¢cos20=4¢cn5" @
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2.4.7. Bién d8i Fourier r&i rac

Bién d6i Fourier cho diy sé trén la:

. o0 . N—t{ )
&'{gn}=0(ejm)___ Zgne—Jnm - Zgne—mm
n=0

n=-oo

Xét mot day s {g,) chi xac dinh voi ding N phan tir ¢6 chi s tir 0 dén N-1

Ta c6 nhin xét ring day la mot tdng hiru han cac thanh phén, ddng thei la
mdt ham tuén hoan chu ky 2x. Ta roi rac hod bién 6 o bang cach lay miu

tai N vj tri cdch déu nhau trong khodng [0, 27) véi Ao =%. Céc vi tri ldy
miu lan luot 1a: 0, Aw, 2A0, ..., (N—I)Am. Tai cac miu nay ta thu dugc

mot ddy réi rac {Gyl):

N-1 _
G, =) gemee (2.4.18)

n=0

Nhan xét ring {Gy} tuéin hoan chu ky N, thue véy

o WORVIVE < ko N ] jnkA
_ =jnlk+ —_ =Jn. N _ —InK4m
Giw =D g€ =D g TN oY g eikee _ g
n=0 n=0 n=0

Do d6 day chi gdbm N phin t& {G, "' hoan toan c6 thé dai dién cho
G
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Tiép theo ta chimg minh dugc ring xut phat tir {G, };H , ta hoan toan c6 thé
khoi phuc dwge day {g"}gf ' Thuc vy, dé tim phin tir thd m cia diy

NI X ~ 2 A o= —gkm
{g. 1" voi 0<m<N-1.Tanhin ca2 vé cua (*) voi e Jkmbo

E jkma SIES kA k J5
erj mim _ |: gn -J.n m}e]m:&w g [ ejmn mojl
k=0 k=0 [_n=0 zﬂ Z
1- j2ak(m-n)
¢ =0 m=#n
N-1 ( . jz—xk[m-n]
Mat khac: gl nee — 1N
o N-|
1=N m=n
k=0
Nl
hay elmnkeo — N§  véi 8, 1agia tri Delta — Kronecker
k=0
W=l A
= erJ e = Nzgn m o Ngm
k=0 n=0

Vay day {g, ™" duge khdi phuc tir {G, }; ' theo cang thirc:

1 N-1
gn= G e]knAm
Ni%

Tir ddy ta ¢6 cap bién déi Fourier cho ddy hitu han N phan tir:

N -2k

{G. o =DFT{g,}=> g.e ™ (2.4.19)

nef)

T[

{g. )y =DFT{G NZ g (2.4.10b)
k—_-

Vi du: Tim bién ddi Fourier rdi rac cua: {g, J; = {1,2,1}
Giai:

2
Go=D.8. =8 +8 +8, =1+2+1=4
n=0
2 4w 2n 2% I

3 2
= -5 -7 iy -
G, =Y g,e ° =go+ge * +ge * =l+2 *+e’ =¢ ’
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b j21: An 8 s 2 2n

il e ~iT -~ = ==
Gz=2gne Vo=go+ge Y tge T =lt+e P +2e 3 =g

2 211 27:
§U—lZGk=l(GU+G,+GZ)-1 d+e 3 4e7 |
3 3 3
- 1 2 J;t 1 2‘.'1:
g, == G,e | G, +Ge +G,e’? 4+1+1) 2
3¢5 3
2 el i ol LA
”gz:lZerJ-‘z:l GO+G,e13+GgeJ-‘ -1 e A
3 3 3
Viy &g =21t ={ek
BAI TAP
1. Tim bién déi Laplace ciia cac ham sé sau:
a. e b. cos(2t)
c. 3t® = 2sin(3t) d. te™
e. tle™ f. t* cos(2t) + tsin(21)

g tle™ +e™ cos(3t)+ h. [e3‘ +1] cos(t)+ 5sint)

2. Tim bién di Laplace ca cic ham sb sau:

tf (0<t<]) 37 (0<t<4)
a fi{t)=42t-1 (1<t<3) b. f(t)=12t-3 (4<t<6)
5 (t=3) 4 (t=6)
3. Tim bién ddi Laplace nguoc cua cac ham s6 sau:
s+3 e’
a ————- b.
s’ +55+4 S
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. (s +4)e_“ Se""%
" 8T +7s+18 d 425

4. Giai cac phuong trinh sai phén tuyén tinh hé sé6 hing sau day bing
phuong phép dung bién ddi Laplace:

d’x _dx
. +5—+4x{t)="f(t
: ‘ Cae U x{t)=1()
voi diéu kién dau: x(0)=1vax’(0)=0
. t 0<t<2
va f(t)={ .1
0 tconlai
d’x dx
b. +7—+10 flt
T 0=

véi didu kién din: x()=1,x’(0) =
sint 0 S t < 4n
f0-

va:

0 tcon lai

5. Giai hé phuong trinh sai phan tuyén tinh hé s& hang bic nhét sau day
bang phuong phap dung bién doi Laplace

dx dy
+2—-9ylt)=
242 y(t)=e”

2%&4? +4x(t)-37y()=0

6. Tim bién dbi 2 ciia cac dédy so sau:

3 n 1 n 1 n-!
a. X, = [Z] n=-2 b.yﬂ': (Z] +(5] n=0

0 n<?2 0 n<@

7. Chimg minh ring bién déi Z cia ddy 50
< = {n(n -D.(n-m+1)a"™ nzm
: 0 n<m
(trong d6 a 12 hiing s, m 1a hing sé nguyén duong)
z

(Z _ a)m +]

14 m!
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8. Tim bién d6i Z nguoe clia cac ham sb sau:

z z
a —-—— Z|> 4 b. ———— z|> 4
2z’ —6z+8 (21> 4) 2’ -5z+4 (>4
1 3 1 1
€ (2> 2) d—_ 2> —)
(4z-3) 4 4 42> — 23z +1 H 2
9. Tim cdc hé s0 trong khai trién dang phirc chudi Fourier ctia cc ham sé
sau:
a. Ham f(t) tudn hoan chu ky 2n, trong mét chu ky [-n, 7]

WA

b
f(t)= n - 5t$§

0 t conlai
b. Ham g(t) tuan hoan chu ky 2, trong mét chu ky [-1,1]

a(t)=1-1’
10. Tim bién ddi Fourier ctia c4c ham sé duge cho nhu hinh V& dudi day
g(t)
‘P f(t) dr
46 1
. / \ th
-6 -4 0 4 6 -2 0 2
11. Tim cdng suat trung binh cia cic ham sb sau:
a. sin(t)+ cost) b. cos(2t)
12. V& phd bién d6 va phé pha ctia ham s8 sau:
a. cos(2t) b. cos(20nt).cos(10° xt)
1 0<n<6

13. Tim bién dbi Fourier cta day sé x, ={ . Hiy v& phd bién

0 n conlai
dd va phd pha.

14. Tim bién ddi Fourier réi rac cia day s {x, = {.33.1}
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Chwong 3
XAC SUAT VA QUA TRINH NGAU NHIEN

3.1. KHAI NIEM VE XAC SUAT

3.1.1. M6t so thuat ngiy

Phin nay s& trinh bay mot s khai niém va thudt ngir lién quan dén 1y thuyét
X4c sudt.

=  Quy tic hoat ddng: Duge hiéu 132 mét tap hop cée quy tic cho mot
hoat dong nao d6. Cac tai liéu tiéng Anh dung vo6i thudt ngir
experiment. |

= Phép thir (trial): M§t hoat ddng cu thé thye hién theo cic quy tic ndi
trén.

»  Két qua (outcome): Két qua cia mbt phép thir.

» Sy kién (event): La mdt két qua don hodc 1a mot td hop ciia mét s6
két qua thu duge sau mét phép thir cu the.

Vi du: Rt mot cach ngiu nhién mdt quin bai tir mot bd bai 52 quan. Ghi lai
$6 va chit clia quén bai d6.

3 day, quy tic hanh dong la viéc rat mét cch ngiu nhién mdt quéan bai tir
mét bd bai. Khi thuc hién viéc rit mot quin bai, ta thuc hi¢n mdt phép thir.
S6 va chét cha quan bai rut ra cho ta mot két qua Ket qua dé co thé coi la
mot su kién don. Néu thyuc hién viée rat lién tlep mot s6 quén bai, ghi lai cac
két qua la sb va chit cua ching, t§ hop cia cac két qua ndy ciing cho ta mdt
su kién.

3.1.2. Ly thuyét tién dé

N6i chung, ly thuyét xac suat duorc xdy dung tur ly thuyet tdp hop (set
theory) Tuy nhién cé mdt sb cach tiép cin khac nhau d& dua ra khéi niém
vé x4c sufit. Cach tiép can theo ly thuyét tién d& (Axiomatic Theory of
Probablhty) l4 hién dai va dugc chip nhan rong rdi hon ca. Ly thuyét nay
gdm viéc dinh nghia cac tap hop, ham xéc sudt va céc tién dé nhu sau:
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" Khong gian mau (sample space), ky hiéu 1a tép S, bao gdm tdt ca céac
k€t qua c6 thé c6 khi thye hi€n mot phép thir theo mét quy tic cho
trude.

*  Dai sb sigma (hay truong sigma), ky higu 1a %, 14 tdp hop tit ca cac
sur kién c6 thé ¢6 tir quy tac noi trén. Noj mot cich khac tip 3 duge
xay dung tir tap khong gian miu S véi ma; phin tir cia % [a mot tap
con cua S,

* Ham xéc sudt P, 1a mét ham sb ¢6 mién xéac dinh (domain) 1a T va
mién gié trj (range) la [0,1].

Ham s4 P phai thoa miin cAc tién dé sau:
> Tiéndé I: P(A)2 0 véi A la mét su kién
> Tiéndé2: P(S)=1
N N
> Tiendd 3. p[UAn] =3 P(a,)
n=] n=|
VoL AnnA, =D, m#n =1,2,...,N.
Két ludn Ir 38 xdy dung mdt mé hinh x4c suit cin dinh nghta 3 vén dé:
* Tép khong gian mau
*  Céc sy kién cin quan tam
" Mot ham xac suat gin lién voi cac sy kién, ddng thoi phii thoa man
ca 3 tién dé d4 dé cdp dén trong ly thuyét tién d& v& xac suit.
3.1.3. Xac suat giao

Xdc sudt giao (joint probability), hay con duge goi 1a xdc sudt tich duge
dinh nghia:

P(AUB) =P(A) + P(B) - P(AUB) (3.1.1)

Diéu nay dugc nit ra tir ly thuyét tip hop va c6 thé chimg t4 bang gian db
Venn.

Cong thire trén tuong duong véi
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AUB) < P(A) + P(B) (3.1.1a)
Véi sur thong nhét voi tien dé 3, déu = xdy ra khi AnB =g,
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3.1.4. Xac suét co diéu kién

Cho truée sy kign B ¢6 P(B) > 0. Dinh nghia xac suat ¢4 didu kién
(conditional probability) ctia A vai didu kién B cho trudée la:

P(A N B)

P(A|B)= P(B)

(3.1.2)
Cong thirc nay khong duge chimg minh, tuy nhién ca 3 tién dé trén van hoan
toan thoa min va khong xung dot gi voi dinh nghia nay.

Vi du: Cho mdt hop c6 chira cac qua bong gbm 3 mau do, vang, xanh va ca

3 mau déu cé hai loai: to va nhd. Bang danh muc céc qua bong trong hop
dugce cho nhu sau:

Mau béng Logi pong Tong cong
Nho To )
Do 4 16 20
Vang 25 5 30
Xanh 36 14 50
Téng cong 65 35 100

Quy tic thyc hién ia 1y ra mdt qua bong tir hdp boéng. Pinh nghia cac su
kién nhu sau:

= A:Bbc dugc mot qua bong vang
« B: Bbc duge mdt qua béng nho
*  (: Bée duge mdt qua bong xanh
Tinh P(AIB), P(A|C), P(B|C).
Gidi: Nhén xét thay ring co tdng cong 100 qua bong trong hdp

P(A) = 0,30; P(B) = 0,65; P(C) = 0,50;
P(ARB)=025;  P(ANC)=0; P(BAC) = 0,36;
. P(ANB) 025 5
dan dén: P(AIB)= = -
an gen (AIB) =55 7065 13
NPT Cale B
P(C) 0,50
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p(B| )= PBNO) 036

=0,72
P(C) 0,50
3.1.5. Xéc suéat toan phan
Néu Bn By =@ véimoim#n=1,2,.. N
N
va U B, =8
n=l
N
thi P(A)=3"P(A|B, )P(B,) (3.1.3)
n=|

cong thire nay duge goi la cong thirc xdc sudt toan phin (total probability)
cua sir kién A.

N N
Thue vy, do A=AmS=An[UBJ=U(AmBn)
n=1

n=]
N N
nén  P(A)=P(ANS)= P(U(AmBn)]z > P(AnB,)
n=l n=}
(boi BunBy =@ véimoim=n=1,2,... N)
N N
vi  P(A)=3 P(AnB,)=)P(A|B,)P(B,)
n=l n=l

(theo cdng thire xdc sudt 6 didu kién).

3.1.6. Djnh ly Bayes

Néu A va B déu 1 cdc sy kién ¢6 xdc suit khic khdng hay P(A) > 0 va P(B)
> 0 thi

P(A[B)P(B) = P(BJA)P(A) (3.1.4)
Mot dang khéc clia dinh Iy duoc thé hién béi cong thire:
P(A|B,)P(B,)

P(B, |A)= P(A| B, )P(B] )+ P(A] BE)P(BZ)+_,.+P(A|BN)P(BN)

(3.1.5)

Vi du: Mot dudmg truyén tin hiéu day cédc bit 0 va 1 ¢6 céc su kién dugc
dinh nghfia nhu sau:
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s B, vaB; 14n 1ot 1a cac sy kién phia phat gl di bit “1” va bit °0
= A, va A, ln luot 14 cc su kién phia thu nhan dugc bit *1” va bit *0",

Do dudmg truyén khdng hoan toan 12 khong xay ra 151 bit nén co thé phat di
bit “1° ma lai nhan dugc bit ‘0 va nguoc lai. Trudng hop nay 1a xay ra 101
bit.

Cho P(B)=0,55 ; P(B;) = 0,45
P(A[B() = 0,95 va P(A;|B1) = 0,05
P(A,|B,) = 0,95 va P(A,[Bz) = 0,05
Tim:
»  Xéc suht nhin duge bit ‘17 P(A1)
»  Xac suit nhdn duge bit ‘07 P(A2)
»  Céc xac suat nhan dugc bit sai P(B;|A,) va P(B1|AY)
»  Céc xac suit nhan dugc bit ding P(B1|A}) va P(B2]A2)
Giai:
P(A1) = P(A1[B1) P(B1) + P(A1|B2) P(By)
=0,95.0,55 + 0,05.0,45 = 0,545
P(A2) = P(A4]B)) P(B1) + P(A;fB2) P(B2)

=0,05.0,55 + 0,95.0,45 = 0,455
P(A, | B)P(B) _ 005055 0

P(B,|A,)=
(By142) P(A,) 0,455

P(B,|A,)= P(A, | By)P(B,) _0,05.045 _ 45
2 P(A)) 0,545 T

P(B.|A )= P(A, IB)P(B) _0950.55 _, gss
e P(A,) 0,545 ’

B(B, | A )=P(Alez)P(Bz) _0.95.045 _ 040
2 P(A,) 0,455 ’

3.1.7. Déc lap théng ké

Cho A va B 14 céc sur kién ¢6 x4c sudt khac khong. Hai sy kién A va B 1a
doc 1ap thong keé (stastically independent) ncu sur xuat hién cta sy kién nay
khéng bi anh hudng boi su kién con lai. Biéu di€n mdt cach toan hoc:
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P(A[B) = P(A) va P(B|A) = P(B) (3.1.6a)
Tir d6 ta rat ra két qua sau:

P(ANB) = P(A)P(B) (3.1.6b)
Tir ddly dAn dén két luan 13 hai sur kién doc lip théng ké khong thé 1a hai sy
kién loai trir Idn nhau (mutually exclusive events). N6i cu thé néu A va B 1a
hai sur kién doc 1ap théng ké thi khong thé c6 AnB = &.
Khi xét v6i mét s6 lugng lon hon 2 cac sy kién A, A,, ...y An. Chung 13

mét tap hop céc sy kién doc lap théng ké néu cic didu kién sau déng th&i
dugc thoa mén:

P(AiNA) = P(A)P(A)) (3.1.72)
P(ANAINAL) = P(A)P(A)P(AL) (3.1.7h)
P(A1NA2N...NAR) = P(A)P(Ay)...P(Ay) (3.1.7¢)

Voi L <i<j<k<..<N, tong cong ¢6 (2™-N-1) didu kién.

Neu tdp cae sy kién trén chi ¢6 duy nhét didu kién diu thoa min thi ching 13

cac sy kién dée l4p timg déi mot (independent by pair).

3.1.8. Chudi phép thir Bernoulli
Xét quy tac chi ¢6 mot trong 2 kha ning két qua sau mdi phép thir. Bt A 1a
mot ket qua va A 1a két qua con lai. Khong gian miu 1a S = {A, A}
Gia sur xdc sudt cia cée két qua trén la: P(A)=p vaP(A) = I-p.
Tir d6 dén dén xéc sudt d& A xuit hién dung k I3n sau N phép thir 1a
P{A xut hi¢n diing k 1dn} = C%p*(1-p)*™* (3.1.8)

Vi dy: Mot ngudi cdm béng ném vio mot 6ng bo dé trén mot mit ban. Ong
bo céch nguoi dimg ném 5m. Xdc sudt ngudi d6 ném tring 6ng bo 1a 0,2.
Ong bo s& bi 46 néu bi ném tring 2 qua béng. Clr cho nhu ]a néu d3 ném
tring 2 qua dau thi van ném qua thir 3 voi xdc sudt tring nhu trén. Tim xéc
sudt 6ng bo bj dé sau 3 lan ném.
Giai: Ong bo b d6 néu bj triing 2 qua holic 3 qué sau 3 I&n ném:

P{ném trang diing 2 qua} = C}(0,2)*(0,8)' = 0,096

P{ném tring dung 3 qua} = C3(0,2)'(0.8)° = 0,008

P{6ng bo 46} = 0,096 + 0,008 = 0,104
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3.2. BIEN NGAU NH!EN

3.2.1. binh nghia bién ngau nhién

Mbt bién ngau nhién (random variable) X(s) la mot ham sé thuce hién vige

anh xa mbi mdt su kién thude treong T cla khong gian mau S vao mot sb
thue

X:T->R
Pbng thoi ham X cling phai thoa mén mét s6 diéu kién sau:
s tap {X < x} v6i x 1a mdt sé thuc bat ky phai gin véi mot sy
kién nao do
» P{X=-w0}=0vaP{X=w}=0.
Cac vi du:

1. Thyuc hign vira gieo ddng xu, vira gieo xic xac. Tap
khéng gian mau 1a:{(H,1), (H,2) , (H,3), (H4) , (H.5),
(H,6), (T,1), (1,2}, (T,3), (T.4), (T,5) , (T,6);.

Bién x4c suit 13 mot anh xa gitta mot phan tir tr khong
gian mau néi trén vao mdt phan tlr cua tap hop duge ligt
ké nhu sau: {-12,-11,...,0,0,5, 1, ..., 5,5, 6}

2. Mot banh xe, trén banh xe ¢6 danh ddu mot mili tén, xung
quanh banh xe dugc chia déu thanh 12 vi tri va danh cac
sé tir 1 dén 12. Thuc hién anh xa tir khéng gian mau vao
tap hop {0 <x < 144},

Chuy:

» Bién ngu nhién rdi rac nhdn cdc gia tri 12 roi rac

» Bién nglu nhién lién tuc nhdn cdc gia tri 1a lién tyc.
3.2.2. Ham phéan bé va ham mat @6
¢ Ham phin b6 tich luy (cummulative distribution function ~ CDF)
Ham phan b tich luy dugc dinh nghia:

Fy(x) = P{X < x} (3.2.1)

ham sb nay con duge goi tit 1a ham phén bd.
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Ham phin b6 ¢6 c4c tinh chit sau:

1. Fx(-0)=0 (3.2.2a)
2. Fx(eo) =1 (3.2.2b)
3. 0<Fyx)<1 (3.2.2¢)
4. Fx(x1) < Fx(x2) néu x; <x; (3.2.2d)
5. P{xi <X €3} = Fx(xg) - Fx(x() (3.2.2¢)
6. Fx(x+) = Fx(x) (3.2.2f)

Neu X [a mét bién ngiu nhién roi rac, mien gia tri gom N phdn tir r&i rac
{x), %2, ..., xn} thi:

Fx(x)ziP{X=xi}u(x—x,-) (3.2.3)

vol u(x-a) la ham nhay don vj (unit step function) va duge dinh

nghia boi:
1 (x2a)
u(x—a)=
0 (x<a)

Dé viét ngén gon, ching ta quy uéc P(x;) = P{X = x;} din dén
N
Fx(x) = X P(x;,)u(x - x,) (3.2.3a)
=]
¢  Ham mait d) xdc suit (probability density function — pdf)

Ham mat dd x4c sudt duoc dinh nghia:

fﬂx):m (3.2.4)
dx

ham sb nay con dugce goi tit 1a ham mét dd.
Trudng hep X 1a bién ngdu nhién roi rac, mién gia trj gdm N phin tr roi rac
{x1, X, ..., Xy} thi:
N
fx (X} =D P(x,)8(x —x,) (3.2.5)
=]

vo1 8(x) 12 ham xung don vi, con goi 14 xung Delta hay xung Dirac.
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Ham mét d6 c6 cac tinh chét sau:

1. 0 <{x(x) voi moi x (3.2.6a)

mjfx (x)dx =1 (3.2.6b)
3. Fo(x)= ,]fx (&)dE (3.2.6¢)
4. P{x,<X<x,}= jfx (£)dE (3.2.6d)

Céc tinh chat 1 va 2 ciia ham mét d¢ ¢6 thé dugc dung dé kiém tra mét ham
50 ¢6 thod mén 1a m6t ham mat dé hay khong.

3.2.3. M6t s6 bién ngau nhién théng dung

Bién ngdu nhién Gauss

X 1a bién nglu nhién Gauss (Gausian random variable) néu ham mat d6 ¢6
dang:

xuf

L e (3.2.7)

fx(x) = >
2no,

vai oy > 0 va -0 < g < oo la cac hing s6 thuc.
Ham phan bd ciia bién ngiu nhién Gauss la:

. (é u,.]1

\/? j'e (3.2.8)

D6 thi cila ham mét 6 Gauss va ham phan bd Gauss v6i iy =2 v oy = |
duoge cho nhar hinh vé sau déy:

Fe(x) =

Phan b Gauss con dwoc goi 1a phin bd chuan (normal distribution).

Thuc té ta khéng thé tinh dugc gia tri cia ham phén bé Gauss 1 cbng thie
tich phén dugc cho theo dinh nghia. Tuy nhién ta ¢6 thé tinh gan dang bang
cach xét ham s6 sau:
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Harm mal do Gaube Ham phan be Gauss

.-l'
18 aat '
26 4 L1 7
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az Vy AN q 0.2
e ¥ )

- “t; . . " " L 0 %1

F(x) = \/;_ [e 2 (3.2.9)

Gid tri ngay dugc cho theo bang phu lyc & rat nhidu cac tai lidu vé ly thuyét
x4c sudt. Khi d6 ham phén b0 Gauss tai gia trj x dugc tinh bing

F, (x) = F(i;—“A) (3.2.10)

Bién nghu nhién nhi phin (Binomial)

Cho 0 <p < 1, bién ngdu nhién nhj phan 12 mét loai bién ngiu nhign roi rac
¢& ham mét 4§ va ham phan b6 duge duge dinh nghia nhu sau:

fx(X)=ZN:C';p"(1—p)”"‘8(x—k) (3.2.11)
k=0
Fx(x)=ic;p"(1—p)”'ku(x—k) (3.2.12)

Ham mat d6 nhj phan chiah la két qua ctia chudi phép thir Bernoulli.
Bién ngdu nhién Poisson

Cho b 1a mét hing sé duong, bién ngiu nhién Poisson ¢é ham mét d¢ va
ham phén bd nhu sau:
k

£, (x)=e™ %6(x~k) (3.2.13)

bk
-k (3.2.14)

1= 1D

F(x)=e¢™

-~
H

0
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Bién ngau nhién Poisson thudng dugre ng dyng trong md ta mat dg xdc suét
cée su kién dém dugc trong mét s6 vi du nhu sau:

= Mota so don vi bi 15i trong mot mau san phim duoc liy ra tir mot
day truyen san xut

= MO ta sé cude goi dién thoai trong mét khoang thoi gian
= M5 ta s electron phét ra tir mdt phin cta cathode trong mdt don vi
thdi gian.
Néu nhu xét trong mdt khodng thoi gian T, céc sy kién dém duoc o tan sut
trung binh 1a A va tudn theo phén bo Poisson thi hdng s0 b dwge xac dinh
hé1 cong thire
b=AT

Bién ngdu nhién phin b6 déu

Bién ngiu nhién phan bé déu (uniform) c6 ham mat 4 va ham phén bé theo
dinh nghia:

R L (3.2.15)
0 X con lai
0 X<a

Fy(x) = B_i_ a<x<b (3.2.16)
1 b<x

Bién ngAu nhién phan b6 déu déu co img dung dién hinh trong viéc mé ta
sai s lugng tir hod, 14 qua trinh lam tron céc gla tri cta tin hi¢u vé& cac mirc
lwong tir (boi gid tri cua bude lwgng tir duge gia sir la rét nhd so véi toan bo
khoang céc gia tri ¢6 thé nhan dwoc nén ¢o thé coi nhu xdp xi bién ngiu
nhién phén bb déu theo quan diém xdp xi Newton).

Bién nglu nhién e mi

Bién ngiu nhién e mii (exponential) c6 ham mét d va ham phan bb theo
dinh nghia:

f()={p¢ = X232 (3.2.17)
0 X <a
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X-a

b

F,(x)=<1-¢ Xza (3.2.18)
0 X<a

voi a, b 1a cac sé thue, b> 0.

D6 thi cia ham mét d0 e mfi va ham phanbéemii véi b=2vaa=0 dugre
cho nhwr hinh v& duéi day:

Ham mat 40 & my Ham phan bs & my

08 : ne //"’ ]
zap [N i e /
J T i

-1 L] 1 i El 4 5 -1 1} 1 2 JI ; 5
] T

Bién ngdu nhién e mii duoce sir dung dé md ta sy dao dong ciia miic tin hidu
phan xa tir mét vt thé ma radar thu dueoc.

Bién ngéu nhién Rayleigh
Bién ngau nhién Rayleigh ¢6 ham mat d6 va ham phin b6 theo dinh nghta:

x-a)

2(x-a) -2k

fk(x)={—7p ¢ ° X2a (3.2.19)
0 X<a :

F,(x)=41-¢ * x>a (3.2.20)
] X<a

vai a, b 1a céc s6 thue, b > 0.

Db thi ctia him mét do Rayleigh va ham phén bé Rayleighvéi b=1vaa=
0 dugc cho nhir hinh v& duéi day.

110



Harn mul do Raylwigh Farn phn b RayMrgh

Bién ngdu nhién Rayleigh duoc ung dung trong mo ta sy sai léch & cac hé
thong do luong. N6 cling dugc dung d& mb ta duong bao chia mét loai nhiéu
khi tin hiéu di qua mot bd loc thong dai, hodc kénh truyén cé bing thong
hiru han.

3.2.4. Ham phan bé va ham mat d6 c6 diéu kién
Ham phén bb co didu kién (conditional distribution) cta bién nghu nhién X
vdi diéu kién B cho trude duge dinh nghia:

P{(X <x)NB}
P(B)

Fy(x|B) = P{X < x|B} = (3221

trong d6 {(X < x)n B} latdp hep tAt cacac kétquasmaX(s)<xvase B

Cac tinh chit ciia ham phén bd ¢ didu kién:

1. Fx(-¢|B)=0 (3.2.22a)
2. Fx(®|B)=1 (3.2.22b)
3. 0<Fx(xB)<1 (3.2.22¢)
4. Fx(x1|B) € Fx(x2/B) néu x; <x2 (3.2.224d)
5. P{x, <X <x3/B} = Fx(x2/B) - Fx(x1|B) (3.2.22¢)
6. Fx(x+B)=Fx(x|B) (3.2.22)

Ham mét d¢ ¢6 didu kién (conditional density) cua bién ngdu nhién X véi
diéu kién B cho trude duge dinh nghia:
dF; (x|B)

dx

£ (x|B)= (3.2.23)
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Céc tinh chét ctia ham mat d¢ ¢6 didu kién:

1. 0 < fx{(x|B) v6i moi x (3.2.24a)
2. ?fx(x | B)dx =1 (3.2.24b)
3. Fy(x|B)= [£(& I B)de (3.2.24¢)
4. P{x, <X<x,|B}= jfx (& B)dE (3.2.24d)

X

Vidy: Cho hai hdp c6 chira cdc qua bong gbm 3 mau do, vang, xanh cling
kich ¢&. Bang danh mue cac qua bong trong hdp duogc cho nhu sau:

Miu béng . Hop ) Tong cefng
Do 5 80 85
Ving 35 60 95
Xanh 60 10 70
Téng céng 100 150 250

Quy tic thyuc hién 1a l4y ra mdt qua bong tir hop bong. Pinh nghia cac sy
kién nhw sau:

" Bi: Bbc mdt qua bong tir hop thir nhit
* B, Bbc mdt qua béng tir hdp thir hai
* x;: Boc dige mot qua bong dé

*  x;: Bdc duge mdt qua béng vang

= x3: Béc dwge mdt qua bong xanh

Gan cho céc sy kién x,, 2, X3 c4c gid trj cha bién ngdu nhién X I3n luot 13 x|
=1,x%=2, vax3 =3. Cho trude P(B;)=0,2 vaP(B,)=0,8

Tim: fx(XlBl), Fx(X[Bi), fx(Xle), Fx(XIBz), va fx(X)
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Gigi: Tir bang sb ligu ta c6:

P By = Pl IBY = Pix, By =+

P{x1|32}=1-85% P{x2|B2}=% P{xﬁBﬁ:%

din dén: fx(x]B,)=£68(x—1)+%%8(x—2)+%%6(x—3)
FX(XlBl)=1—3—0u(x—1)+1—15—0u(x*2)+1—60%u(x—3)
fx(x1Bz):%8(x—1)+%8(x—2)+%8(x—3)
Fx(x|Bz)=%u(x—l)+%u(x—2)+%50—0u(x—3)

r 1 N r
theo cong thirc x4c suit toan phin:  P(A)=Y P(A|B,)P(B,) néu BnrB,

n=l

N
=@ va | JB, =S, trong bai toan nay B, va By 1a céc sy kién loai trir 1an

n=}

nhau nén:
P(x1) =P(x;|B)P(B)+ P(x1/B2)P(B2)
= i.0,2 + —82.0,8 = 0,437
100 150
tuong tw P(x;) =0,390
P(x) =0,173

£, () = 0,4375(x — 1) +0,3905(x —2) + 0,1738(x = 3)
F, (x) = 0,437u(x — 1)+ 0,390u(x —2) + 0.1 73u(x -3)
3.2.5. Cac dic sb cua bién nglu nhién
Ky vong

Péi voi bién ngdu nhién X, dic s6 k¥ vong duge dung dé xem xét trung
binh cia bién ngiu nhién d6. Mot sb thudt ngit khac dé cap toi chinh dai
lugng nay la: expectation of X, expected value of X, va stastical average of
X. -

Ky vong cua bién ngu nhién X dugc dinh nghia la:
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E[X)=X= ajxfx (x)dx (3.2.25)

Trong trudng hop X 14  bién ngdu nhién  roi rac, do

fy(x) = i P{x;}8(x - x,) nén

E[X] = i x,P(x.) (3.2.26)

Vi dy: Tim ky vong ctia bién ngéu nhién e mii.

]

Gidi: E[X]= _£Xfx (x)dx = ajx %e__b_dx = % xe Pdx=a+b

a

K¥ vong ciia ham sé g(.) ctia bién ngAu nhién X duge dinh nghia 13;
E[e0)= (0, (x)dx

Trong trudng hop X 1a bién nghu nhién roi rac thi:
IX]= 3 ex )P(x)

Vi dy: Gia str dién ap roi trén mot dién tré gid tri 12 tuan theo phan bé ngéu
nhién Rayleigh véi a =0 va b = 5. Tim cdng sudt trung binh tiéu tan trén
dién tr¢ d6.
Gidi: Coi v 1a bién ngéu nhién dai dién cho phan b cia dién 4p roi trén
vz

s n . . N Ae AA —Xe-? v

di¢n tré dang xét. Ham mat do: f,(v)= 5 =
0 v

Néng lugng sinh ra boi dién 4p rof trén dién tro 1a: g(v) = 12
Cdng sudt trung binh la:

Efg(v)] =E[v?]= Tz—;ie_v?dv = smjge'ide; =5[W]
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Moment

e Moment gbc (moment about origin)

Khi xét céc ham sb gX)=X"(n=0,1 2 ) thi ky vong clia c4c ham sd nay
dugc goi la moment goc cua bién ngiu nhién X. Ta c6 dinh nghia cho
moment géc bic n clia bién ngiu nhién X:

m, =E[X"]= u]x"fx (x)dx (3.2.27)

—ot

* m,= Ifx (x)dx chinh la phin dién tich duge bao boi dd thi cia

ham mét 49 va truc hodnh, luén c6 mg = 1.

= m, = |xfy(x)dx =X =E[X] chinh 1a ky vong cia bién ngiu

nhién X.
e« Moment trung tim (central moment)

Xét cac ham s6 g(X)=X-X)" (n = 0,1,2,...). Moment trung tdm béc n
cuia bién ngéu nhién X dugce dinh nghia theo ky vong cia cac ham sé nay:

b = E[(X-X)1= [(x~R)" £y (0dx (32.28)
. = u]fx(x)dx =1

. oy = u](:{—_)Z)fx(x)dx= o]‘xfx(x)dx—'){]fx (x)dx=X-X=0

= Moment trung tdm bdc hai duge goi 14 phuong sai (variance) cua
X, duge ky hiéu la crx2 :

o, =u, =E[(X-X)’]= mj(x—i)’fx(x)dx - (3.2.29)
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can bdc hai cita phuong sai duoc gol 1& d9 léch ti¢u chudn
(standard deviation), k¥ hi¢u 13 Ty .

Tu cong thirc tinh ky vong cia mdt ham sb, ta co nhéan xét ri‘ing
ky vong clia mdt 6 hop tuyén tinh cdc ham sé bing t6 hop tuyén
tinh ctia cac ky vong ctia cae ham sé d6. Do d6

oy = E[(X-X)']= E[X? - 2XX + X?] = E[X?]1-2XE[X]}+ X?
=E[X*]-X?=m, -m, (3.2.29a)

* Moment trung tim bic ba duge goi la Xofn (skew) cua X. No
déc trung cho tinh bat déi xtmg ctia X, Néu X c6 ham mét do déi
xting qua ky vong X thi tit ca cac moment trung tdm bdc 1¢ déu
bang 0.

Gid tri duge chudn héa “33 duoc goi 1a hé s6 xodn (skewness)

O
clia bién nglu nhién X.
Ham dic tinh va ham ki tgo moment
* Ham diic tinh (characteristic function)

Ham dic tinh cta bién ngdu nhién X dugc dinh nghia bai cong thire:
d, () = E[e ] = jfx(x)eimdx (3.2.30)

Cong thire rén twong tu nhur cong thire cta phép bién ddi Fourier ctia ham
mat d6 ngoai trir dau ‘-* dung trude bién sé ©. Do dé néu cho trude dx(w),
ta hoan toan ¢6 the tim duge ham mit dg ctia X theo céng thic:

f (x) = T¢x(m)eﬂ'mdm (3.2.31)

néi mot cach khac ¢6 sy tuong vmg mdt - mot gilta hAm mdt dj cua bién
ngdu nhién X va ham dic tinh cia né,

Ham dc tinh cia mot bién ngiu nhién cé nhiing tinh chit sau:
* Ham dic tinh cua mdt bién ngﬁu nhién ludn tdn tai duy nhét.

* Ham dic tinh ¢6 méi lién hé véi cac moment gbe theo cdng thirc:
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. d”
m, = (-jy Lx(®) (3.2.32)
do™ |lo=0
= Ham dac tinh dat cuc dai tai o = 0, tai do gia tri cua ¢x(w) bfmg 1.
¢ Ham khéi tao moment (moment generating function)

Ham khoi tao moment ciia bién ngiu nhién X duoe dinh nghia bdi cong
thic:

M, (v} =E[e]= a]-fx(x)e""dx (3.2.33)

Tir cac cdng thire dinh nghia cho ham déc tinh va ham khai tac moment ta
thdy ham d&c tinh chinh la ham khoi tao moment ldy theo truc ao (thay v =
o).
Ham khéi tao moment cia mdt bién ngiu nhién c¢é nhitng tinh chét sau:
»  Ham khéi tao moment ¢6 méi lign hé v6i cac moment géc theo
cOng thuce:
_d"My(v)

(3.2.34
! dv" v=_0 ( )

=  Ham khéi tao moment ¢6 thé khdéng xdc dinh trén toan b mién
bién s6 phirc v.

3.3. VECTOR NGAU NHIEN

3.3.1. Khai niém vé vector ngau nhién

X¢ét mot khong gian miu S, trén dé mot phin tir s thude dai 56 sigma cta S
¢ anh qua 2 anh xa khac nhau tuong ing vdi 2 bien ngau nhién khac nhau
X va Y lan luot 1a x va y. Cép so thue (X,y) déc trung cho su kién s thong
qua hai dnhxa X:Z >R va Y:Z > R.

Cap (x,y) tuong Ung véi mdt diém ngiu nhién (random point) trén toa do
trire giao Pécac (Cartesian coordinate system). Cép gia tri nay duoc coi la
mot vector ngu nhién (vector random variable hay random vector).

Mait phing chira tit ca cac diém (x,y) théng qua 2 phép dnh xa noéi trén ¢
thé coi nhu mét khong gian miu méi. Khéng gian méu ndy duoc goi voi cac
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tén: khong gian miu mién gia tri (range sample space), hay khéng gian tich
(two-dimentional product space), hodc khong gian miy giao (joint sample
space). Ching ta théng nhét ky higu khéng gian mau méi nay 14 S,.

Xét cde sur kién A va B duge dinh nghia la: A = {X<x}vaB={Y < Yo},
thé thi sy kién A s& tuong tmg véi cac didm trén phin nta mit phing x < x,
va su kién B s& tuong img véi cée diém trén phan nira mét phéng Y £ Yo

Su kién giao hay giao gira hai sy kién A va B, ky hiéu 12 AnB, 1a tap hop
X<xvaY <y} vaduge vidt la{X <x,Y < y}.

Mo rong ra khi xét dén N énh xa riéng biét d? thu dwoe N bién nglu nhién
riéng biét X, X, ...» XN, khéng gian dich lic nay la mot khéng gian N
chiéu va méi phin tir trong khdng gian mau nay 12 mét vector N chiéu.

3.3.2. Ham phan b6 giao va ham mt dé giao
* Ham phin bd giao (joint distribution function)
Ham phén bb giao duoc dinh nghfa:
Fxv(xy) =P{X <x,Y<y} (3.3.1)
Trutmg hop X va 'Y déu 4 c4c bién ng3u nhién roi rac:
* Ham sb ddc trung cho X nhdn N gid tri rdi rac X, Xy, ..., XN
* Hamsb ddc trung cho Y nhin M gid trj roi raC Y1, ¥2, .-y ¥M

N M
Fex (3= 23 P(x,.y, u(x~x,Ju(y-y,) (3.3.2)

n=1 m=I

MG rong cho bién ngdu nhién N chidu, ta ¢6 dinh nghia:

Fy x, x, (X),%,..x) =P{X, XXy S, X Sx, ) (3.3.3)
Céc tinh chét cua ham phan bé giao:
I Fxv(-00,-0) =0, Fyxy(-0,y)=0, Fx v(x,-0) =0 (3.3.4a)
2. Fxy(w,0)=1 (3.3.4b)
3. 0<Fxvy(x,y) <1 (3.3.4¢)
4. Fxy(xy)1a ham ddng bién theo cax va y (3.3.4d)
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5. P{x; <X £x2, 1 <Y £ v2} = Fxv(xa,y2) + Fxv(X1,y1)
- Fxv(x1,y2) - Fxy(x2.y1) (3.3.4¢)
6. Fxy(x.0)=Fx(x) va Fx y(e0,y) = Fy(y) (3.3.4f)

O tinh chét 6, cac ham sb Fx(x) va Fy(y) duoc goi la cac ham phan bd bién*
(margmal distribution). Chiing 14 céc ham phan bd giao véi mot trong 2 bién
bang co.

¢ Ham mit d¢ giao (joint density function)

Ham méit d¢ gtao dugce dinh nghia:

07Fy v (%,Y)
f,  (x,y)= —22L 33.5
x,v( Y) oxdy ( )
Trudmg hop X va Y déu 14 c4c bién nglu nhién roi rac:
N M
FX,Y (X’ Y) = Zzp(xn)Ym)a(x_xn )6(y _Ym) (336)
n=l m=1

Mé rong cho bién ngiu nhién N chiéy, ta ¢6 dinh nghia:

N .
a FX[‘XQ...XN txl » XZ"'XN)

%, (X Xy Xy) = %%, 0% (3.3.7)
Céc tinh chit cita ham m3! 49 giao:
1. 0<fxvy(x,y) véi moi x, y (3.3.8a)
| [ (o yddxdy =1 (3.3.8b)
¥ X

3.0 By = [ e (E.8,)d8,d8, (3.3.80)

4 B0 = [ [l (€),8,)d8,08,
va By (n)= [ [y (&;.€,)d8,d8, (3.3.84)

-0
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¥y

3. P{x, <X <x,,y,<Y<y,}= J j‘fxxy(x,y)dxdy (3.3.8¢)
i %
6. fx(x)= ffyy(xy)dy va f,(y)= [Exv (x, y)dx (3.3.80)

»  Déi voi khong gian mAu N chiéu, tinh chit 3 duoe m& rong nhu
sau:

Xy o N3 X|

Fx,.x,...xN (X, X5 Xy) = j _[ Ifx.,xz...xN &).&5,mE)AEdE, . dE, (3.3.8g)
» Céic ham trong tinh chét 6 duge goi la cac ham mat d§ bién
(marginal density). Ching ¢6 mdi lién hé v cac ham phén bo
bién theo céng thite:
dF, (x}

fo="2 v fy(y)i%ﬁ (3:3.9)

3.3.3. Déc I3p théng ké

O phan trude ching ta da dinh nghia khai niém vé hai s kién 1a doc lap
thdng ké néu sir xudt hién cnia su kién nay khéng anh hudng dén su kién con
lai. Diéu d6 cé nghia xdc suit giao ca hai sy kién bang tich cdc xdc sudt
cua tung sy kién.

Trong phin nay chung ta ¢6 khai niém vé hai blen ngiu nhlen la dgc lap
thdng ké. Hai bién nglu nhién 1a ddc 1ap théng ké néu va chi néu:

PIX<x, Y <y} =P{X<x}P{Y <y} (3.3.10)
Tir d6 din dén cdc tinh chit sau cia hai bién ngiu nhién doc lap théng ké:
Fxv(x,y) = Fx(X)Fy(y) va fxy(x,y) = fx(x)fy(y) (3.3.11)

Tiép theo ta xét dén cdc ham phin bd va ham mat d§ ctia mdt bién ngiu
nhién 1a tong cda 2 bién ngau nhién ddc ldp thong ké. Gia su W 1a bién ngau
nhién tong clia 2 bi€n ngau nhién ddc 1dp thong ké X va Y tac la:

W(s) = X(s) + Y(s) (3.3.12)
v&i s 12 mét sur kién bét ky trong khong gian miu ban dau. Tir ddy din dén
Fw(w) =P{W < w} =P{X+Y <w)}
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o Wy o0

= [ Jfxy(x,y)dxdy = Ify(y)l:w]}x(x)dx}dy (3.3.13)

—o) =

suyra £y (W)= [£, (N (W=y)dy =(fx * £, )W) (3.3.14)

v6i “*’ 1a ky hiéu ctia phép tinh tich chdp (convolution).

Mé réng cho N bién nglu nhién doc 1ap thdng ké xi, X, ..., Xy €O
Y=X1+X2+...+XN (3.3.15)

thi ta ¢6 ham mét d3 cua bién ngiu nhién tdng 1a

fo(y) =(fy, *fx, * - F 0 (3.3.16)

3.3.4. binh ly gidi han tap trung

Hinéu theo nghia rong, dinh 1y gioi han tép trung (central limit theorem) phéat
bidu ring ham phan bo cia tong mit 5o lugng lon cdc bién ngiu nhién sé
tién t6i phéan b6 Gauss.

Binh 1y nay bi rang budc béi didu kién céac bién ngiu nhién la doc 1ap théng
ké va chi ding voi mét sb trudng hop cée bién nglu nhién khong phai doc
lap théng ké. Tuy nhién céc ing dung cua dinh 1y nay hau hét nim trong
truomg hop cdc bién nghu nhién 14 doc 1ap thong ké hode dwoc gia sir 1a
chiing doc Iap théng ke.

Trong trudmg hop céc bién ngdu nhién ¢6 cac ham phan bd khéc nhau thi
tong:

Yn=X +Xo+ ...+ Xy (3.3.17)
s& ¢ ky vong 12 Y, =X, + X, +..+ Xy (3.3.18)
va phuong sai la oy =0y, +0%, Tt 0%, (3.3.19)

bién ngu nhién Y s& c6 ham phén bd tiém cn dén ham phan bo Gauss khi
N —> o néu nd thod man cdc diéu kién du sau:

. Gg(.,>B1 i=1,2,..,N
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voi By, B 14 cic s6 thue duong. Cac didu kién nay nhim dam bao ring
khong c6 bién nglu nhién thanh phin nao 13 chiém wu thé trong téng cac
bién ngiu nhién.

Binh ly chi ra ring ham phan bb cuia bién ngiu nhién tong tién t&i ham phén
b6 Gauss. Tét nhién la him mdt d6 cia bién nglu nhién 1di rac 1a & hop
tuyén tinh cta cac xung Dirac, tuy nhién ta ciing thiy rf’mg duong bao cia
cdc ham sb nay cling tiém ¢in t6i ham mat d6 Gauss,

Mot trudmg hop riéng rét duge quan tam 1a: cac bién nglu nhién thanh phin
1 dgc 13p thong k€, dbng thdi ching co cing phin b3 va mit dj, X, =X,
Oy =0y voimoii=1,2, . . N thi Yn=X; + X+ ... + Xy sé tiém cén
dén bién ngdu nhién Gauss khi N —> co. Didu nay twong duong véi ménh dé
sau:

N —
Y. -Y Z (Xi - X)
WN =_N N _ »n= (3320)
Ty YN Oy
[4 bién ngiu nhién Gauss c6 ky vong bang 0 va phuong sai bang 1 hay

wi

fWN(w)=J—;—_n~e_T (3.3.21)

mz

Dinh 1y duge chimg minh bang céch chi ra ring liméy, (®)=¢ ? véi
$w, (®) 12 ham ddc tinh cla Wy.

3.3.5. Céc dic sb6 cua vector ngau nhién
Ky vong
Néu g(X,Y) Ia mdt ham s6 cua 2 bién nglu nhién X va Y, k¥ vong ctia g(., .)

Lol v}

dinh nghia 1a: g = E{g(X,Y)] = j‘ Jg(x,y)fx‘v(x,y)dxdy (3.3.22)

—o—al

M0 rong cho bién ngiu nhién N chiéu, ta c6 dinh nghia:
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g = E[g(X,X,.. Xy)]

= _[ I Ig(x,,xz,...,x,\,)f)(l‘xz__xN (X5 X5 X )X dX,dX

—o 0o

(3.3.23)

Vi du: Tim ky vong cua ham s6 g 1a td hop tuyén tinh cha N bién ngau
nhién.

N
Gigi: Cb g(X,, X, Xy) = > a.X
i=1

véiailacac hdng s6,i=1,2,..,N

Ky vong:
N w 0w N
E=EY o X J= [ [ Do s,y (60 X o) A%, X
i=] e L |
N @ oo ol
=> q, I _[ jxithxz___xN (X;> Xg5eees X )X, dX 5 X g
1=l —an —tm—tg
ma _[ J Ix]fx“xl_‘_xn(x,,xz,...,xN)dx,dxz...de
- le..{ I]‘thx!___x“(xl,xz,...,xN)dxz...de}dx]
= [xfy (x,)dx, =E[X,]
fuong tu: I I Ixzfxl‘xl___xN(x,,xE,...,xN)dx1dx2...de = E[X,]
[ J Tt sy (s X X Y, g = B ]
nén E[ZaiXi] = ZaiE[Xi]

Két ludn la ky vong cna & hop tuyen tmh ctia N bién ngiu nhién bang to
hop tuyén tinh ctia ky vong cia N bién nglu nhién.
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Moment
* Moment gdc (moment about origin)

Moment gc ciia vector ngdu nhién (X,Y) duge dinh nghia la:

m, =E[X"Y*]= | [x"y*f, y(x, y)dxdy (3.3.24)

-
* n+kdugce goi ta bic cla moment
" My ld moment m, cta bién ngdu nhién X

" - s X 1A
" mgk la moment m, cta bién ngidu nhién Y

o

* m, = J.Ixyfx‘v(x,y)dxdy (3.3.25)

duoce goi la tuong quan (correlation) ctia 2 bién ngu nhién X va
Y. Ky hléll RXY =my.

X

» Nhin xét ring Ryy thé hién mre d9 phu thude giita bién nglu
nhién nay va bién nglu nhién kia. Truong hop X va Y la cac
thanh phén cia mét vector ngiu nhién thi Ryy thé hién muec
d6 phu thude giita cac bién ngdu nhién véi nhau.

» Neéu Rxy = E[X]E[Y] thi quan hé giira X va Y duoc goi la

khong ¢6 tinh twong quan (uncorrelated)

D¢ dang rut ra két luan ring néu 2 bién ngiu nhién doc lap
théng ké thi gifta chiing khdéng c6 tinh twong quan, diéu
nguoc lai chua chéc da ding,

» NéuRxy=0thi XvaYla trre giao (orthogonal).
Moment trung tim (central moment)
Moment trung tdm clia vector ngdu nhién (X,Y) duge dinh nghia la:

Mo = ELX =X)"(Y =)' T = [ [(x=X)"(y - V) F,  (x, y)dxdy

=~ 0—al

(3.3.26)
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* u, =0, laphuong sai cia X

Hu: = G\(l la phuong saicua Y

« o, =EIOC-XNY-D)]= [ [(x=X)y - Doy v (x,y)dxdy

—ah—al

(3.3.27)

duoc goi 1 hiép bién (covariance) clia 2 bién ngdu nhién X va Y.
Ky higu Cxy = i3

Hiép bién c6 mdi quan hé véi tuong quan quan va ky vong cua
cac bién ngau nhién theo cong thire

Cxy = Ryy - E[X]E[Y] (3.3.28)

» Nhin xét ring Cyy thé hién mirc d twong ddng giira bién
ngau nhién nay va bién ngu nhién kla Truomg hop X va Y
la cde thanh phan cliia mdt vector ngau nhién thi Cxy thé hién
mirc d¢ tuong dong gu.ra cae bién nglu nhién véi nhau. Néi
mot cach cy thé, hai bién ngiu nhién cé hiép bién cing nho
thi tinh tuong ddng cang cao hay ham phén bd (hay phan bd
bién) cang gan nhu gibng nhau (c6 su sai khac rét nhé).

» Néu Cxy =0 thi X va Y khong ¢é tinh twong quan
» Néu Cxy = - E[X]E[Y] thi X va Y la truc giao

> Gidtr p=—tu = S

VHuHe  OxOy

dugce goi 13 hé sb hiép bién (covariance coefficient) ctia X va
Y, -1 < p < 1 thé hién mic 49 twong quan gitta X va Y.

(3.3.29)

Mé rdng cho bién nghu nhién N chiéu, ta ¢6 dinh nghfa:

= E(X, - X)X, - X)Xy =X

“nm,...nN

= oo [ O =KX, = K)o = K, s, 0, (KX X A, 0l

- —an—.

(3.3.30)
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Vi du: Tim phuong sai cia té hop tuyén tinh cia N bién ngéu nhién.

N
Gidi: Co X=2 0.X, véiolacichingsd,i=1,2,. . N
i=]

dan dén K:E[ia,.xi]=ia.-E[X.-]=ia.-f.-
[ i=1 i=l

M=

x-?:iaixi -~

i=1 i

aiii = iai(xi -X)
i

oy’ = E[(X __—X)z]: E{iai X, -X, )iaj(xj - fJ' ):!

g

N

=3 S o ECX, ~X)E(X,-X )= iiai%cxix]

i=l j=I i=l j=I

trong truong hop dac biét néu cic bién ngdu nhién thinh phin 13 khong
tuong quan ttmg d6i mét thi

N
2 22
Ox —Z“i Ox,
I

Ham dic tinh ciia vector ngdu nhién

Cho 2 bién ngiu nhién X vi Y, ham ddc tinh (joint characteristic function)
cua vector ngdu nhién (X,Y) duge dinh nghia bdi céng thie:

Oy v (®,0,)=E[eV**ia¥)] o J‘ jf”(x,y)e“‘“'x”"’z'”dxdy (3.3.31)
Cong thirc trén twong tw nhir cong thire ciia phép bién ddi Fourier 2 chidu
clia ham mat do giao ngoai trir ddy *-* dimg trude cdc bién s6 ©; va ws. Do
d6 ham mat d6 giao cé thé duoc tinh ttr ham dic tinh theo cdng thire:

fry(X,y) = j [bxv (0,0, )e ¥ Vg0 g, (3.3.32)

-0

Trong cée trwémg hop cé dinh cac bidn s6 o, = 0 va w2 =0, ta ¢6 cdc ham
ddc tinh bién: ¢, (0,) = by vy (0,,0) va Oy (@,) = Pxv(0,0,) (3.3.33)
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Ham dac tinh ¢0 mai 1ién hé véi cac moment gbc theo cong thic:

K
n+k " Oy v (@ 200,)

amlnaﬂ)zn U)] '_—0,(02 =0

m, =(-]) (3.3.34)

3.3.6. Vector ngau nhién Gauss

e Vector ngiu nhién Gauss 2 chidu (bivariance Gaussian)

Vector ngiu nhién Gauss 2 chiu ¢6 ham mit d6 duge dinh nghia theo céng
thirc

fyv (X, ¥)
o exp{ 1 [(x—@z _G-X-Y) +(y—?f}}
1-p°

2040, 200D oy oxOy o)’
(3.3.35)
Mot s nhin xét v& vector nghu nhién Gauss 2 chidu:

= Ham mat dé dat cue dai tai (X,Y)

1
2m6,6y1-p
= Néu p =0 hay giita X va Y khdng ¢6 tinh trong quan thi

fyy (%, ¥) = fx (Of (¥)

. _gx-i}’ 1 _(y-?z)l
VO fy(x) = ——=¢ ™ vafy(y)=—F—=¢ v (3.3.35b)
1/2n0‘X2 1{27:0‘\,2
hay hai bién nglu nhién déu 12 Gauss ma chiung khdng tuong
quan thi tuong dwong véi ching 1a dgc 14p théng ké.

fo (%, Y) STy (X,Y) = (3.3.352)

Hinh v& dudi thé hién phdi canh clia vector nghu nhién Gauss 2 va hinh
chiéu ctia n6 1én mat phiing Oxy ctia toa do Pécéc.
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Hibry mail tho Giazas 2 o

Hmnb chieu cua ham mat da Gauss 2 cheey

. X vy A
¢ Vector ngau nhién Gauss N chidu

Vector ngdu nhién Gauss N chiéu 1a vector ngdu nhién c6 ham mat dd theo

cdng thirc sau:

_x=XTC, I [x - X]

thxz--.xN (XI= Xz"‘xN) =

x, - X,

véi [x-X]= xz-:i(}
XN_'XN

C, C,

va [Cy]= C' C.”
CNI CN2

: } (3.3.36)

duoc goi 1a ma tran hiép bién

Chn

M0t s0 tinh chat cua bién ngdu nhién Gauss dugc rit ra nhu sau:

* Vector ngdu nhién Gauss hoan toan dugc xac dinh bdi cac

moment béc 1 va bic 2.

* Néu gitra c4c bién ngdu nhién Gauss la khéng tuong quan thi

ching dc 1ap thong ké.

* Tac dong mot anh xa tuyén tinh 1én vector ngiu nhién Gauss ta
cling dugc mot vector ngau nhién Gauss.
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3.4. CAC QUA TRINH NGAU NHIEN

3.4.1. bat van dé

Trong céac phan trirée, ching ta dd quan tm dén cdc bién ngiu nhién va céc
vector ngdu nhién, d3 lam r& cac khdi niém lién quan dén cac ham phan bo
ham mat dg, cac dac sb quan trong va ham dac tinh. V& ban chit, bién ngiu
nhién va vector ngau nhién 1& mét dnh xa tr dai sb sigma cla khong gian
mau vio tap so thye hode mot khong gian vector N6i cach khac, mdi mét sur
kién thude dai sb sigma cua khéng glan mau duge dac trung boi mot gia tri
thue hodc mdt vector cy thé, x4c suat xudt hién coa tht ca cac su kién dugce

quan tim dwgc dac trung bdi ham phén bb hodc ham mét d6 trén khong gian
vector.

Péi véi cac nganh khoa hoc, dic biét trong khoa hoc k¥ thuat, chung ta
thuomg gap phai mdt ham dir liéu lién tuc hodc ddy dir liéu roi rac ma gia trl
cta chiing tai mét thoi diém cu thé la hoan toan ngiu nhién. Viéc dac trung
hoé cac dir liéu nay va xem xét cac thong s6 théng ké ctia chung la can thiét,
¢4 trén khia canh phén tich 1an thiét ké (udc luong, du doan, va quy &t dinh).

3.4.2. Khai niém vé qua trinh ngau nhién

Mot qua trinh ngdu nhién (random process hay stochashc process) la anh xa
tir mot phan tr so thude khong gian mau S nio d6 vao mot ham sb xo(t) Mat
khac, ta cling 6 thé ndi, qué trinh ngiu nhién 1a mét tép cac bién ngiu nhién
X thay d8i theo thdi gian t. Thong thudng, mét qua trinh ngdu nhién duoc
ky higu la X(1), con x(t) thé hién cho mdt ham so img véi mét su kién cu
the x(t) dugc goi 1a mot thé hién (ensemble hay realization) cua qua trmh

ngau nhién X(t). Tai mét thon didm cu thé to, X(to) trd thanh mdt bién ngiu
nhién.

Céc qua trinh ngiu nhién c6 thé dugc phén loai theo tinh lién tuc hay roi1 rac
nhur sau:

« Bién ngiu nhién tai tAt ¢ cac thai diém c6 thé duoc xét dén nhin
cac gia tri lién tuc theo bién thoi gian lién tuc, khi do goi 1a “qua
trinh ngéu nhién lién tuc” (continous random process)

* Bién ngiu nhién tai tht ¢a cac thoi didm c6 thé duge xét dén chi nhan
cac gia trj roi rac theo bién thdi gian lién e, khi d6 goi 1a “qua trinh
ngAu nhién rdi rac” (discrete random process})
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= Bién ngdu nhién nhan cac gid tri lién tuc nhung chi xét tai cac thoi
diém r0i rac, khi d6 got 1a “day ngéu nhién lién tuc™ (continous
random sequence)

" Ca gia tri ciia bién ngau nhién va thdi gian déu rdi rac, khi dé goi la
“day ngau nhién rdi rac” (discrete random sequence).
3.4.3. Cdc ham phan b6 va ham mét dg cia qua trinh ngiu nhién

Nhic laj réng Ung véi mot thoi diém cu thé t, 12 dang xét dén mét bidn ngiu
nhién X(t;) ndm trong qua trinh ngau nhién X(t). Him phén bd bac 1 cua
qué trinh ngdu nhién tai thoi diém t,duge dinh nghia 1a:

Fx(xi;t) = PU{X(t)) < x1}) (4.4.1)
Tuong ty ¢é dinh nghia ham phan bé béc 2:
Fx(x1,x25t1t2) = PU{X(1) € x1, X(t) < x2}) (4.4.2)

va khi xét tai N thoi diém phan biét, ta ¢é ham phan bb bic N:
Fx(x1.%2,..0 X85ty 1)
=PUXt) <x, X(t) <x2, .., X(t) S xn))  (4.4.3)

Cac ham 4t d duoc dinh nghia theo cac ham phan bd nhu sau:

f)((xl )= M (4.4.4)
dx,
O Fy (X1, %5511, t,)
Fx(X),X55t,,1,) = —X L2202 (4.4.5)
M (X}, Xy oy X3 bty t )
f (X 2 Xgsn Xa Lty t ): XA A Ans b by, Ly
x (X No sy N o,
(4.4.6)

3.4.4. Hai qua trinh ngau nhién déc ldp théng ké

Xét hai qua trinh ngdu nhién X(t) va Y(t). Véi qua trinh X(1), xét tai N thai
diém thu duge mdt vector ngdu nhién véi N thanh phin X(t), X(t), ...,
X(tn). VOi qua trinh Y(1), xét tai M thoi diém cling duoc mdt vector ngdu
nhién véi M thanh phén Y(1,°), Y(t,), ..., Y(tw').

Hai qua trinh X(t) va Y(1) 12 doc lap théng ké néu va chi néu 2 vector ngau
nhién néi trén la ddc 1ap thong ké theo bét cir cach chon 2 b6 thoi diém 1, t,
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Lty VAt ta, ..., by nhu the nao, diu d6 ¢6 nghia:
fx(xl 1x29' . ,XNJI :y2‘)' s yh’i;t] 1t2!' HER) thtl 3-:‘-2‘ LI 'th,)

= Fy(X1,X2, - o Xpibnat2ee oo V(LY 20 Yt L t) (4.4.7)

3.4.5. Qua trinh dung

V& mat khai quat, qud trinh dimg (stationary process) 14 qua trinh ma céac
thude tinh théng k& clia né (bao gdm k¥ vong, phuong sai, turong quan gilfa
hai thoi diém, hodc tham chi ham mat d¢ va ham phéan bd giao gitra phidu
thoi diém) khong dbi theo thai gian. Tuy nhién néi mét cach cht ché, cac
qué trinh dimg duge dinb nghia ¢ cac muc d6 khac nhau twong (ng vai tinh
chéit khong thay déi cuia ham mat d& theo thoi gian tuyét d6i. Qua trinh la
dieng theo nghia hep néu no 1a mdt qua trinh dimng véi moi mire do.

» Qua# trinh dung bic 1
M6t qua trinh la dimg béc 1 néu:
fo(x3t) =Xt +4) (4.4.8)

vai moi cach chon thoi diém t; va khoang dich thoi gian A. Diéu nay co
nghia qua trinh dimg bdc | neu ham mét d6 bac 1 khdng thay doi theo thai
gian t. Néu xét tai mot thoi diém t; thi:

E[X(t,)] = T[x,fx(x,;tl)dx1 (4.4.9)

ciing khang déi theo thosi gian hay E[X(t,)] = X = constant
¢ Qua trinh dirng bic 2
Maét qua trinh 1a dung béc 2 néu:
£ (X,X,58,t) = (X, X5t + 4,1, +4) (4.4.10)
v&i moi cach chon cdc thai diém 1, t2 va khoang dich thoi gian A,
R& rang 14 qua trinh dirng bac 2 cling bao ham ca qua trinh dimg béc 1.

Tir day ta thdy rang ham mét 49 béc 2 khong hé phu thude vio céc thoi diém
tuyét déi t,, t ma chi phu thude vao khoang cach thoi gian twong ddi v =1 -
t,. Diéu do c6 nghia ham mat do bac 2 cha qua trinh ding bic 2 chi phu
thude vao 3 bién sd: X1, X VA T.
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Tir day ta thay ham tu furong quan:

=)

Ruox (1 1) =E[XA)X(1,)] = | [x,x,f, (x,.%,551,, 1, )dx, dx,

—oG—0]

@411
chi con 12 ham sb cia mt bién thoi gian twong déi t hay:
R (£, £+ 1) = E[X(X(t + )] = R (1) @.4.11a)
* Qua trinh dimg theo nghia rong (WSS)

Trong nhiéu truomg hop, chung ta chi ¢in quan tdm dén tinh chét cua céc
dac s6 thong ké bédc 2 cia mot qud trinh 12 du dé giai bai toan mét cach
twong d6i don gian.

Qua trinh 14 dimg theo nghia réng (wide sense stationrary — WSS) néu né
thoa man ca 2 diéu kién sau day:

" Ky vong tai cac thoi diém khiac nhau la khong ddi:
E[X(t,)] = X = constant

= Ham 1y tuong quan chi phu thudc vao khoang thoi gian trong dbi
gitra 2 thoi diém duoc xét dén:

E[X(DX(t+1)] =Ry (1)

Nhan xét ring mot qué trinh 1a dimg béc 2 thi cling 14 qu4 trinh WSS, diéu
nguoc lai chua chic d3 ding. Mét qué trinh WSS cling 12 dimg bac 1, diéu
nguoc lai chua chic da ding.

Vi du: Mot qua trinh ngiu nhién duge x4c dinh theo cong thirc sau:
X(t)=Acos(w,t+O)
A va g 1a cc hing sb, © 1a bién ngiu nhién phan bd déu trong
khoang (0,2m).
Xét tinh dimg cua qua trinh ngdu nhién noi trén.
Gidi: Ham phan bé ctia bién nghu nhién © la;

1
— (062
£,(6)=1{77 "

0 Oconlai
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Xét kv vong va ham tu twong quan cha qua trinh ngiu nhién:
N In 1
E[X(t)) = [X(1)fo(8)d0 = jE_Acos(mot +0)d6 =0
7
- {

1a hing s

(L 1+ 1) = E[IX(1)X(t + 1)) = E[A cos{m,t + O)A cos(@yt + @y T+ @)]
2
= %—E[cos(wot) +cos(20,t + 0,1 +20)]

A2 A2
= —2— Efcos(wgT)] + T Elcos(2ogt + 0T +20)]
=0
2
= Tcos(mﬂt)

khong phu thudc vao bién thdi gian tuyét ddi t
T d6 din dén X(t) 14 qua trinh dimng theo nghia rong WSS.
¢ Qua trinh dimg chiit ché bac N
Qua trinh X(1) 1a dimg chat ch& bac N néu:
£ (X)X X i bty ty) = fo(X)s XXyt AL, ATy +A)

(4.4.12)
vdi moi cach chon céc thoi didm t), ty, ..., ty va khoang dich thoi gian A.

Thong thudmg khi xét dén cac md hinh, vige gid sir hodc 18p ludn rang mot
qué trinh 12 dimg theo nghia rong da dam bao kha nang kiém soat duge vé
mit toan hoc. Vide doi hoi qua trinh dimg 1& chat ch& hon déi khi lam bai
toan phire tap, kho kiém soat.

e Twong quan giira hai qua trinh

Hai qua trinh X(t) va Y(t) duoc goi la dimg dbi v6i nhau néu ham tuong
quan chéo R (t,,t,)=E{X(t,)X(t,)] chi phu thube vao khoang théi gian
tuong ddi v =15 - t; tie 1a:

R, (t,t+1)=EXOY({t+1)]=Ryy (D) (4.4.13)
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3.4.6. Trung binh theo théi gian va qué trinh ergodic
* Trung binh theo th&i gian

Trung binh theo thai gian 1a mot dai lrgng dugc dinh nghia 14
1 T
Al.]=lim— |[.]dt 4.4.14
[ T-mz'r‘l” (4.4.14)

D3I voi mdt thé hién cu thé x(t) cita mot qué trinh ngu nhién X(t), trung
binh theo thdi gian cia nd 1a:
1 T
X =AX()] = lim— x(t)dt 4.4.15
[x(v)] sz_I“ (4.4.15)

Ham tir trong quan theo thai gian duge dinh nghia la:
T
TN (D =Alx(Dx(t+1)] = pmz—lT— Ix(t)x(t +1)dt (4.4.16)
-T
R rang 1 theo céc dinh nghia & trén, véi (1) 12 mt thé hién cia X(t), X l1a
mot gid tri cu the va N, (1) 1a mdt ham s. Khi xét dén tét ca céc thé hién
clia qua trinh ngdu nhién hay thay x(t) bing X(1), trung binh theo thoi gian
tro' thanh mét bién ngdu nhién v him tw tuong quan theo thoi gian trdy
thanh mét qua trinh ngiu nhién.

¢ Qua trinh Ergodic

Trong trudémg hop X(t) 1a mdt qua trinh nglu nhién theo nghia réng — WSS
thi ky vong cla trung binh theo thdi gian s& bang ky vong cua qué trinh
ngdu nhién va ky vong clia him tir tvong quan theo thoi gian s& bang ham ty
twong quan cua qué trinh, Biéu dién toan hoc la:

E[x]=X (4.4.17)
E[Ryx (D] =Ry (1) (4.4.18)

Ta di vao mot 16p cdc qua trinh ¢6 trung binh theo thoi gian 12 mot hing sé
(khong con 1a mot bién nglu nhién) va ham ty tuong quan theo théi gian la
mét ham s6 theo khong sai khac thdi gian tuong déi < (khéng con la qué
trinh ngdu nhién). Lop céc qud trinh nhu viy dugc goi 1a cac qua trinh
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ergodic. Bidu dién toan hoc thi qua trinh ergodic 13 qua trinh ¢6:
¥ =X =hing s6 : (4.4.19)
Ryx (1) =Ry (1) (4.4.20)

Mot qué trinh ergodic hién nhién da 1a mdt qua trinh dung theo nghia réng
nhung d3a bi rang budc bo cic didu kién chit ché hon rit nhidu. Trong céc
bai toan k¥ thudt, viée gia sit mt qua trinh la ergodic cho phép tinh ky vong
va ham tuong quan. dua trén trung binh theo thoi gian va tuong quan theo
théi gian. Viéc tinh todn nay don thudn chi dya trén cac gia tri cia mot thé
hién cha qua trinh tai théri diém hién tai va trong qua khir.

Vi du: Cho qué trinh nglu nhién X(t) = A véi A 1a mot bién ngiu nhlen
phén b déu trong khoang (0,1).

X(t) 12 mdt qud trinh dirng theo nghia rong, tuy nhién d6 khong phai 1a mdt
qua trinh ergodic. Cu thé mdi mdt thé hién cta X(t) c¢6 thé 1a mot dudng
thing va trung binh theo thoi gian cua cac thé hién d6 rit khic xa nhau.

» Hai qui trinh ergodic ddi v&i nhau

Hai qua trinh ngiu nhién 14 ergodic déi véi nhau néu ban than mdi qud trinh
la ergodic va chiing thoa man thém diéu kién sau:
T

Ry (1) = lim ;—T Ix(t)y(t+1)dt =Ry (1) (4.4.21)
-T .

3.4.7. Cic ham twong quan va ham hiép bién

& phan trude, qua trinh dimg theo nghia rdng dugc dinh nghia dya trén ham
tuong quan. Phan nay s& di siu vao cac tinh chdt ctia chiing.

» Ham ty twong quan va cac tinh chit

Ham tu tuong quan (auto-correlation) clia mt qui trinh X(t) duge dinh
nghia 1a: '

Rxx(tptz) = E[X(tl)x(tz)]
hay Ry, (tLt+1)=E[X(DX(t+1)] (4.4.22)

i2 m6t ham sb vdi hai bién 6. Néu X(t) 1a dimg theo nghia rong, ham tr
twong quan chi phy thude vao gid tri sai khac thdi gian tuong d6i, hay néi
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céch khdc 1a ham s6 cua bién s8 1a dai lwrong sai khac gitta 2 thdi diém dugc
xét den theo ¢bng thire:

Ryx (1) = E[X()X(t + 1)] (4.4.23)
Ham tr twong quan cia mdt qua trinh WSS ¢6 cac tinh cht sau:
. R, (0)y=E[X*(1)] (4.4.24a)
diéu nay 1a hién nhién dugc suy ra tir céng thirc dinh nghia.
2. Ry (1) =R, (~1) (4.4.24b)

Thue vay: R (1) = E[X(1)X(t +1)] = E[X(t - 1)X(1)] = Ryx(-1)

Noi cach khac, ham tu tuong quan cia mot qua trinh dimg la ham

chan.
3. Ry (MR (0) (4.4.24¢)
Thuc vay, ta ludn co:
E[(X(1) 2 X(t+1)) 120
hay E[Xz(t)]+E[Xz(t+r)]i2E[X(t)X(t+t)] >0

tuong duong: 2R, (0)+2R w(1)=20
dan dén IR 4 (1)) £ Ry (0)
4. Néu E[X(1)] = 0 va X(t) khéng ¢6 thanh phén tudn hoan nao ¢ thi
limR 4, (1) = {E[X ()]} =X (4.4.24d)
5. Néu X(t) c¢6 chita mdt thanh phan tun hoan thi R,y (1) ciing cé
chira thanh phén tudn hoan véi chu ky d6
O day chiing ta ¢6 thé dua ra vi du cho tinh chét 5 nay
Gia st X(t) = Acos(w,t + @) + N(t)

A va ap 1a céc hing s6, 0 la bién ngdu nhién phan bé ddu trong
khoang (0,2r).

N() 1a mét qua trinh WSS va déc lap véi 6
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R, (t,t+ 1) = E[X(1)X(t + 1)]
= E[{A cos{w,t + @) + N{1)} {A cos(@yt + 0, T+ O+ N(t+1)}]

4

= %—E[cos(u)o‘r) +cos(2w,t + 0, T+ 20)}+ EfA cos(m,t + OIN(t + 1)}
+ E[A cos(m,t + 0, T+ O)N(1) 1+ E[N{(ON(t + 1)]

-
“

cos(w, 1) + Ry (1)
Tire 12 X(t) 12 mdt qua trinh WSS va Ry (1) cling ¢é chira thanh ph?m tudn
hoan véi tan so goc wo.
6. Ry (1) khong thé co dang tuy ¥, cu thé n6 khdng thé ¢6 dang:
* bang phang & dinh
» dudmg thang dimg hodc cb cac diém gian doan

Boi 18 tr tinh déi xtmg cha ham ty tuong quan Ry, (1), bién doi
Fourier ¢ciia ham tu tuong quan 1a:

F Ryx (D} = IRxx(T)e wtde = _[RX}( (t)cos(jot)dr 20

- )

nén khong thé co cdc tinh chit nhur d4 liét ké & trén, do 1a nhing tinh
chit chi khi phé ctia Ry, (1) €6 phan dm.

Vidu: Cho Ry (1)=25+ . , tim phuong sal G,
1+67

Gidi:

Theo tinh chit 4: EX@®F =HmR 4 (1) =25

Theo tinh chat 1: E[X?(t)] = Ry (0) =29

Vay: o, = EIX* (0] - EXOI =
e Ham twong quan chéo va cdc tinh chit

Cho X(t) va Y(t) la 2 qud trinh ngau nhién, ham tuong quan chéo (cross-
correlation) clia 2 qué trinh ngdu nhién 1a:
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Ryv(tLt+ 1) =E[X()Y(t+1)] (4.4.25)
Néu X(t) va Y(t) la 2 qud trinh dirng d6i véi nhau thi ham trong quan chéo
chi phu thue vao gid tri sai khac thoi gian tuong doi gitta 2 thoi diém duoc
xét den hay:

Ryv(Lt+ 1) =E[X(0)Y(t+ 1)) = Ry, (1) (4.4.26)
Truong hop Ry, (t,t+1) =0 thi 2 qud trinh 14 tryc giao (orthogonal).

Trudng hop X(t) va Y(1) 1a ddc lap théng ké va ca 2 qud trinh déu 1a dimng
theo nghfa rdng thi:

Ry (1) =XY = hang sb

Ham tuong quan chéo cua hai qua trinh la dimg doi v&i nhau ¢é cac tinh
chét sau:

I. Ry (1) =R,y (~1) (4.4.27a)
2. Ry (0 <R, (O)R, (0) (4.4.27b)

3. Tir d6 dan dén bét déng thire sau:

1
Ry (T)’ < 5 [Ryx () + Ry (0)) (4.4.27¢)
Vidu: Xét2 qua trinh
X(t) = Acos(w,t) + Bsin(w,t)
Y (1) = Beos(w,t) ~ A sin(w,t)
val g 14 cac héng sé,
A va B 14 céc bién ngu nhién c6 ciing k¥ vong biing 0 va co cing
phuong sai ¢°, A va B 1a khong tuong quan.
Chémng minh ring X(t) va Y(1) la dimg d&i v6i nhau.
Giai:
Ry (t.t+ 1) = E[X(8)Y(t +1)]
=E[{Acos(w,t) + Bsin(w,t)} {Bcos(o,t +w,1) - Asin(oyt+w,1)}]
= E[ABcos(w,t) cos(w,t +w,1)] + E[B’ sin(@,t)cos(w,t + ;)]
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— E[A” cos(m,t)sin(w,t + oy}~ E[ABsin(w, 1) sin{e,t +©,1)]
= E[ABjcos(20,t +®,T)
+ E[B?[sin{w,t)cos{@yt + @,T) — Ef A’ Jcos(m t)sin{wyt + ®,T)
=g’ sin(w,t)cos{m,t + ®,T)~ o cos(o,t)sin(o,t + ©,1)
=o' sin{w,yT)
Do d6, X(t) va Y(t) 1a 2 qua trinh dimg d6i v&i nhau.
o Ham ty hi€p bién
Ham tu hiép bién (auto-covariance) cua mdt qua trinh duge dinh nghia la:
Cyy (Lt + 1) = E[{X() - E[X ()]} {X(t + v) - E{X(t + 0]} ]
=R (t,1+1)— E[X(DE[X(t+ 1)} (4.4.28)
Néu X(t) 1a ding theo nghia rdng thi:
Crx (L1 +1) =Ry (=X =Cyx (D) (4.429)

hay ham tu hiép bién ciing chi phu thudc vao gid tri sal khdc thoi gian tuong
d6i trong tredng hop nay phuong sai 1a khdng ddi theo thai gian:

o2 = E[{X(1)~ EIX(D]}*] = Cyx (03 = Ry (0) =X (4.4.30)
e Ham hiép bién chéo
Ham hiép bién chéo (cross-covariance} gifta 2 qué trinh duoc dinh nghia la:
C,y (L14+7) = E[(X(1) - EIX(OB{Y(t+7) —E[Y(t+1)]}]
= R (tt+ 1) — E[X(OIEY (L + 3] (4.4.31)

Néu X(1) va Y(t) 1a hai qua trinh dimg d8i voi nhau thi ham hiép bién chéo
ciing chi phy thude vao bién s6 sai khac thori gian tuong doi bol:

Cyy(tt+1) = R, (1) -XY =Cyy(D) (4.4.32)

Hai qua trinh dimg doi vdi nhau duge goi 12 kndng tuong quan ddi vai nhau
neu!

Cy (1)=0

3.4.8. Qua trinh ngau nhién Gauss

Mot qua trinh ngﬁu nhién Gauss néu ham mét do bac N tai cdc thot diém ty,
fa, ...,Iny 1a mot vector ngau nhién Gauss:
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1
fx(x,,xz,...,xN;t],tz,...,tN) = ————n——exp{
(2m)"|Cy ]

X=XT'[C, T '[x - X]}
2

Céc phin tir cia ma tran hiép bién Cy la:
Ci = C)(,xk = E[(X.‘ "-}z.‘ X, _'_)Zk )l
= CXX (t.' ,tk) = cxx (t.- ) - E[X(t.‘ )]E[X(tk )]

Trong truomg hop dic bidt, duge xét dén rit nhiéu trong cac bai toan ky
thudt, 1a qua trinh Gauss dimg theo nghia rong thi:

X, = E[X(t,)] = X = hing s

Bén canh 46, cdc ham ty trong quan va ham ty hiép bién chi phu thudc vao
bien thai gian sai khac twong déi gifta 2 thoi diém duoc xét dén:

Rxx(t.'stk) = Rxx(tk -t)
va Cxx(ti,tk)zcxx(tk_ti)

3.4.9. Ddc tinh phé cua qué trinh ngau nhién

Mt d3 phé cong suit
Nhic lai dbi véi mot ham sé xéc dinh x(t), phé clia né la bién di Fourier
cua ham so:

X(jo)=F (1)} = Tx(t)e"jm‘dl (4.4.33)

Hiam gdc ban dau duoe khéi phuc tir ham phd cua né qua phép bién dbi
Fourier nguoc:

[a 0]
x(t)=F ' X(jo)} = 51— [X(jo)etdeo (4.4.34)
i
Nang luong trong mét khoang hitu han [-T,T] dugce tinh bing:

Ey, = [[x(t)F dt (4.4.35q)
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Ning lugng cta ham sé trén toan bd mién bién sd duoc tinh theo cong thire
cua dinh ly Paserval:

2 1 w . 2
Ey = [[x(t)] dt:EE_i]XUm] de (4.4.35b)

l)((jm]2 duoc goi la ham phé mat 46 cong sudt (power density spectrum).

Cdng sudt trung binh duge tinh theo cong thire:

.
P, = lim— JIx(0F dt (4.4.36)

T 2 T

Néu gii han ham sb trong khoang [-T,T] ta duge ham sé xr(t), bién doi
Fourier ciia ham so nay la:

T
X1(jo)=F Lz (1) = [x(t)e'at (4.4.37)
Khi do cdng suft trung binh duge tinh theo cong thire:
.1 2 1. 1 .2
P, = m — j[x(t)] dt = {[%E‘XTG“’} }dm (4.4.38)

Khi xét dén qua trinh ngau nhién X(t) chir khong con don thudn 14 mot ham
sé xac dinh x(t) nira, viée xét dén pho va cong sudt cho timg thé hién cua
qué trinh ngau nhién khong ¢o y nghia 16n lAm. Do d6 ta dinh nghfa cong
sudt trung binh cua qua trinh ngéu nhién nhur sau:

T
Py = lim ;—T _[E[Xz(t)]dt (4.4.39)

Tir cong thirc dinh nghia ta thdy cong suét trung binh chinh 1a trung binh
theo thoi gian ctia ky vong cta binh phuong cla qua trinh ngu nhién X(t)

Py = A{E[X*(D)]} (4.4.40)
Tir ddy ta ¢6 thé viét lai cong thire tinh cong suét trung binh:

T—»un

T LT 2 h (J“’] J
Py = lim — _iE[X (t)dt = 2n (4.4.41)
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Céc bién ddi trén dn dt toi dinh nghifa cia ham phé mat do cdng sudt cia
qua trinh ngau nhién;

Sy (©) = P“}o Ehx;g(ﬂ .’= pm ﬂch (J;?XT (J(’))] (4.4.42)

Va phd mdt d6 cong sudt 6 quan hé véi cong sudt trung binh theo cong
thire:

P == [Sx (@)doo (4.4.43)
2 7

Vi du: Tim cong sudt va phd méat dé cong suht cla:
X(t) = Acos(o,t + Q)

A va @ 12 cic hing sb, © i bién ngiu nhién phan bé déu trong
khoang (0, n/2).

Xét qud trinh ngdu nhién Xz(t) ¢6 ky vong bing:

2
E[X(1)] = A%E[cos? (i1 + 8)] = 2o AL+ E[cos§2mot +20)]}

2 P % 2 2
A + AL I— cos(2m,t + 20)d8 = A é—sin(2o00t)
2 2 Jn 2 TE
Cdng sudt trung binh:
N S .1 A AY A’
PXX = '}'I—I;I}oﬁ_v_[E[X (t)]dt = _E_LTIJCE'T—_T _é__ —n—sm(20)0t) dt = —'2—

Dé tim mat do phé cong suét, trude hét ta tinh:

T | AT |
XT(J(I)) = IA COS((DQt + @)e‘lmld[ - _5 -[(e(m.,H@} _ e-[m“HE}) ):-)mdt
-T

-T

= AT{eJG sinc[(® — @, )T + e sinc[(w + o, )T}

E[X, (o)’ | _ E[X, (j0)X; (o))
2T 2T

dan dén:
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- “;TE[MTI{eJe sinc[(@ —@,)T]+ e sinc{(o+ 0, T}

{e"e sinc[(® — @, )T] + ¢’ sinc[(@ + %)T]}J

2
_A 1Tl:Isincz[(oo~-m0)T]Jr-rl:sincz[((n+(1)0)T]}
2 |=w T
. T .
do: lim —sinc” (@ T) = &(ct)
T TT
E[X,(jo)’| A?
nén: Sy (@) = lim h Tz(TJ ]‘I=A2n[6(m-o)o)+8((o+mn)]

Pén day, cong suit cling dugc tinh tir ham méat do phd cong suit theo cong
thire

Py =— js X(m)dw—; A —0,)+ 50+ o, )]clm«—-—2

Vay 2 cach tiép cén cho clng két qua céng sudt trung binh ctia qué trinh
ngau nhién.

Ham phé mat 4§ cong suét ¢ cac tinh chét sau:

1. Syy{(®) 1a mdt ham thuc khong am. Didu nay xudt phét tir ban thén
dinh nghia cia ham phd mat do ¢dng suat.

2. S,y (®) =Syy(-m) hay Sy, (w) la mdt ham chan. Bé&i 18 Sxx(m) 1a
bién d6i Fourier cia Ry (1) (didu nay s& dugc dé cap dén sau) va
da chimg minh dugc & tinh chét thir 6 cua ham ty twong quan.

3. 51_ jsxx (0)do = A{E[X3(D)]} chc biéu thic & ca 2 ve déu la cong
n —ea

sudt trung binh.

4. Sy (0)= ®"Syx (@) VO X(t) =9¥

Moi quan h¢ gika ph mit 4 cong sudt va ham ty twong quan

Gitra ph6 mét d¢ cong suat va ham ty tuong quan ¢6 moi quan hé nhu sau:
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51; jsxx (0)e*'dw = A[R (1, t +1)] (4.4.44)

va S, (0)= J‘A[Rxx(t,tﬂ)]e*““dr (4.4.45) .

Hay quan hé gitta S, (0) va A{Ryx (t,t+1)]} 12 quan hé ctia mét cap bién
ddi Fourier. Quan h¢ ndy duge chimg minh nhu sau:

Blx Go || Efx (o)X (o)
2T

T—w 2T

Sxx (0} = %1_?;

= lim—— jx t, e hdt, jx et dt,

T—ém

TT
- lim— j jE[x(tI )X (¢, )le " dt dt,

=T-T

— lim — ijxx(tl,t Je gt dt,

To= 2T T

EEEERETR .
= lim ot ] “R o (LE+ r)dt]e dr

w T
:Jihmml— Ry (8, t+'r)dtJ ldr

To= 2T

T
do d6 Sy (0) = _{A[Rxx(t,t+t)]e_’°"dt
Trlrémg hop khi X(t) 1a qua trinh dimg theo nghia réng thi S,,(®w) va
Ryx(t) 1a mdt cip bién ddi Fourier. Tir ddy mt ra dinh ly Wiener-

Khinchine:

Syx(®) = U_)[R vy (T dt (4.4.46)
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va Ry (1) = [Syx (@)e*"do (4.4.47)
2n

Vi du: Tim phf) méat 46 cdng sult ctia qué trinh nglu nhién ¢6 ham ty tuong
quan dugc cho theo cong thire sau:

A2
Ry (1) = —2~cos(o)ot)
Gigi: Phé mat d cong suét 14 bién dbi Fourier ciia ham ty tuong quan hay:
&- Ath
Syx(w)= {RXX(‘E)}=T[B(co—cog)+6(o)+m0)]
Mit dj pho cong sudt chéo

Mit do phé cong suit chéo (cross power density spectrum) cua 2 qua trinh
duoc dinh nghia béi cong thire:

. EXI(o)Y (
Sxy (@) = lim l il 2% 1 (i) (4.4.48)
. ElY; (o)X, (jo)

a S =1 : T2 4.4.49
v vx (®) Jm T ( )
Cong suit chéo trung binh (cross power) dugc tinh bai cong thue:

l o
Py = — jsm (©)de (4.4.50)
2 =

b1 1 i
vi Pyy=— [Sy(o)do (4.4.51)

2n

Phd mét 45 cong sudt chéo ¢6 cac tinh chat sau:
Sxy (0) =Sy (-0} = S:(x (&)
Re[S, ()] va Re[Syy ()] 14 cdc ham chin.

S

2
3. Im[S,y ()] va Im[Syy (@)] 14 cac ham 1&.
4

S,y (@) =0 va Sy (0)=0 néuX(1) va Y(t) 12 cdc qua trinh truc giao
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5. Néu X(t) va Y(t) 1a cdc qud trinh ngdu nhién khéng tuong quan,
thém nira:

E[X(t)] = X = hing sé
E[Y(t)]= Y = hing sb
thi Syy (0) = 8,4 (©) = 21X Y5(w)
Moéi quan hé gitta phé mdt dp céng suit chéo va tiwong quan chéo

Tuong ty nhw méi quan hé gitta him ty twong quan va mét dé phd cong suit
cia mét qua trinh ngau nhién, ta ciing ¢6 két luan:

Sxy (@) va A{Ry, (t,t+1)]} 1a mét cip bién ddi Fourier
*  Syx(@) va A{Ryy (t,t+1)]} 1a mdt cap bién ddi Fourier
Ta chimg minh cho ménh d8 thir nhét:

E lX"‘!‘ (jm)YT (_](D)J
2T

Syy (@)= ]1,1_{2

' 1 ! ja ! -jw
=%%E_!X(tl)3j tldtl_!Y(tz)e hadt,

1T ot
- %ﬂﬁﬁi_lE[X(t,)Y(tz)]e Wit de,

T

T
J Rt t)e e w0t g,
) |

-T-

= 11m~1—

T-t

T
=lim— [ IRX\' (t,t+ t)dt}e'jmdt
-T

-T-t

Toaa 2T

® T
= jlim L Iva (t,t+ t)dt}e'j“"dt
-T

= [AR,, (4,1 +1))e ™ dr (4.4.52)
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Ménh dé sau duge chimg minh hoan toan tuong tur.

Trong trudmg hop X(t) va Y(t) I dimg theo nghia rong dbi voi nhau thi ta
c6 cac quan hé sau day:

Sye(@) = [Ryy(n)edT (4.4.53)

Sy (0) = IRYx(t)e'j""dr (4.4.54)

Ry (3) = [Sxy (@)e*"do (4.4.55)
2n 7,

Ry (1) = — Sy (@)™ do (4.4.56)
2n Lo~

BAI TAP
1. Cho qué trinh ngau nhién duogc biéu difn bdi ham sb sau:
X(t) = acos(w,yt + @)
véi  ava g la cac hing sb
@ 1a bién nglu nhién phan b déu trén (0,27)
Chimg minh ring X(t) 12 qué trinh dimg theo nghia rong.
2. Cho céc qué trinh ngiu nhién dugc biéu dién béi ham 56 sau:
X(t) = A cos(w,t) + Bsin(w,t)
Y (1) = Beos(m,t) — Asin(o,t)
véi @ la hing sb
A va B la cée bién ngiu nhién khéng tuong quan
E[A]=E[B]=0vioc =0’ =0
a. Chimg minh r3ng X(t) va Y(t) 1a cac qud trinh dimg theo nghia rjng.
b. Chimg minh ring X(t) va Y(t) 12 dimg ddi v6i nhau.
3. Cho qué trinh ngiu nhién dugc biéu dién boi ham 36 sau:
X(1) = acos{m,t +6)

vdi  ava mg 1a cic hing s0
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© 12 bién nglu nhién phan bé déu trén (-n,m)
Qud trinh nghu nhién Y(t) dwoc dinh nghia nhu sau
Y(t) = XX1)
a. Hay xem xét xem Y(t) c6 phai la dimg theo nghia rong hay khong?
b. Hiy xem xét xem X(t) va Y (1) ¢6 phai 1a dimg dbi véi nhau hay
khong?

4. Cho X(t) 1a mét qua trinh dimg theo nghfa 16ng. Qua trinh ngiu nhién
Y(t} duge dinh nghia nhu sau:
Y(t) = X(t)cos(w,t + ©)
Vi ;13 hing sé
® 1 bién ngau nhién phan bd déu trén (-x,x) va ddc 1ap dbi véi X(t).
Xem xét Xem Y(t) ¢6 phai 4 qud trinh dung theo nghia réng hay khéng?

5. Cho X(t) va Y(t) 14 cdc qua trinh ngiu nhign. Qué trinh ngdu nhién W(t)
duoc dinh nghia nhu sau:
W) =X() + Y1)

Tim Rww(t,t+1) trong cac triromg hop sau:

" X(t) va Y() ¢6 tinh tuong quan déi v6i nhau

®*  X(t) va Y(t) khong c6 tinh trong quan déi véi nhau

= X{(t) va Y(t) khong c6 tinh twong quan dbi voi nhau

va E[X(t)] = E[Y(t)] = 0.

6. Cho X(t) 1a mét qua trinh dimg theo nghia rong. Qua trinh ngiu nhién
Y(t) duge dinh nghia nhu sau:
Y(t) = X(1) - X(t+to)
v6i t 12 hing sb
a. Tim E[Y(1)] va 64’ theo cdc tham sb théng ké cia X(1)
b. Cau hoi a trong truémg hop du bai 12 Y(t) = X(1) + X(t+t)

7. Cho X(t) 1a mét qud trinh dimg theo nghia réng. Xét trén qua trinh do tai
cde thdi diém , ty, ... ty. DAt X; = X(t)), X5 = X(to), ... Xn = X(tn).
Bién ngu nhién X dugc dinh nghia nhy sau:

N
X= 1 X,
N5
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a. Chimg minh ring Elf(J: X, voi X laky vong ciia qua trinh X(t).
Gid st 1ang 1, ta, ... .ty 14 cach xa nhau du dé X, Xa, ..., Xu 12 doc
2
1ap théng k&. Chimg minh réng (0'5()2 = %
c. Giastrring X =0. Phuong sai ciia qua trinh ngdu nhién dugc wée
luong nhu sau:
a2 l N iy
oy =—) X, -X
*N-1 b -%]
Chimg minh ring El62 J =0}

i=1

8. Cho qua trinh ngdu nhién duoe biéu didn bdi ham sé sau:
X(t) =acos(w,t +©)
véi  ava g lacdc hing sb
© la bién ngdu nhién phan b déu trén (0,n)
a. Tim ham tu tuong quan cla qua trinh X(1)
b. Tim cong sut trung binh theo cong thitc & mién thoi gian.
Tim ham mét d6 phd cOng sudt tir dinh nghia
e}, o |
2T
d. Tim ham mat & phd cong sudt tir bién déi Fourier cita trung binh
theo théi gian clia ham ty tuong quan.
e. Tim cong sudt trung binh theo cong thic & mién tin sé.

Syx (@) = .%1_1’2

9. Cho cac qua trinh ngiu nhién dugc bidu dién boi ham sé sau:
X(t) = Acos(w,t) + Bsin{e,t)
V& g la hang sb
A va B 4 cdc bién nglu nhién
a. Tim ham tu twrong quan cta X(t)
b. Tim mat 46 phd cOng sudt cha X(t).

10. Cho qua trinh ngu nhién X(t) dugc dinh nghia nhu sau:
N
X(ty=Y a,X(t)
i=l

voi Xi(t) 1a céc qud trinh dimg theo nghia rdng va tryc giao tirng doi
d6i véi nhau,

149



N
Chimg minh ring Syx (@) = ZaiESX.X. (@)
=1

11. Cho qua trinh ngAu nhién duoce biéu din boi ham sb sau:
X(t) =acos{(Qt +O)
véi  ali hing sé
Q 1a bién nglu nhién ¢ ham mét d6 1a fa()
© 1a bién ngiu nhién phin bé déu trén (0,2m)
va doc lap voi O

2
Chimg minh ring Syy () = —7%—[fQ (0)+ fn(—o))]

12. Cho X(t) va Y(t) 13 hai qué trinh dimg d6i véi nhau. Qua trinh ngiu
nhién W(t) duoc dinh nghia nhu sau:
W(t) = X(t)cos(w,t) + Y(t)sin{eo,t)
a. Hay chi ra céc diéu kién cia X(t) va Y(t) dé W(t) 1a ding theo nghia
rong ‘ 1
b. Tl‘I’ cac diéu kién tim duoc & ciu a., hily tim ham mét 46 pho céng
suat cua W(t). 1 ’ '
¢. Tim ham m4t d6 phé cong suft cta W(t) néu X(1) va Y(t) 1a khong
fuong quan.
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