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L5t noi dau

Ly thuyét P8 thi Id mot trong nhiing ngdnh khoa hoc ra doi
khd s6m va c6é nhibu ing dung. Nho Ly thuyét D6 thj mad nhiéu
béi todn phifc tap, dién gidi di déng durgc mé ta hinh hoc mot
cich truc quan va c6 dong. Nhiéu khéi niém cua Ly thuyét D6 thi
duoc sinh ra tir cdc vdn dé thuc tién nhu: duong di, chu trinh, tip
én dinh, nhdn, chu s6, sdc s6, duyét do thi, dudng di ngdn nhat
tdm d6 thi, lubng van tdi, d6 thi phing, cdy bao trim, cy biéu
thitc, cAy ma tién t0 t67 wu... Vi vay, Ly thuyét DO thi dd gin két
nhiéu nganh khoa hoc lai vor nhau. Cédc thudt todn ngdn gon va Iy
thii cda Ly thuyét DO thi d4 gitip ching ta giari quyét rat nhiéu bai
todn phiic tap trong thuc &

Cubn sdch ndy duoc bién soan dua trén cdc bdi gidng mad
tic gid da giang day nhiéu ndm tai Truong Dai hoc Khoa hoc
T nhién — Pai hoc Quéc gia Ha Noi. Cudn sdch cung cdp cho
sinh vién, hoc vién cao hoc, nghién ciu sinh cdc nganh Todn hoc,
Tin hoc... nhiing kién thitc co ban nhat cua Ly thuyét D6 thi cung
cdc thudt todn tiéu biéu. Cic thudt todn dugc trinh bdy chi tiét
giip nguoi hoc dé diang ndm bdt va cai dit trén mdy tinh trong
cdc badi todn ing dung. Phdn bii tip cudi cdc chuong gidp nguoi
hoc ti kiém tra kién thifc cua minh.

Mic di da hét sitc c6 gdng, song khong trdanh khoi nhing
thiéi sét. Téc gid mong nhan dugc su gdp ¥ chén tinh cda ban doc
gdn xa dé chat lugng cubh sdch dugc t6t hon trong nhiing ln
xudt bdn sau. Moi gép ¥ xin gui vé: Cong ty C6 phén Séich Pai hoc -
Day nghé, 25 Han Thuyén — Ha N¢i.

TACGIA
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Chuong 1
DAI CUONG VE PO THI

1.1. KHAI NIEM DO TH]

1.1.1. Pinh nghia dd thi

Chiing ta di nhin thdy hoac sir dung ban d6 céc tuyén dudng giao
thong cfia mot thanh ph6, so dé 16 chic clia mot co quan, so d6 khéi
tinh todn cita mot thuat todn, so d6 mot mang mdy tinh... D6 1a nhiing
vi du cu thé vé dé thi.

bé thi (graph) 1a mot mo hinh todn hoc duoc (ng dung trong
nthiéu linh vyc khoa hoc, k¥ thuét va duge dinh nghia nhu sau:

Pinh nghia 1.1: D6 thi 1a mot cap G = (V, E), trong d6:

1) V 1atap hop cic dinh (vertex);

2) EcV xV latap hop cac canh (edge).

Vido 1.1:

Hinh 1.1,D thi hitu han



D6 thi G & Hinh 1.1 véi tap cdc dinh V = {a, b, ¢, d, e} va tap céc
canh E = {(a, b), (a, ¢), (b, c), (d, b), (d, c), (e, a), (e, b), (e, d)}.

Néu (a, b) la mot canh cia d6 thi thi ta néi ring dinh b ké véi
dinh a; hai dinh a va b ké véi canh (a, b).

Trong d6 thi & Vi duy 1.1, hai dinh 4 va ¢ k& véi dinh «; ba dinh
a, b va d ke vdi dinh e. Do vay, c6 thé dinh nghia d6 thi bang 4nh xa
ké nhu sau:

Dinh nghia 1.2: D6 thi 1a mot cap G = (V, F), trong dé:

1) V ]atap hop cdc dinh;

2) F:V — 2 duoc goi 12 dnk xa ké.

Anh xa ké clia d6 thj trong Vi du 1.1 dugc xdc dinh nhu sau:

Fa)={b,c},F(b)={c}, F(c)=C, F(d)={b, c} vaF(e) = {a, b, d}.

Sur twong duong ciia hai dinh nghia ciia d6 thi duoc thé hién bing
ménh dé sau: '

Vx,yeV:(x,y)e E & ye F(x).

V& ban chat, dé thi 14 mot tap hop cdc d6i tuong duoc biéu dién
bing cic dinh va giita cdc d6i tuong nay cé mot quan hé nhi nguyén
biéu dién bang cdc canh.

Cap dinh (x, y) € E khong sip thi ty duge goi 1a canh vé hudng,
con né€u né cé sép thi tr thi duge goi 1 canh c6 hudng. Vi thé, d6 thi
thudng phan thanh hai 16p.

Dinh nghia 1.3: D6 thj chi chita cdc canh vo huéng duge goi 1a
dé thi v huéng, con d6 thi chi chita cdc canh ¢6 hudng duogc goi 1a do
thi 6 hitdng, '

Hién nhién, mdi d6 thi vé hudng c6 thé biéu dién bing mot d4 thi
c6 huéng bing cdch thay mbi canh v hudng bing hai canh c6 huéng
trong Umg.

Dinh nghia 1.4: D6 thi G = (V, E) duge goi 1a déi ximg néu:
V,yeV:i(x,y)e E© (y,x) € E.
Céc do thi vo hudng 1a d6i ximg.



Pinh nghia 1.5: D6 thi G = (V, E) ma mdi cap dinh dugc ndi véi
" nhau b&i khong qud mot canh duge goi 12 don dé thi (thudng goi tat 1a
dé thi). Néu dé thi c6 nhitng cap dinh dugc n6i véi nhau nhiéu hon
mot canh thi duge goi la da do thi.

C6 thé biéu dién hinh hoc cho dé thi nhu sau: Trén mat phéng,
dinh dugc biéu dién biing cdc vong trdn nhd; canh vo hudng duoc bidu
di&n bang doan thang; canh c6 huéng dugc biéu dién bang dudng mii
tén ndi hai dinh cia do thi.

Trong gido trinh ndy, chi xét cdc d6 thi hitu han, nghia la cac dé
thi ¢6 tap dinh 13 hitu han.

1.1.2. Puéng di va chu trinh
Gia sit G =(V, E) 1a mot dé thj.
Pinh nghia 1.6: Duong di trong d6 thi 1a mot ddy cic dinh:

gy Xy wens Xjs Xjy fo vens Xe—ps X
sao cho méi dinh trong day (khong ké dinh d4u tién) ké véi dinh trudc
né bang mot canh ndo d6, nghia la: Vi = 2,3, ... k— 1, k: (x;-1, x) € E.
Ta néi ring, dudng di nay di tir dinh ddu x| d€n dinh cudi x;. S6
canh cha dudng di duge goi 1a d¢ dai cha dudng di d6.
Pudng di don 12 dudng di m cic dinh trén né khdc nhau timg doi.
Pinh nghia 1.7: Chu trink 12 mét dudng di khép kin (tic la dinh
cubi cha dudmg tring v6i dinh ddu clia dudng). Chu trinh thudng ky
hiéu la:
(X7, Xos coes Xiy Xig gy oo Xp—ps %3], trong d6 x; = x;.
Dé cho gon, trong ky hiéu clia chu trinh thudng khong viet '
dinh cudi:
EFIS SHRE A Y T

Khi néi dén moét chu trinh, cling khong cdn xdc dinh dinh ddu va
dinh cudi ctia chu trinh dé.



Chu trinh duge goi 14 chu trinkh don néu cic dinh trén né khic
nhau timg d6i.

Trong mot dd thi, dink nit 1a dinh ké véi chinh né. Hai canh cé it
nhat mét dinh chung dugc goi 12 hai canh ké nhau.

Dé viec trinh bdy duge ngdn gon, trong sudt cuén sich nay, ky
hi¢u n 13 s6-dinh, m 12 s6 canh cha mot d6 thi.

1.1.3. D6 thi con va dé thj riéng
Gia st G = (V, E) 1a mot dé thi.
Binh nghia 1.8
1) D6 thi G’ = (V’, E) dugc goi 13 d6 thi con ciia d6 thi G néu:
VeVVAaE=En{ xV.

D6 thi G" = (V, E) véi E” < E duge goi 1a d6 thi riéng cha 46
thi G.

Méi tap con cic dinh V’ cha d6 thi twong tmg duy nhét véi mot
dé thi con, do vay d€ xéc dinh mot d6 thj con chi cén néu tap dinh ciia
n6. Con d6 thi riéng 1a 46 thi gilt nguyén tip dinh va bd b6t mot s6 canh.

1.1.4. Sy ddng hinh cla céc dé thi

Su déng hinh ciia hai d6 thj dya trén su déng csin ciia hai tap dinh
sao cho su déng cau dy bio toan duge cdc canh chia dé thi.

Dinh nghia 1.9: Hai d6 thi G, = (V), E) VA G, = (V,, Ey)
dugc goi 1a ddng hinh n€u 16n tai mot song 4nh S trén cdc tap dinh
(S : ¥V, > V,) bao toan céc canh: '

Vx,yeV, :(x,y) e E,; & (8(x),S() E,.

Ching ta khong phan biét hai d6 thi ding hinh v6i nhau, vi vé
thyc chat chiing chi khdc nhau vé tén goi clia cdc dinh va céch bi€u
dién bang hinh vé.

Vidu 1.2: Hai d6 thi dudi day (Hinh 1.2) 1a ddng hinh v6i song 4nh:
S@)=x,,i=1,2,3,4.



Hinh 1.2, Hal d6 thi dng hinh

1.1.5. Céc céch biéu dién dé thi trong mdy tinh

a) Biéu dién dé thj bing ma tran ké

Gia sit G = (V, E) 1a mot d6 thi. Dénh s6 cdc dinh ctia d6 thi bing
cdc s6 tu nhien: 1, 2, ..., n. Xay dung ma tran vuong bi¢u dién d6 thi
nhu sau:

Ma tran vudng A,., dugc goi 1a ma trdn ké cha d6 thi G néu:
Vi, j e V, Ali, j] = d, trong d6 d 12 s6 canh néi dinh i v6i dinh j trong G.

DE thdy ring, d6 thi G 1a d6i xing khi va chi khi ma trgn ké A
12 d6i xitg.

V§ du 1.3: Ma tran ké ctia da d6 thi c6 hudng.

o 1 1 2
A=|0 0 1 0
0o 0 1 ¢
0 1 1 0

Hinh 1.3.D8 thi c6 hudng va ma trin ké tuong ing
Céch biéu dién d8 thi bAng ma tran ké cho két qua sau:

Pinh Iy 1.I: Phin tir & hang i va c6t j cha ma tran luy thira A*
1A s6 cdc dudng di khic nhau c6 d6 dai k n6i dinh i v6i dinh j trong
d6 thi G.



Chimg minh: Ching minh bing quy nap theo 46 dai & cha dudng
di. That vay:

k=1: Suy tir chinh dinh nghia cia ma trén ké.
(k) = (k+1): Ky hitu A=[a;], A% =[b,],
C=A"A={c),
khi dé:

n
cy= 2. bigay
pr

Hinh 1.4, Céc dubing di tir dinh i d&n dinh /7 qua dinh ¢
Vdi g bat ky (1 <¢q <n), theo gia thiét quy nap b;, 1 56 dudng di

tir dinh / dén dinh ¢ ¢é do6 dai k. N&u ay; = 0 thi khong ¢6 canh tix ¢
dén j, do d6 ciing khong ¢6 dudng di tir; dén j qua ¢ v6i do dai & + 1.

Néu a ;= d = 1 thi c6 canh di tir ¢ dén j. Do d6 c6 céc duong di tir
i dén j qua ¢ v6i 4o dai k + 1, ma s6 cdc dudmg di d6 chinh 1A d.by,.

Vay tinh c;; theo téng trén, ta s€ ¢4 t4t ca cac dudng di tr i dén j
v0i do dai £ + 1. Dinh 1y da duge ching minh. H

b) Biéu dién dé thi bing danh sich ké

V&i mdi dinh ctia d6 thi, ta xay ding mot danh sach méc néi chita
cdc dinh k€ vé6i dinh ndy. Danh sdch ndy duoc goi 13 dank sdch ké.
Mot d6 thi dugc biéu dién bing mét mang cic danh sdch ké.

Vi du 1.4: Biéu dién méing cdc danh sich ké ciia d6 thi G trong
Vidul.l.
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Hinh 1.5. Mang cac danh s&ch ké biéu dién d8 thi trong Vi du 1.1

1.2. MOT $6 TINH CHAT VE DUONG DI TREN DO THI

Trong phdn ndy, xét mot s§ tinh chét cia dudng di ndi hai dinh
trong mot dd thi cling nhu sy t6n tai ctia chiing.

Pinh Iy 1.2: Gia sit d6 thi G ¢6 n dinh. Tén tai dudng di tir dinh a
dén dinh b trén d6 thi G khi va chi khi t6n tai mot dudng di tir a dén b
trén d6 thi ndy véi do dai khong vuot qui n — 1.

Chimg minh: Gia sl ¢6 dudng di tir dinh a 16i dinh b, ¢6 thé chon:
<a = X;, X3, ..., X = b> 1 dudng di ¢6 d6 dai ngén nhét.

Hinh 1.6, Mat dudng di ti dinh 2 dén dinh b

Do dai cha dudmg di 1A k — 1. Néu k — 1 S n — 1 thi dinh ly duge
chimg minh.

Né&u nguoc lai, k — 1 > # — 1, nghia 1 k > n, thi rong ddy dinh cla
duding di s& c6 it nh4t hai dinh tring nhau, ching han: x; = x;. Khi dé:
11



A= X Xy ooy Xy Xjp s ooy X = B>

cling 1a dudng di tir @ t6i b nhung v6i d6 dai ngin hon. Suy ra
mau thuln vdi gia thi€t cha dudong di ngén nh4t. Pinh 1y dugc ching
minh. @ ' '

Xét bai todn dudng di trén d4 thi sau:

Bai todn: Cho d6 thi G va hai dinh a, b thudc G. C6 hay khong
mot dudng di tir dinh a dén dinh b trén d6 thi G? |

Dua vao Dinh 1y 1.1 va 1.2, xay dung thuat todn sau day d€ tra 1
cho bai toan trén.

Thudt todn 1.1:
1) Xay dung ma tran ké A cho d6 thi G.
2) Tinh ma tran tdng céc luy thita7 = A' + A%+ ... + A",
3) Néu T'a, b] 2 1 thi két luan 1a c6 dudng di tir dinh o d&n dinh
b, ngugc lai thi két luan 1a khong cé.
Cha y: |
1. Ma tran tdng 7' cdn duge goi 12 bao déng bdc cdu cha ma tran
ké A. :

2. Céc phdn tr cha ma trgn 7 c6 thé rét 16n, hon nita chiing ta chi
quan tam dén tinh chét khac O cla cdc phdn t&, nén ¢é thé xem ma
tran ké A nhu ma tran 16gic va trong phép nhan ma tran ta thay céc
phép todn s6 hoc +, x bing cdc phép todn logic OR va AND. Khi d6,
dung thuat toin Warshall sau day dé tinh ma tran bao déng bic céu
l6gic AS. Cdc phén tir logic clla ma tran AS cho biét c6 hay khong
dudng di giita t4t ca cdc cap dinh cla d4 thi 43 cho.

Thudt todn 1.2 (Warshall):
Dit liéu: Ma tran k€ logic A clia d6 thi G.

Két qud: Ma tran bao déng bic cdu logic AS.

12



1 Begin
2 for 1 := 1 toe n do
3 for 3§ := 1 to n do AS[ i, jl:= Al i, 3]:
for k := 1 ton - 1 do
for 1 =1 to n do

for 4§ 1= 1 to n do

AS[

4
S
6
7 if 'AS[ i, j] then AS[ i, J]:=AS[ i, k] and
k, 31
8 End.

Hién nhién, thuat todn c6 46 phic tap 12 O(°).

1.3. BAC CUA DINH VA TiNH LIEN THONG CUA O TH

Gia st G = (V, E) 1a mot d6 thi.
Pinh nghia 1.10:

1. Hai dinh cia d6 thi G dugc goi la lién thong n€u trén d6 thi cé
dudng di vo6 hudng ndi ching voi nhau,

2. D6 thi duoc goi 1a lién théng n€u moi cip dinh cha d6 thi déu
lién thong vét nhau,

Vi du 1.5: D4 thi lién thong.

Hinh 1.7, Mt d6 thi lién théng

Quan hé lién théng trén 14p dinh 12 mot quan h¢ tuong duong. N6
tao nén mot phan hoach trén tap cdc dinh. Mbi 16p tuong duong clia
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quan hé nay duoc goi 14 mot mdng lién thong (hay thanh phdn lién
thong) cha d6 thi.

Chii ¥ ring:
1. M&i mang lien thong cia mot 46 thi 1a mot d6 thi con khong
réng lién thong.

2. Hai ming lién thong khédc nhau thi khéng giao nhau. Do vay,
hai dinh & hai mang lién théng khéc nhau thi khong lién thong
véi nhau.

3. Hop cédc mang lién théng cho ta d thi ban ddu.
Ky hiéu p 12 s6 mang lien théng ctia mot dd thi.

Ta goi bdc clia mét dinh 12 56 canh ké véi dinh d6, va thuong ky
hié¢u 12 r(a) 14 bac cha dinh a trong d6 thi G.

Dinh Iy 1.3: Tdng tat ca cdc bac cha cdc dinh trong mot dé thi
bang hai 18n s6 canh clia 48 thi dé.

Chiing minh: Tinh bac clia cdc dinh: M&i dinh thudc mot canh
nao dé thi bac ciia n6 tang thém 1. Ma méi canh thi c6 hai dinh. W

Hé qud 1.1: S6 dinh c6 bac 1 trong mét d6 thi phai 13 mét s6 chin.

Hé qud 1.2: Néu d6 thi G c6 diing hai dinh bac 18 thi hai dinh d6
phai lién thong véi nhau.

Chitng minh: Gié st hai dinh d6 12 a va b. Xét méng lien thong G’
chita a. Bac cia mbi dinh trong G’ bing béc ctia dinh d6 trong G.

Néu b ¢ G’ thi trong G’ chi ¢c6 mét dinh bac 18, tréi v6i He
qua 1.1. Vay b phai thuéc mang lién thong G’ chia .

Dinh Iy 1.4: DS thi G c6 n dinh. Néu bac chia mbi dinh trong G
khong nhoé hon g thi d6 thi G lién thong.

Chitng mink: Chimg minh bing phan ching.

- Gia sl d6 thi G khong lien thong. Khi d6, ¢6 it nhét hai dinh @ va
b nam trong hai mang lién thong khéc nhau. Vay thi: -
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nsria)+rib)sn-2.
Suy ra diéu mau thuin. B
Dinh Iy 1.5: Gia st d6 thi G ¢6 n dinh, m canh, p mang lién thong
va khong cé dinh niit. The thi:

m< = pXn-—p+D)
< > :

Chitng minh: Gia st mang lién thong G; c6 n; dinh, n; 2 1.

Hinh 1.8. Cach dén dinh cho mang G,

Khong mat tinh téng quat c6 thé xem G, 1a mang c6 nhiéu dinh
nhat. Khi d6 ¢6 thé "dén” cac dinh cho mang G, ma khong lam thay
déi s8 dinh, s6 canh va s6 mang lién thong cia d6 thi cho dén khi
Ny=M3=..=n,= 1.

That vay, gid st cdn mang G; ma »; 2 n, 2 2. Chon a 1a mot
dinh cha G; sao cho n€u bo dinh a va cdc canh ké véi né thi phin con
lai van lién théng. Gia sir a duge néi véi & dinh trong G,. Hién nhién
1 <k < n;-1 < n,. Chon k dinh bit k¥ trong mang G, va:

— Thém & canh mdi ndi @ vdi cic dinh da chon trong G;
— Xo4 bo k canh n6i a véi cic dinh & trong G,.

Pinh a lién thong véi dinh trong G, nén thudc vao mang G,. Ta
dugc mot d6 thi mdi véi s6 dinh, s6 canh, s6 mang lién thong khong
thay ddi vi mang G, b6t a va k canh van con it nhit mot dinh, G| them
dinh a va k canh méi.

15



Thuc hién phép "dén" trén cho dé&n khi:

m=n-p+1l,n=n3=.=n,=1vaG, c6mcanh.

-p+1
Vay m =s¢ canh clia G, < [H §+ } nghia la:

m< M- PXn-p+1)
< > .

K¢t thiic chitng minh dinh 1y.

Hé¢ qud 1.3: D6 thi G ¢6 n dinh vi c6 s6 canh m >M22-(£_—1)

thi G 1a lién thong.
Chiimg minh: Theo Dinh 1y 1.5 thi:

ms(n—p)(n—pﬂ)
2

(n“2)2(n—l) <m< (H—P)(;—PH)_

Bt ddng thifc trén chi théa man khi p = 1. Vay d6 thi G Ia lién
thong. H

D4 thi duge goi 12 ddy dii n€u hai dinh bt ki déu c6 canh néi.
Thudmg ky hi¢u K, 13 d6 thi vo huéng ddy dd » dinh.

¥

cho nén:

Trong 46 thi ddy dd X, mbi dinh déu c6 bac 1A n — 1 va d6 thi 1a
lien thong. Hai dinh bat k¥ dugc néi véi nhau bang mot dudmg di
ngan nhét cé d6 dai bang 1, d6 chinh 1a canh n6i hai dinh 4y.

Mot so tinh chat:

1) DO thi vo hudng vé6i n dinh (n 2 3), khéng c6 dinh nit va bac
ctia mdi dinh déu khong nhé hon 2 ludn ¢6 chu trinh don.

Xét dudng di don cyc dai <x;, x5, ... (¥)..., x;>. Khi d6 dinh y = x,
ké v6i x| phai nim trén dudng di. Tir d6 ta c6 mot chu trinh [x,, ..., yl.

2) D6 thi vo hudng vdi # dinh (2 > 4) va bic cha mi dinh déu
Khong nhd hon 3 Tudn ¢6 chu trinh don d6 dai chin.
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Xét dudmg di don cue dai <x;, x,, ... (7)), ... (¥2) -, x> Khi d6
cdc dinh y,, y, # x, ké v6i x; phdi ndm trén dudng di. Tir d6 ta c6 ba
chu trinh: [x, ..., y,1, [x, ., 51 (X7, ¥4, -0 ¥2]. NEu hai chu trinh ddu
c6 36 dai 1€ thi chu trinh thit ba c6 d¢ dai chin.

3) D6 thi véi n dinh (2 2 2) va khoéng ¢6 dinh mit cd it nhat hai
dinh cing bac.

— Néu c6 dinh bac O thi bac cha cdc dinhco thé 12: 0, 1,2, ..., n— 2.

— Néu c6 dinh bac n — 1 thi bac clia cac dinh c6 thé 1a: 1, 1, 2, ...,
n— 1l

Suy ra s8 cdc bac khdc nhau £ n — 1. Vay cé it nhat hai bac
trung nhau. |

4) Né&u dé thi v6i n dinh (n 2 4) c6 diing hai dinh cung bac thi hai
dinh nay khong thé déng thoi ¢ bac 0 hoac bac n — 1.

Phdn chitng: Loai hai dinh cling bac 0 hay n — 1 ndy, ta duge d6
thi G’ c6 hai dinh ciing bac. Hai dinh nay cling ciing bac trong G. Mau
thuln v@i gia thiét.

5) Mot dé thi 7 dinh (2 = 4) ma ¢ bon dinh tuy ¥ thi ¢6 it nhat
mot dinh k& véi ba dinh con lai, thi cé s& dinh bac n — 1 khong it hon
n-3.

— Néu d6 thi G ddy di hoic chi ¢6 duy nhét hai dinh khong ké
nhau, thi trong G ¢é it nhat n — 2 dinh bac n - 1.

— Néu d4 thi G c6 ba dinh khong ké nhau 12 @, b, ¢. Cdc dinh khic

phai ké nhau va ké v6i 3 dinh trén. Do vay, s6 dinh ¢6 bac n — 1 la
n—3.
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BAI TAP
C6 bao nhiéu canh trong mot d6 thi c6 10 dinh, mai dinh c6 bac
1a 57
Liéu c6 tén tai hay khong mot don dé thi ¢6 6 dinh véi bac cia
cdcdinhla: 1,2, 3,4, 5,67
Gidstrtap X= {1, 2, 3, ..., n}. Héi:
a) C6 bao nhiéu don d6 thi khong c6 dinh mit nhan X 1a tap

cdc dinh?
b) C6 bao nhiéu don 46 thj ¢6 dinh niit nhan X1a tap cdc dinh?
c) C6 bao nhiéu da'd6 thi ma méi cap dinh dugc néi khong qua
2 canh nhan X 13 tap cdc dinh?

Cho m¢t tap hop X ¢6 n phén tir. Xay dung d6 thi vo6 huéng ma
méi dinh clia n6 12 mot tap con cita t4p X Hai dinh duoc néi véi
nhau bing mot canh khi va chi khi cdc tap con tuong ¥ng véi

chiing khéng giao nhau.

a) D6 thi trén c6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh? Xét tinh lién
thong cia d6 thi trén.

b) Néu bé t4p con réng clia X di thi két qua sé nhu thé nao?

Cho mot tap hop X ¢6 » phan tit. Xay dyng d6 thi vo huéng ma
mdi dinh clia n6 12 mot tap con thue sy cha tap X Hai dinh dugc
n6i v6i nhau bing mot canh khi va chi khi cdc tap con tuong ing
v6i chiing giao nhau. Hoi d6 thi trén ¢é bao nhi¢u dinh, bao
nhiéu canh? Xét tinh lién théng clia d6 thi trén.

Tim s6 dinh ctia mot dé thi ¢6 15 canh, ba dinh ¢6 bac 4 va céc
dinh con lai ¢6 bac 3.

Xay dung thuat todn tinh bac cdc dinh clia mot d6 thi khi biét
biéu dién ma tran ké cia né.

Xay dung thuit todn tim biéu dién danh sich ké cita mot d6 thi
khi bi€t biu dién ma tran ké ciia dé thi nay.



1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.
1.16.

Chodé thi G = (V, E) véi :
V={12,..,n}l,nz22
va E=1{G,pl1<i,j<n,i=j i+ jlas6 chin}.
a) Ching minh ring, d6 thi G khong lién thong va hiy xdc dinh
s6 mang lién thong cua d6 thi nay.
b) Né&u thay i + j1a s6 1é thi két qua s& nhr thé nao?
Trong dip Tét Nguyen dén, 9 sinh vién ciing 18p v€ queé an Tét.
Ho hira véi nhau 1a mdi ngudi phai ghi thi€p chiic Tét t6i 5

ngudi trong s6 ho. Ching minh ring, c6 mot ngudi khong gl
thi€p chidc Tét cho ngudi da giri thi&p chic Tét minh.

D6 thi G c¢6 n dinh va bac cfia mdi dinh khong nhé hon g

Chitng minh ring, néu bd di mot dinh ndo d6 cing cdc canh ké
véi n6 thi d6 thi con nhan duge van lién théng.

Trong mot 16p hoc ¢6 41 sinh vién, ngudi ta nhén thiy cif trong
6 em b4t k¥ 1udn c6 hai em sinh cdng mot thing. Hoi rang, ¢é
. hay khong 9 em trong 1dp sinh ciing mét thang.

Trong mot 16p hoc do UNESCO 18 chitc tai Tp. H6 Chi Minh,
ngudi ta nhin thiy cit 8 hoc vién thi luon ¢6 it nhat 3 em ¢6
cing mot quéc tich. Hoi ¢6 nhiéu nhat bao nhitu qudc gia
tham gia 16p hoc nay?

Ban d6 giao thong xe buyt clia Ha Noi duge biéu dién bang
mot dé thi vdi tap dinh 12 cde diém d8, hai dinh ¢6 canh n6i vé6i
nhau néu cé xe buyt di tir dinh nay t6i dinh kia. M6t khéch du
lich dén tham Thi d6 muén di xe buyt tir di€m dd 7 téi di€m
d6 j. Em c6 thé tra 18i cho vi khiach d6 1a di duge hay khong
(c6 thé di lién tuyén)?

Tim ba cép d6 thi, trong timg cap hai d6 thi d4ng hiah v6i nhau.
Binh phuong cha d6 thi dinh huéng G = (V, E) 1a-dé thi
G* = (V, E®) ma (u, w) € E*Xkhi va chi khi c6 dinh nio d6
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1.17.

1.18.

20

veVdé(u,v) e Eva(v, w) e E. Lap thuat todn tim 46 thi G*
néu bi€t ma tran ké A ciia d6 thi G.

Ma trdn lién thugéc cha 46 thi dinh huéng G = (V, E) 1a ma tran
8 cép VI x |El duge dinh nghia nhy sau:

-1, néu dinh / 1a dinh d4u cha canh  ;
by =11 , né€udinh/la dinh cu6i cha canh j;

0 . nguoc lai.
Hoi cdc thanh phdn clia ma tran tich B.B" biéu dién céi gi?
(B" 12 ma tran chuyén vi clia ma tran B).
Chuyén vi clia d6 thi dinh huéng G = (V, E) Ia d6 thi dinh
huéng G = (V, EN), maEl = {(v, ) e V x V| (u, v) € E). Thé
thi G7 chinh 13 98 thi G v6i t4t cA cic canh quay nguoge lai. Hay
xay dung thudt todn tim d6 thi G' khi biét bi€u dién danh sich
ké clta G.



Chuong 2
HAM GRUNDY TREN DO

THI

Ham Grundy 12 mot ham todn hoc xay dung tén dé thi, do
P.M. Grundy dé xufit € nghién citu mot s6 tinh chét 1y thi chia 46 thi.

Truéc tién, ta ky hiéu tap cdc s6 nguyén khong am Ila
N ={0,1,2,..}.

2.1. HAM GRUNDY
Pinh nghia 2.1: Gia st G=(V, F)lamot 46 thi. Him g : V — N
duoc goi 12 ham Grundy chia dé thi G néu:
VxeV: g(x)=min { N \g(F(x))}.

Tir dinh nghia trén, suy ra hai tinh cht dac trung ctia ham Grundy
nhu sau:

1) Vx,y € V,néuy e F(x) thi g(x) # g(y). |
2) Yue N,u<g(): u e gF(x)); nghiala: 3y € F(x) d€ g(y) = u.

Tinh chat 1) chi ra g(x) khong nim trong tap gié tri clia g trén
F(x), va tinh chat 2) khing dinh g(x) 14 s6 nguyén khong am bé nhat
trong s6 cdc s6 khong thudc tap gid tri clia ham g trén F(x).

Tit dinh nghia clia ham Grundy, ta ¢6 mét s6 nhan x€t sau:
1. D4 thi c6 dinh nut thi khong thé c6 ham Grundy.

2. Néu F(x) = thi g(x) = 0.

3. Taphop (x| x eV, g(x) = 0} luon ludn khic réng.

4

. Vx e V: g <|F(x) |, nghia 12 ham Grundy nhan gid tri
khong 16n.
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Vidu 2.1: Ham Grundy c6 thé khéng duy nhét.

Hinh 2.1,D8 thi c6 hai ham Grundy
Vidu 2.2: Ham Grundy ¢6 thé khong t6n tai.

Hinh 2.2. B6 thj khdng ¢ ham Grundy
Vay, v6i di€u kién nao thi mot dé thi c6 ham Grundy?

Dinh Iy 2.1: D6 thi G khong ¢6 chu trinh thi ¢6 duy nhdt mot
ham Grundy.

Cluimg minh: Khong mét tinh téng quat, c6 thé gi thiét d6 thi G lien
thong. Xay dung hai day tap con céc dinh: V,, V/, ... va Py, P,, ... lon
lugt nhu sau:

Vo=V,
Py= {x| F(x) = @).

Tap P, khdng réng. Vi néu P, réng, c6 nghia 12 moi dinh trong V
Iuon ¢6 dinh k&. Khi d6 xuét phét tit mot dinh c6 thé tao mot dudng di
dai tuy ¢. Dicu nay 1a vo 1y vi trong G khong ¢6 chu trinh.

Vl =V0\P0,
Pi={x | xeV AFcV\V,);
V,=V AP,

............
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P={xlxeV,AF)cV\V;},viiz2,
Vi = VNP,

Cha §: Né€u P, 18ng thi V, ciing rdng, nghia 1a da vét hét cdc dinh
cha d6 thi. That vay, gia sit nguge lai 12 P réng, nhung V; khong
réng, khi d6 véi mdi x € V, s€ c6 y € F(x) & y ¢ V\V,, nghia 12
y € V,. Vay v6i moi dinh trong V, luén c6 dinh k€ ciing thudc V. Khi
d6 xust phat tir mot dinh trong V. c6 thé tao ra mot dudng di dai tuy §.
Diéu nay 1a vo 1y vi d6 thi G khong c6 chu trinh.

Vo \v1 \v2 \Vk

Hinh 2.3. Cach xiy dumg day tip con B, A, ..., s

Bay gid xay dung ham g : V — N nhu sau:
- V& moi x € Py tadit g(x) =0.

— V6i mdi x € P, nghia la x ¢ Py vd F(x) ¢ Py, do ham g da
duoc x4c dinh trén Py, nén ham g tai x dugc xdc dinh mot cach
duy nhat:

g(x) = min{N\g(F(x))}.

Ti€p tuc cdch 1am trén s& 14n lugt xac dinh dugc gid tri ham g tai

mdi dinh ciia d6 thi mot cdch duy nhat.

Pinh 1y duge ching minh va cdch chitng minh da cho ta thuat
toan tim ham Grundy cho d6 thi phi chu trinh. Il

Vi du 2.3: Xét d6 thi ¢6 huéng trong Hinh 2.4 va cdch xay dung
ham Grundy trén né.
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Hinh 2.4.D3 thj va cdc tap con A

2.2. TONG CcUA CAC DS THI

Cho hai d6 thi dudi dang dnh xa ké: G| = (V, F)) va G, = (V,, F>).

Binh nghia 2.2: D6 thi G = (V, F) dugc goi 1a tng clia G, va G,,
ky hi¢u 12 G, + G, véi: '

HV=V xVy
2DY(x,y)eF((a, b)) © x=anrye F,(b) hoic

xeFi(ayany=5b.

Hinh 2.5. Céch xay dyng d8 thi tdng

Gia sir d6 thi G; ¢ ham Grundy g;, d6 thi G, c6 ham Grundy g,.
Li¢u d6 thi tdng G, + G, ¢6 ham Grundy hay khong va m6i quan he
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clla né v6i cac ham g,, g, th€ nao? DE tra 11 cau hdi nay, ta dua ra
phép todn d— tdng trén cic s6 nguyén nhu sau:

Véi cic s6 nguyén khong am u, v € N, bidu dién chiing duéi
dang nhi phan nhu sau:

U= uk uk“] ul uo

V=V Vi .. V) v, VOL i, v; 18 cdc chit s6 0 hoae 1.

Cé6 thé xem d6 dai biéu dién cia hai s6 12 bing nhau, néu khong
thi thém céc s& 0 vo nghia vao bén tréi sd ngén hon.

Pinh nghia 2.3: S6 nguyén w ¢6 bi€u dié€n nhi phan la:
Wkwk__i...W! L)
dugc goi 1a d—tdng clia u va v va k¥ hiéu la:
w=ubDv

Chi ¢ ring, phép todn nay thuc hién gidng nhu cau lénh gin
w = u XOR v trong ngdn ngit 1ap trinh Pascal.

Vidu22.4: T@5 =2
12@&15=3
Mot s6 tinh chét ciia phép todn d— téng:
1. Phép todn d— téng c6 céc tinh chat giao hodn va két hop:
udv=vou,
UdbvVEw=ud (v w).
2. Phép todn d— téng c6 don vi:
| ub0=0@Su=u.
3. d- tdng cla hai s6 bing O khi va chi khi chiing giong nthau:
UuPv=0&u=v.

Vay cap (N, @) trd thanh mot nhém giao hodn.
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Dinh Iy 2.2: Neéu g, 1a ham Grundy clia d6 thi G,, g, 12 ham
Grundy cia d6 thi G, thi g((x, y)) = g,(x) @ g,(») 12 ham Grundy cia
dé thi téng G =G, + G,.

Chimg minh: Theo dinh nghia clia ham Grundy, ta cdn phai
chithg minh:

1. N€u (x, ) € F((a, b)) thi g((a, b)) # g((x, y)).

2. Neuu € N, u < g((a, b)) thi tdn tai (x, y) € F((a, b)) sao cho
g((x, y)) = u.

That vay, gia stt (x, y) € F((a, b)). Theo dinh nghia ctia 4nh xa
ké F, cén phai xét hai trudng hop sau:

Dx=a,ye Fyb)
Khi d6: g,(y) = g,(b).
8((a, b)) = 8,(a) D gy(b) = g,(x) ® g,(b) = g,(x) ® g,(y) = g((x, y)).

2) x € Fy(a), y = b : Chiing minh hoan toan twong tu. Tinh chét 1
dugc chitng minh. '

Bay gi® ta chitng minh tinh ch4t 2.
Gidstu € N vau < g((a, b)).
Ky higu: v = g,(a) vd w = g,(b). Ta c6:

H<veOdw,
Dat
I=u®vdw,
Hién nhién |
[20Viu=v®w,
Hon nita
tOu=u®vOw®u=v®w>u. (*y
Xét biéu dién nhi phan ciia céc s6 trén:
W= .. U=0.
V=L V=L,
W= LW
t=0..01,..
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Gia sir k 12 chi s6 cha bit ddu tién bing 1 trong biéu di€n nhi phan
cuasd t.

Né&u u; = 1 thi (4, + 1) mod 2 = 0. Suy ra: t @ u < u, trdi v6i m¢nh
8 (*). Vay thi u, = 0.

Do bit thif & clia ¢ bing 1, nén hoac v;, hoac w; phai bang 1. Gia
s v.=1.

Pats=tDv.Tacds <v=gla).

Vi g, 12 ham Grundy cta d6 thi G, nén tén tai x € F;(a) sao cho
s = g,(x). Theo dinh nghia cfia d6 thi t8ng thi dinh (x, b) € F((a, b))
va g((, b)) =g @ g,(b)=sPw=1DvOw=un

Khi wy = 1 chitng minh hoan toan tuong ty.

Phdn 2) di ching minh xong va cling 12 két thic chimg minh ctia
dinh ly. @

K&t qua trén c6 thé m& rong cho téng clia nhidu d6 thi.
BAI TAP

2.1. Xay dyng ham Grundy cho d6 thi trong Bai tap 1.9.
2.2. Xay dung tit c cdc ham Grundy cho d6 thi Peterson sau:

Hint 2.6, 5 thi Peterson 10 dinh bc 3
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2.3. Tim ham Grundy cho d6 thi duoc bifu di&n bdi Hinh 2.7 sau:

.8
2 5
1 3 6 ™ 9
4 7

Hinh 2.7. D3 thi v hudng
2.4. DO thi ddy du » dinh X, ¢6 bao nhiéu ham Grundy? Hay liet ke
cac ham dé. . _
2.5. Tim hai d§ thi G, va G, ¢6 ham Grundy. Xay dung d6 thi t6ng
G, + G, va tinh ham Grundy cho d4 thi téng nay.
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Chuong 3
CAC TAP HOP DAC BIF
TREN PO THI

2

Trong chuong nay, ching ta s& nghién citu mot s6 tap hop dac
biet cac dinh trén d6 thi. D6 12 cic tap 6én dinh trong, tap én dinh
ngoai va nhan cia mot dé thi.

3.1. TAP &N BINH TRONG

Gia stt G = (V, E) 12 mot d6 thi.

Pinh nghia 3.1: Tap B c V duoc goi 12 tdp én dinh trong clia d6
thi G néu:

_ VxeB:BNnFx)=.

Tir dinh nghia trén thay ring, trong mot tap 6n dinh trong khong
¢6 hai dinh nao ké nhau. Hon nita, n€u tap B 6n dinh trong thi tap con
B’ c B ciing 12 tap 6n dinh trong. Khdi niém &n dinh trong khong phu
thudc vao huéng cdc canh ciia do thi.

Vi duy 3.1 (Gauss): Bai todn tam qudn hdu.

Hay dat 8 quan hau vio cic 6 cia mot ban cd vua sao cho ching
khéng #n dugce 14n nhau.

Dé giai quyét bai todn nay, xay dung dé thi vo huéng biéu dién
ban c& vua nhu sau: 64 6 ciia ban ciy 14 64 dinh cta d6 thi, hai dinh x

va y ¢6 canh ndi véi nhan néu d6 1a hai 6 ma khi dit hai quan hau vao
chiing c6 thé an 14n nhau.

Céc 6 cin tim d€ dat cdc quan hau chinh 12 mot tap 6n dinh trong
gém 8 dinh. Bai todn trén c6 92 nghiém, dugc suy ra tix 12 t4p 6n dinh
trong khac nhau 1a:
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{AT, B2, C6, D3, E1, F4, G8, HS}
{A3, B5, C8, D4, E1, F7, G2, HE}
{A1, B&, C8, D3, £7, F4, G2, H5}

{A5, B1, C4, DG, E8, F2, G7, H3}

{A§, B, C5, D2, E8, F3, G7, H4)
{A4, B6, C1, D5, E2, F8, G3, H7)
{A5, BT, C2, D6, E3, F1, G8, H4)

{A4, B2, C7, D5, E1, F§, G6, H3)

{AS, B8, C4, D1, E7, F2, G6, H3}
{A5, B7, C2, D6, E3, F1, G4, Hg}
{A4, B8, C1, DS, E7, F2, G6, H3}

{A3; B5, €2, D8, E1, F7, G4, H6)

Vidu 3.2 (CE. Shanton)' Bai todn vé dung lugng thong tin.

Gia sit mot mdy phat c6 thé truyén di 5 tin hieu: @, b, ¢, d, e.
3 may thu méi tin hiéu c6 thé cho hai cdch hiéu khac nhau nhu sau:

a—=>p,qg;b->qr;c—>rs;do>st;e—>tp.

Hoi s6 cdc tin hi¢u nhiéu nhét c6 thé sit dung dé mdy thu khong
bi nhdm lan 13 bao nhiéu?

Xay dung mot d6 thi vo huéng gém 5 dinh a, b, ¢, d, e. Hai dinh
12 ké nhau néu chiing biéu thi hai tin hi¢u c6 thé bi nhdm l4n nhau &
mdy thu.

a P b
q
b
r a C
c
s
d
e t

Hink 3.1, S nh&m 1n clia céc tin higu va d8 thi bidu didn

Khi d6, tap cdc tin hi¢u cdn chon 1a mét trong cdc t4p 6n dinh
trong sau:

{a,c}, {a,d}, {b,d}, {b, e}, {c, e}.

Tap con cédc dinh B duge goi 1 tdp 6n dinh trong cyc dai néu
thém vao bét k¥ dinh nao cling 1am m4t tinh &n dinh trong ciia né.

Téap B dugc goi 1a tdp on dinh trong lon nhdt n€u B 12 tap 6n dinh
trong ¢ nhiéu phén tir nhat.
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Chi y: Tap 6n dinh trong 16n nhat 12 t4p 6n dinh trong cuc dai,
nhung nguoc lai thi khong ding.
Vidu 3.3:

Hink 3.2, D6 thi cé tip 6h dinh trong cut dai nhumg khéng Idn nhat
Céc tap {a, b} va {c, d, e} déu 12 6n dinh trong cuc dai.
Luc lugng ctia tp 6n dinh trong 16n nhdt duge goi 12 56 6n dinh
trong clia d6 thi d6, thudng k¥ hiéu s6 én dinh trong ctia mot dé thi
1a u.

Dinh Iy 3.1: DS thi G ¢d n dinh, bac 16n nhat cha céc dinh 1a r.

Khi d6, s6 6n dinh trong ciia d6 thi u > — -
r+

Chitng minh: Gia sit B 12 tap 6n dinh trong I6n nhat véi # phdn tir.
Véi méi dinh y & B ¢6 it nhat mot dinh cha B ké véi y. Vi néu nguge
lai, thi c6 thé bd sung y vio B, diéu nay mau thuin véi tinh én dinh
trong cuc dai clia B. T d6 suy ra s6 canh di ra khéi B (khong ké
huéng) 16n hon hoc bing| V\B| =n ~u.

Mat khéc, s6 canh 46 < r.u. Vay ru2n —u.

r : 1 - .

Thudt todn 3.1 (Tim tap én dinh trong 16n nhat):

1) Chon moét dinh ndo d6 cha d6 thi.

2) B4 sung dédn cdc dinh dé duge mot tap én dinh trong cize dai.

Tuxddsuyra: u2

3) Néu ta tim duge mot tap 6n dinh trong ¢6 u dinh ma mei tap
con u + 1 dinh déu khong 12 t4p 6n dinh trong, thi két luan tap
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tim dugc 12 tap 6n dinh trong 16n nhat va « chinh 14 s6 8n dinh
trong cla d6 thi nay.

Trong mot don vi nao d6, gid st c6 quan hé "xich mich" gita
ngudi véi ngudi. ThE thi, tap 6n dinh trong cuc dai & day duoc hiéu
theo ding nghia x3 héi cia né. PBS 1a mot nhém nhiéu ngudi nhat
khong xich mich véi nhau. D€ giit duge doan két trong don vi thi cdn
phai xay dung nhém né.y cang 16n cang t6t.

3.2. TAP ON DINH NGOAI

Gia sit G = (V, E) 1a mot d6 thi.

Dinh nghia 3.2: Tap C < V dugc goi 12 tdp 6n dinh ngoai cha dé
thi G néu:

VxeC: CnFx)y+d.
Hay néi mot cach khac:
VxeC,dyeC: ye F(x).

Diéu ndy c6 nghia 13, tr mbi dinh & ngoai C luén ¢é canh di
vao C.

Hién nhién, néu C 1a tap 6n dinh ngoai thi C’ 2 C cling 12 mot tap
én dinh ngoai.

Vi du 3.4: Hay dat 5 quan hgu lén cdc 6 ciia mt ban c&f vua sao
cho chiing kiém so4t dugc toan bo ban cd.

Biéu dién d6 thi cho ban c& vua nhu & Vi du 3.1. Khi 46, céc 6
cn tim chinh 12 mot tap én dinh ngoai gém 5 dinh.

Mot tap nghiém cla bai todn 1a {C6, D3, ES, F7, G4}.

Tap C duge goi 12 1dp én dinh ngodi cuc tiéu n€u b6t di bat k¥
dinh ndo clia n6 cling 1am m4t tinh 8n dinh ngoai.

Tap C duge goi 12 tdp én dinh ngodi bé nhdt néu C 13 tap 6n dinh
ngoai ¢6 it phén tir nhat, Lyc lugng cha tap én dinh ngoai bé nhit
duoc goi 12 56 6n dinh ngoadi ctia 46 thi.
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Thudt todn 3.2 (Tim tap 6n dinh ngoai bé nhat):
GiastdothiG=(V, E) véi tapdinh V = {q,, a,, ..., a,}.
Thudt todn: ' |
1) Xay dung anh xaT:V — 2V nhu sau:
Va e V,T(a)= la} v F '(a).
2) Tim tap con C < V ¢ s6 phan 1 it nhat sao cho T(C)=V.
Khi d6, C 1a mot tap 6n dinh ngodi bé nhat cha dé thiG.
Chit §: Budc 2) ¢6 thé thuc hién nhanh nhd cdc nhan xét sau day:

— Pinh c6 1ap luon lu6n thude t4p dn dinh ngodi bé nhat cla d6
thi G, nghia 1a dinh c6 1ap phai dugc giir lai.

— Néu tap con D céc dinh ¢6 tAp con C ma: T(D) < T{C) thi bd
khong xét tap D nay.

~ Thye hién viéc loai bd cho dén khi chi cdn céc dinh khong thé
loai bé duge nita. Tap dinh nay chinh 12 mot tap én dinh ngoai bé nhat
cua dé thi G.

Vi du 3.5: Xét d6 thi c6 hudng sau:

Hinh 3.3, D6 thi va tap 8n dinh ngoai

T(a) = {al; T(d)=1{b,c,d};
T(b)={a, b, c}; T(e)={e};
T(c)={a,c};

e 1a dinh co 1ap phai giir lai.
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Loai bd a, ¢ ta duge tap {b, d, e} 1a mot tap 8n dinh ngoai bé nhat
clia G. Loai bd a, b ta duge tap {c, d, e} 1a mot tap 6n dinh ngoai bé
nhdt khéc cha dd thi G.

Gia sir cdn phdi x4y dung mot he théng tram bao vé cho t4t ca cc
d6i twong trong mot khu vire ndo d6 (nha m4y, kho hang, tran dia...).
Hi€én nhién, h¢ th6ng tram t6i thi€u 1Am trdn duge trach nhiém
chinh 12 mot tap 6n dinh ngoai bé nh4t nao d6 cha dé thi bidu dién
khu vuc nay.

3.3. NHAN CUA 96 TH
Gié st G = (V, E) 1 mot 6 thi.

Binh nghia 3.3: Tap B c V dugc got 12 nhdn ctia d6 thi G néu né
vira la tap 6n dinh trong, vira 1 tap 8n dinh ngoai clia G, nghia a:

VxeB: BNFx)=C va
Yy B: BAF(y)= .
Hai di€u kién trén clia nhan twong dwong véi ding thire:
F'(By=V\B.
Tir dinh nghia ca nhan, suy ra:
— Nhan khéng chia dinh nit;
— Néu F(x) = & thi x phai thudc vao mot nhan no d6 cia d6 thi.
Vi du 3.6: Xét cic d6 thi sau day:

T <3

B4 thi ¢ hai nhan B4 thi khong co nhan

Hinh 3.4. B8 thi ¢6 nhan va dé thi khdng cé nhan
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Chi y: Néu g 1a mét ham Grundy ctia 36 thi G thi tap hop:
B={x | g(x)=0} 12 mot nhan ciia G.

That vay, néu x, y déu thudc B thi g(x) = g(y) (= 0) nén x kht‘.’)ng
thé ké v6i y. Vay B 1a tap én dinh trong.

Mait khéc, néu x ¢ B thi g(x) > 0. Khi do6, v8i u = 0 < g(x) s&
WOntaiy € F(x) sao cho g(y) =u =0. Tacd y € B. Vay B 12 tap én
dinh ngoai. | |

Dinh Iy 3.2: Néu B 14 nhan cta d6 thi G thi B ciing 1a t2p én dinh
trong cuc dai. '

Chimg minh: Gia st nguge lai, B khong la tap én dinh trong cuc
dai. Diéu ndy c¢6 nghia 1a tdn tai @ ¢ B ma B Uia} vin 12 tap dn dinh
trong. Vi B 1a nhin nén a sé ké v6i mot dinh nao d6 trong B. Vay thi
B U{a} khong thé 1a tap én dinh trong. Suy ra diéu v6 1y. Dinh ly
dugc chitng minh. [l

Chu ¥ ring, ménh dé ngugc lai 1a khOng diing.
Vidu 3.7: Xét phan vi du sau:

Hinh 3.5, Tap &én dinh trong cuc dal khang phal 14 nhin

Tap B = {a} 1a t4p 6n. dinh trong cuc dai nhung khéng phai la
nhan coa dé thi.

Nhimng véi d6 thi déi xiing, thi ménh dé ngugce lai ciia Binh 1y 3.2
12 diing.

Dinh Iy 3.3: Trong d6 thi d6i xing khéng cé dinh nit, moi tap 6n
dinh trong cuc dai déu 13 nhan ciia dé thi.
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Chimg minh: Gia st B 1a tip 6n dinh trong cyc dai cta dé thi
G =(V, E). Ta chi cin chiimg minh B 12 tap én dinh ngoai.

That vay, gid st x ¢ B. Theo tinh chét cuc dai clia B thi x phai ké
véi mot dinh y ndo d6 trong B. Vi d6 thi G d6i xing nén y e F(x). Suy
ra tap B 14 8n dinh ngoai. Dinh 1§ dugc chimg minh, M

Chi y: Diéu kién G khong c6 dinh nit 12 c4n thiét, vi trong trudng
hop nguoc lai dinh x khong nhat thiét phii ké véi tap B.

Hé¢ qud 3.1: Moi d6 thi d6i xtmg khong c6 dinh niit ludn luén
¢4 nhan,

Chitng minh: Chi cdn tim mot tap 6n dinh trong cuc dai. Ma tap
8n dinh trong cuc dai thi uon luon c6. I

Binh Iy 3.4: Moi d6 thi khéng ¢6 chu trinh ludn ¢6 nhan.

Chimg minh: V1 theo Pinh 1§ 2.1 d6 thi nay ¢6 ham Grundy,
tap cdc dinh ma tai 46 ham Grundy bing O chinh 14 mét nhan cla

dé thi. W

Véay vdi di€u kién nao thi 46 thij c¢é chu trinh ¢6 nhan? DE tra 1o
cau hoi nay, cin dira thém vao khdi niém sau day:

BDinh nghia 3.4: Tap con céc dinh B dugc goi 13 /67 clia d6 thi
G =(V, E) néu:

1)V x,y € B,x #y : khong t6n tai dudng di n6i x véi y;

2) Vx ¢ B: co ton tai dudng di tir x d€n B.

Vi du 3.8: L&i va nhan clta mot 46 thi:

T ]
© 0 Q O

Hinh 3.6, LI va nhan cia dé thi
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Trude hét ta cé b dé sau:
B& dé 3.1: Moi dé thi déu c6 15i.

Chimg minh: Chimg minh bing quy nap theo s§ dinh » clia 46
thi G.

n =1 : Dinh duy nhit ciing 12 15 ctia d4 thi.

M=>m+1):D6thiG=(V, E) c6 n+ 1 dinh dugc xay dung
dé thi G, = (V|, E|) ¢6 n dinh thém vao dinh a va mgt s6 canh ké a.
Thé thi, V=V, U {a}.

Theo gia thiét quy nap, d6 thi G, ¢6 16i la B,.

Néu ¢6 dudmg di tir g 161 V, thi s& c6 dudng tir a tdi By, do vay B,
cling 1a16icia G.

Ngugc lai, gia sir khong c6 dudng di tir a t6i V. The thi, khong ¢é
canh di ra tir a va a s€ 1a dinh treo. Ky hiéu:

B, = {x | x € B, va khong c6 dudng di tir x 16i a}.

Khi d6 B = B, {a} 12161 cia G. That vay:

1) Gidsirx, y € Bva x #y. Ta phai chimg minh khong c6 dudng
noi x véi y. '

— Néu x va y cing thuge B, thi chiing ciing thuéc B,. Ma B, 1a 16i
cha G, nén khong c6 dudng ndi x véi y trong &. Hon nira, ciing
khong thé c6 dudng néi qua dinh a vi a 12 dinh treo.

— Néu x = a, y € B, thi theo dinh nghia clia B, s& khong c6 dudng

di tlr y dén a, va ciing khong cé dudmg tir a d€n y vi g 1a dinh treo.
By

w | 10

Hinh 3.7, X4y dung 181 clia dé thi
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2)V6ix ¢ B thi x=avaxeB,.

Ta phai chiing té ¢6 dudng di tir x dén B.
Giaslrx € B|. Vix & B, nén ¢6 dudng tir x d€n a theo dinh nghia

ctia B,.

Gid st x & B|. Vix #anén x € V,. Suy ra c6 dudmg di tir x dén
y € Byvi B 1a16i cia G,. Néu y ¢ B, thi theo dinh nghia ciia B, s& ¢6

dudng di tir y dén a.

Trong tat ca cac trudng hop déu suy ra c6 duding di tir x d&n B.

Bé dé duge ching minh. H

Dinh Iy 3.5: Moi d6 thi khéng c¢6 chu trinh 46 dai 18 luén

cd nhan.

Chimg minh: Phuong huéng ching minh nhu sau: Xay dung ba day
tap con céc dinh ciia d6 thi: Vi, Vi, V,, ... By, By, By, .. VA Cp, C), C,, ...

1an luot nhu sau:
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bat: Vy=V, chon B,laldictaV,va
Co={x |x ei/U\B0 v ¢6 canh di tir x dén B,}.
Lay Vi=Vo\(ByuU Cp)
B, 1a16iclaV, va _
Cy={x|x € V|\ B, va c6 canh di tir x dén B, ).
Tuong V,=VAB,uC)

...............

Hinh 3.8. Cach xéy dung ba day tap con



Gia sir da chon dugce B;1a16icia V.
Pt C, = {x |.x eV,\ B, va c6 canh di tir x dén B;}.

Pé&n mot budce nao dé thi V,\ B, = &, khi d6 da vét hét cic dinh
cia d6 thi. ' |

Chon tap B = B, U B, U B, U ... U B,. Ta chimg minh dugc
tap B 12 nhan cta d6 thi G. Phdn chimg minh ti€p theo Xin danh cho
doc gia.

Dinh Iy 3.6: Néu mbi d6 thi con clia d6 thi G déu c6 nhan, thi G
¢6 ham Grundy.

Chimg minh: Xay dung hai day t4p con céc dinh: Vi, V, V5, ... va
Bo, Bl! Bz, ... 14n 1u’0‘[ nhu sau:

Vo=V.

Chon B, 12 nhan cia G.
Vi=V\By

B, la nhan c_ﬁa d6 thi con tao bai V.
Via=Vi\B;

B.,, 12 nhan chia d6 thi con tao bii V.

Vi méi nhan déu khéc réng, nén dén mot budc nao 46 s& vét hét
céc dinh ctia d6 thi va ta nhan dugc ddy cdc nhén By, By, ..., By.

Xay dung ham g nhu sau: v6i x € B;, dat g(.ic) = {. Ta chimg minh
g 12 ham Grundy ctia d6 thi. '

Hinh 3.9. Cach xay dung ddy cic nhan
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1) Néu x, y k€ nhau thi chiing khong thé thudc ciing mot tap B; vi
B;1a nhan, cho nén g(x) = g(y).

2) Gia slr c6 s6 nguyén i < g(x) = j. Khi d6 x e By c V,\B,
Vaythix ¢ B,

Vi B; 1a t4p 6n dinh ngoai cba V, ma x € V,\ B, nén tén tai
y € Bjsaocho y € F(x). Suy ra: g(y)=1.

D6 la diéu phai ching minh. Il

Hé qud 3.2: D6 thi d6i Ximg cd ham Grundy khi va chi khi né
khéng c6 dinh niit,

Chimg minh: That vay, d6 thi ¢6 ham Grundy thi khong c6 dinh
nit. Ngugc lai, gia sir d6 thi G 1a d6i xing va khong c6 dinh niit. Theo
Hé qua 3.1, moi d6 thj con clia G déu ¢6 nhan. Do vay, d6 thi G ¢6
ham Grundy. B

Thudt todn 3.3 (Tim nhan cha d6 thij):
1) Chon mét tap 6n dinh ngoai bé nhat.

2) Kiém tra xem n6 c6 phai 12 tap 6n dinh trong hay khong. Néu
ding thi nhan dugc nhan bé nhat.

3) Tang din s6 phén ti clia tap 6n dinh ngoai va lap lai phép kiém
tra, d€ nhan duge cic nhan khéc.

Chi y: Néu mot d6 thi c6 s§ 8n dinh trong bé hon s6 én dinh
ngodi thi d6 thi 4y khong c6 nhan.

3.4. UNG DUNG NHAN VAO LY THUYET TRO CHOI

‘ Ta nghién citu loai trd choi hai dau thit, duge goi 12 trd choi Nim.
Trd choi ndy duge mo ta nhu sau:

I. C6 mot tap hgp hitu han cac hinh trang V.

2. Cho phép chuyén tir mét hinh trang sang mot s6 hinh trang
khdc, goi 1a cdc nude di.
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3. C6 mot tap con céc hinh trang dugc goi 1a tap cdc hinh trang
két thiic.

4. Xudl phét tir mot hinh trang, hai ddu thi 14n lugt chon nudc di.
Al roi vao hinh trang két thic 12 ngudi thua cudc.

Ta biéu dién 36 thi G = (V, F) cho trd choi Nim nhu sau:

— Tap céc dinh chinh 13 tap céc hinh trang V. V&i mébi hinh trang

x thi F(x) 13 tap c4c hinh trang ¢6 thé chuyén dén tryc ti€p tir x bing
cdc nudc di.

— Néu d6 thi biéu dién trd choi ¢6 nhan va tdt ci cdc hinh trang
két thic déu nim trong nhan thi ta c6 chién lugc chic chin thing
sau day:

1) Tim cédch dira d6i thi vao nhén.

2} Khi d6i thi da & trong nhan thi d6i th chon nude di nao cling

déu di dén mot hinh trang ndm ngoai nhan.

3) Dén luot ta di, khi dang & ngodi nhan ta luon chon duge nudc

di dé dua d6i thil trd vio nhan, D6i thi chdc chin bi thua.

Vi du 3.9: Gia sif ta cé m que v k 1 mot s§ nguyén duong cho
truée (k € m). Hai ngudi tham gia cudc choi bée que. Bén luot di,
ngudri choi phai bdc mot s6 que khong vuot qud k. Ai bdc duge chiée
que cu6i ciing thi ngudi d6 thing cudce.

Hinh trang cha trd choi 12 s6 que c6 thé con lai trén mit dat.
Pédthichatwdchoi lAaG =W, F) v6iV = {m, m -1, .., 1,0} va
Fx)= {x—1,x—-2, .., x —k] (trong tAp ndy néu c6 s§ am thi bo di).
Dé thdy réng, ham Grundy clia d6 thi G s& 1a g(x) = x mod (k + 1) va
nhan d6 thi 1a tap B = {x }|x mod (k + 1) = 0}. S6 0 12 hinh trang két
thiic duy nhét cling ndm trong nhan. Do vay, néu m ¢ B va ta dugc di
trudc thi 4p dung chién thuat trén, chic chin ta s& thang.

Chéng han, véi m = 10, k = 3. Trd choi duge biéu dién bang 46 thi
dinh huéng nhu & Hinh 3.10.
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Ham Grundy ciia d8 thj trd choi 1a g(x) = x mod 4 va nhan cda dé
thi la tap hop B = {8, 4, 0}.

Neéu duge di trude, d€ thing cudc ta béc 2 que dé€ con lai 8 que
(thudc nhan B). Sau d6 néu déi tha bée g que (1 < ¢ < 3) thi ta b6c
4 — g que, dé€ s6 que con lai 12 4 (vAn thudc nhan). Ti€p tuc nhu trén,
né€u ddi thu bdc ¢ que (1 < g <3)thitalai b6c 4 —¢g que la hét. Doi
thi khong con que dé boc va ta thang cuoc.

Hinh 3.10. D6 thi clia trd chol béc que | _
Vi dy 3.10: C6 ba d6ng que v6i s6 Iwong tong tng 1a m;, m,, m;.
Hai ngudi choi 14n lugt béc que. Pén lugt di, ngudi choi béc mét s6
que my y & trong mot déng. Ai bdc duge chiéc que cudi cing thi
ngudi d6 thing cuoc.

Trudc hét, xét trd choi don gidn sau day: C6 m que, hai ngudi
tham gia cugc choi, dén luot di ngudi choi phii béc mot s& que tuy ¢.
Al bSc dugc chi€c que cubi cling thi ngudi dd thing cuée. D6 thi cla
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trd choi nay 12 mot dé thi dinh huéng c6 m + 1 dinh: m, m—-1, ..., 1,0
v cap (7, /) 1a mot canh Khi va chi khi i > j. Ham Grundy clia d6 thi
nay la g(x) = x.

P36 thi cha trd choi bc ba d6ng que & trén 12 d6 thi tdng cia ba
trd choi riéng biét ma ta vira xét, G =Gy + G, + G

Ham Grundy clha G 13 g((x, y, z)) =g D g,(y) D g1(2).

Nhan ciia d6 thi 1a B = {{(x, y, z) | x ® y ® z = 0}. Hinh trang
(0, 0, 0) 13 hinh trang két thiic duy nh4t nim trong nhan. Do vay, ¢6
thé 4p dung chién thuét choi & trén.

Chéng han, véi m, =6, m, =5, my = 2.

Néu duoe di trude, ta phii béc & déng thit hai 1 que dé din 16i
dinh (6, 4, 2) € B. Sau d6 d6i thi béc th€ nao ciing dan t¢i dinh nam
ngoai nhan, ta vin ¢6 thé boc dé din dén dinh ndm trong nhén.

Ching han, anh ta b6c 3 que & d6ng thit nhat thi ta bSc 3 que &
déng thit hai v din t6i hinh trang (3, 1, 2) € B. Anh ta lai boc 3 que &
déng thi nhat thi ta bdc | que & déng thit ba d€ dan t6i hinh trang
(0, 1, 1) € B. Anh ta bSc 1 que & déng nao thi ta bdc ndt que & dong
con lai va thfmg cudc. .

C6 thé md rong cdc trd choi trén thanh trd choi vdi s6 déng que
tuy ¢. -

BAI TAP
3.1. Tim tap 6n dinh trong 16n nhét, tap 6n dinh ngoai bé nhat va
nhan cia d6 thj diy da » dinh K.
3.2. D6 thi chu trinh C, 1a 46 thi ¢6 n dinh v;, v,, ..., v, va n canh

vy Vo), (V35 V3), e (Ve v;). Tim s6 6n dinh trong, s6 én dinh
ngoai va nhan ciia d6 thi nay.

3.3. Tim tap 6n dinh trong 16 nhat, ta4p 6n dinh ngodi bé nhét cha d6
thi Peterson sau:
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Hinh 3.11. D8 thi Peterson
D6 thi nay c6 nhan hay khong? Hay tim céc 13i clia d6 thi nay.
3.4. Cho mot d6 thi c6 10 dinh, 15 canh vi tim I5i ciia né.

3.5. Tim tap én dinh trong 16n nh4t, tap én dinh ngoai bé nhat, 15i va
nhan clia d6 thi duge cho bdi hinh sau:

4 7

Hinh 3.12. 96 thi vd hudng 9 dinh
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Chuong 4
CHU s6 VA sAc 86 cUA pO THI

4.1. CHU 50 cUA pO THI

Cho d6 thi G = (V, E) ¢é n dinh, m canh, p thanh phén lién thong.

Pinh nghia 4.1: Dai lugng ¢ = m —n + p dugc goi 1a chu s6 clia
dé thi G.

Trudc hét, xét cic tinh chét cia dai lugng nay.
Vi du 4.1: Xét d6 thi sau: |

Hinh 4,1, 94 thi dinh hudng khéng lién théng
D8thitrencén=7, m=8vap=2.Vaychus6c=8-7+2=3.

Pinh Iy 4.1: Néu thém mot canh méi vao d6 thi G thi chu s6 tang
thém 1 hoic khong thay déi.

Chitng minh: Gia st them canh méi (a, b) vao 46 thi G, khi d6 m
ting thém 1.

1) Né&u hai dinh a, b thudc ciing mot mang lién thong trong G thi
n, p khong d6i, do vay chu s6 ting thém 1.

2) Néu hai dinh a, b ndm & hai mang lién thong khdc nhau trong
G thi p giam 1, do vay chu s& khong déi. W
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Hé qud 4.1: Chu sg cha d6 thj 12 s nguyén khoéng am.

Ching minh: That vay, d6 thi G dugc xay dung tir d6 thi Gy g6m
n dinh va khong ¢6 canh nao ca. Sau d6, l4n luot thém cdc canh vao
dé thi G, dé dwoc 46 thi G.

Chu s6 cia Gylac =0 — n + 1 = 0. Qué trinh thém canh khong
lam gidm chu s&. Vay chu s6 cia G 2 chu s6 clia Gy,=0. 1

Tim y nghia ciia chu s6-

Danh s6 cdc canh ciia d6 thi G theo mot thit tr nao d6: 1, 2, ... m.
V&i mdi chu trinh v6 huéng trong dé thi G chon mot chiéu thuan va
biéu dién n6 bing vecto m chidu (q,, gs, ..., g,,) ma ;12 s6 14n xuft
hién cita canh thi ¢ trong chu trinh theo chiéy thuédn trir di s¢ 1dn xut
hi¢n ctia canh d6 trong chu trinh theo chiéu nguorc.

Vidu 4.2: Xét d6 thi dinh huéng sau:

4

Hinh 4.2.Bénh s8 cdc canh cita d6 thj

D6 thi ¢é 7 canh, dugc ddnh s6 nhir Hinh 4.2, véi chu trinh v6
hudng [e;, e;, e;] chon chiéu thuan 13 chiéu e, e, e,, khi d6 vecto
- trong img s&€la (-1, 1,0,0,0,0, 1).

Do vay, c6 thé dong nhit méi chu trinh vo hudng vdi mot vecto
bi€u dién ng.

Céc chu trinh vo hudng 1), 1,, ..., 1, duge goi 1a déc Idp tuyén tink
néu cdc vecto tuong ting véi chiing 1ap thanh mot he doc 1ap wyén tinh.
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H¢ chu trinh don vo huéng 1,, 15, ..., 1, duge goi 1a déc ldp tuyén
tinh cuc dai n€u né la doc 14p tuyén: tinh va mdi chu trinh vé huéng
ctia d8 thi déu c6 thé biéu dién tuyén tinh qua cdc chu trinh cha he.

Dinh Iy 4.2: Chu s6 cha d6 thi bing s6 cdc chu trinh don vo
hudng doc lap cuc dai trong d6 thi dé.

Chitng minh: Dung phuong phdp quy nap theo s6 canh m cla
d6 thi.
— Néu m = 0 thi chu s6 bang 0, d6 thi khéng ¢é chu trinh don nio.

— (m) = (m+1) : Gia sit d6 thi G’ ¢6 n dinh, m + 1 canh, p mang
lién thong. C6 thé xem G’ duge xay dimg tlr d6 thi G g6m m canh va
b6 sung thém mot canh méi e = (a, b). Danh s6 canh e 12 canh thi
m+ 1cuadé thi G’

Theo gia thi€t quy nap, chusdciadéthiGlAc(G)=m —-n +p =
s6 chu trinh don vo hudng doc lap cuc dai trong G. Ky hiéu cdc chu
trinhdéla (M) =1¢,, 1,5, ..., L. '

Hién nhién, mdi chu trinh trong G’ khéng chita e déu cé thé biu
dién tuyén tinh qua hé c¢dc chu trinh (7).

Ta xét hai trudmg hop: |

1) Hai dinh a, b cha canh ¢ nam trong hai mang lién thong khic

nhau cua G.

V1 s6 canh tang 1, nhung s6 mang lién thong bi giam 1, nén chu
s6 clia G’ vin bing chu s6 ciia G.

O

Hint 4.3. Hal méang lién théng
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Mat khdc, méi chu trinh trong G’ chita e ¢é tinh chat sau: S§ 14n e
xudt hién trong chu trinh theo ¢hiéu thuan bing s6 14n e xudt hién
trong chu trinh theo chiéu nguge vi canh e 12 cdu n6i duy nhat gifra
hai mang lién théng nay ciia G. Do d6, thanh phén thit m + 1 cla
vecta bi€u dién chu trinh nay bing 0, va chu trinh nay van c6 thé biéu
dién qua he¢ (I). Suy ra h¢ (I) ciing chinh 13 hé chu trinh don vo
huéng déc 1ap cuc dai cia G'.

2) Hai dinh a, b clia canh e thugc cdng mét mang lién thong
cia G. Khi d6 chu s6 c¢(G") = ¢(G) + 1. Chon mot dudng di don vo
huéng trong G néi a véi b r6i ghép thém canh e ta dugc mét chu trinh
don v6 hudéng trong G'. Ky hi¢u chu trinh nay 1a ¢,

Xéthe T) =15, (T) =1y, 1}, 15, ..., 1, g6m ¢(G) + 1 chu trinh don vo
huéng trong G

He (7) 1a doc 1ap tuyén tinh, vi (T) doc 1ap tuyén tinh va £, khong
thé biéu dién duge qua (T) vi toa d6 thit m + 1 clia vecto bi€u dién 1,
bing 1, con ciia céc vecto biéu dién céc chu trinh trong (T') thi bing 0.

Hinh 4.4, Hai chu trinh chung mét canh

Gié sir ¢ 14 mot chu trinh nio d6 cia G’ chia e. Chon chiéu cha
t sao cho chu trinh tdng ¢ + ¢, khong chifa e. Vay thi chu trinh téng
t + 15 c6 thé biéu dién tuy&n tinh qua he (T). Do d6, chu trinh ¢ cling

¢6 thé bi€u dién tuyé&n tinh qua he (T). Vay (I"") 1a hé chu trinh don vo
huéng doc lap cuc dai cia G'. B
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D4 thi c6 chu s6 bang 0 duge goi 12 d6 thi phi chu trinh. Lop dé
thi phi chu trinh 13 16p dac biét, nhung hay gap trong thuc t& Ung
dung. Trudc hét chi ra mot dac trung cla i6p 46 thi nay nhu sau:

Pinh 15 4.3: D6 thi dinh huéng G = (V, E) 12 phi chu trinh khi va
chi khi cac dinh ciia n6 luon cé thé danh s6 dé sao cho mdi canh (7, /)
ctia 46 thi déu thod man i <.

Chitng minh:

a) Néu c¢6 thé ddnh s6 cdc dinh nhu trén thi hién nhién dé thi
khong ¢é chu trinh.

b) Dé chimg minh diéu nguge lai, xay dung thult toin sau dé
d4nh s6 cdc dinh clhia d6 thi dinh huéng phi chu trinh:

Thuat todn dua trén mot tinh chét rat don gian: Trong mot dé thi
dinh hudng, khong réng, phi chu trinh tuy ¥ ludn t6n tai dinh ma
khong ¢6 mot canh nao di vao dinh dé. Trude hét, thuat todn tinh bic
vao cho cdc dinh clia dd thi.

— Nhimg dinh ¢6 bac vao bing 0 s& duge dua vao stack (ngan
x&p — LIFO). Dénh s6 cho dinh dang & dinh stack, loai bd dinh nay
khoi stack va gidm bac vio cho céc dinh ké véi dinh nay. Néu c6 dinh
ma bac vao d3 gidm hét thi nap né 1én dinh cia stack.

— Ti€p tuc qua trinh danh s6 tang dﬁh, loai dinh, giam bac vao...
cho dén khi stack tr& thanh réng. Va ta da danh s6 xong tat ci céc
dinh clia d6 thi. H

Dua vao chitng minh ca dinh 1y trén, xay dung thuat todn danh
s6 c4c dinh cho dé thi dinh huéng phi chu trinh nhu sau:

Thudt todn 4.1 (Dénh s6 cic dinh cda dd thi phi chu trinh):
DiF liéw: Biéu dién mang DK céc danh sdch k€ ciia d6 thi phi chu
trinh G.

Két qud: Mang SO cdc s6 nguyeén v6i SO[v] la s6 danh trén
dinh v. '
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Begin
for v e vV do BAC V[ vl := 0 ;
{BAC_VI v] chita b&c vac cia dinh v}

RS

3 for wu e Vdo

4 for v e DK 4] do BAC V[ vl := BAC_ V[ V] + 1 ;
5 8§ := O ; |

6 for v e Vdo

7 if BAC_V[ v] = 0 then push v onto S ;

8 k 1= 0 ;

9 while 8 2 & do

10 begin u := top(S) ; pop(S) ;:

11 ko= k+ 1 ; 804l := k ;

12 for v e DK 4] do

13 begin BAC V[ v] := BAC V[ V] - 1 ;

14 if BAC_VI v] = 0 then push v onto §
15 end

16 end

17 End.

D¢ phitc tap ciia thuat todn 12 O(m + n).

Vi du 4.3: Ap dung thuat tosn trén d€ d4nh s6 cdc dinh cho d6 thi
phi chu trinh sau:

2 3

Hinh 4.5, Cac dinh cda dd thi phi chu trink d4 dugc danh sé

Vi¢c danh s6 cdc dinh trén d6 thi dinh huéng phi chu trinh ¢6
nhi€u ing dung trong so d6é PERT, phuong phép dudmg 16i han CPM...
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4.2. SAC $6 cUA O THI

Kh4i niem sdc s lien quan dén bai todn t6 mau d6 thi nhu sau:
Hay t6 mau cdc dinh cha mot dé thi da cho, sao cho hai dinh ké nhau
phai dugce t0 bing hai mau khdc nhau.

Ta néi ring, d6 thi G t6 dugc bang k mau néu tén tai ham:
m:V—>{0,1,2,.,k-1)}
sao cho néu hai dinh x va y ké nhau thi m(x) # m(y).

'Dé thdy ring, d6 thi G t6 mau duge khi va chi khi n6 khong co
dinh nut.
Pinh nghia 4.2: Sdc s& cia mot d6 thi chinh 14 s6 mau it nhat
diing A€ 16 cic dinh ctia d6 thi do.

Ta k¥ hiéu s6 s 12 sic s6 cla d6 thi G. Hién nhién s <'n, 56 mau
khong virot qud s6 dinh clia 46 thi.

Vi du 4.4: Hay t6 mau 46 thi sau:

f)1

Hinh 4.6. T6 mau cac dinh d6 thi

P4 thi trén cb sdc s6 bang 3.

Nhan xét: MSi céch t6 mau m cho dé thi G s& iing v6i mot cich
phan hoach tap dinh V thanh céc tap 6n dinh trong khong giao nhau,
méi tap tng véi mot mau. Nguge lai, méi cach phan hoach tap dinh V
thanh c4c tap 6n dinh trong khong giao nhau s€ cho ta mot cich
16 mau.
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Dinh Iy 4.4: Moi chu trinh d¢ dai 1& luon c6 sic s6 bing 3.
Chimg minh: Gia sit chu trinh ¢6 30 dai 1a 2n + 1.
Chiing minh bing phuong phdp quy nap theo n.

n =1 : Chu trinh gém ba dinh, m2 hai dinh b4t ky déu ké nhau.
Vay phai ding diing ba mau d€ t6 céc dinh.

(n) = (n+1):Gid sit @la mot chu trinh ¢6 40 dai 2(n + 1)+ 1 =
2n + 3 v6iday cic dinh 12 {x), x5, ..., X3, 1, X2pp20 X2y 3]

N&i x; v6i x;,, ; duge mot chu trinh o’ ¢6 d6 dai 2 + 1. Theo gia
thi€t quy nap. chu trinh &' c6 sic s6 béng 3. Ldy mau cda x, t6 cho
X2n42» CON Mau ciia x,,, ; t6 cho x,,, ;. Chu trinh & 43 dugc t6 mau ma
khong phai thém mau méi. Vay chu trinh & ¢6 sic s6 bing 3.

Dink Iy 4.5: D6 thi ddy 80 n dinh K, ¢6 séc s6 bing n.

Du6i day 1a mot tiéu chudn don gidn dé ki€m tra xem mot d6 thi
c6 hai sdc (sac s6 bing 2) hay khong,.

Dinh Iy 4.6 (Konig): Gia sit d6 thi G c6 it nhdt mot canh. D6
thi G 12 hai sac khi va chi khi G khong ¢6 chu trinh don v6 huéng do
dai 1. :

Chiing minh: Gia sit G 1a d6 thi hai sic. Theo Dinh 1y 4.4 thi G
khong thé ¢6 chu trinh don v6 huéng d6 dai 18.

Nguoc lai, gia st G khéng c¢6 chu trinh don v6 huéng d6 dai 16.

Khéng mat tinh téng quat, ¢6 thé xem G 1a lién thong. Chon mot dinh
a nao dé trong dé6 thi.

Dx

m{a) =0

Hinh 4.7. Cich xay dung ham té miu
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Dat m(a) = 0.

Véi x # a ta ky hieu d(x) 12 dé dai dudng di vo6 huéng ngin nh4t
néi a voi x.

Pat m(x) = d(x) mod 2, s& chitng minh m 1a ham mau cla G.

Gié sir x, y ké nhau, 14y Dx 12 dudng di vo hudng ngin nhat nSi a
véi x c6 40 dai d(x), va Dy 1a dudmg di v6 huéng ngén nhit ndi a v6i y
cé 46 dai d(y). Chu trinh don [Dx, (x, ), Dy] ¢6 40 dai d(x) + d(y) + 1
phai 1a mét s8 chan.

Vay thi d(x) + d(y) 1a mot s6 1€, c6 nghia 1a d(x) va d(y) khac
nhau tinh chén lé.

Do vay: m(x) = m(y).

Ham t6 mau m c6 hai gid tri, vay sic s6 < 2. G cd it nhdt mot canh
nén sic s6 clha né bing 2. A

Tir dinh 1y trén ta c6 h¢ qua sau:

Hé qud 4.2: Tit ca céc chu trinh 40 dai chdn déu c6 séc s6
béng 2.

Két qua dudi day cho mot thudt todn 16t d€ fim sic s6 clia mot do
thi v& hudng.

Dinh 1y 4.7: D6 thi v6 huéng G ¢6 séc s6 béng s khi va chi khi G
¢6 ham Grundy g <s - 1.

Chitng minh:

<) Néu d6 thi G ¢6 ham Grundy g < s - 1 thi chi vi¢c chon g lam
ham t6 mau.

=) Nguge lai, gid sit d6 thi G c6 séc s6 13 s, nghia 12 t6n tai ham
6 mau m v&i tap mau 14 {0, 1, ..., s — 1}. D6 thi G khong cé dinh nit.

Ham t6 mau m s& phan hoach tap dinh V thanh cdc tap 6n dinh
trong khong réng, khong giao nhau:

Ci={xlmxy=i},i=0,1,.,5-1
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Véi mdi tap dn dinh trong cla d8 thi vo hudng ludn c6 thé bd
sung c4c dinh d€ thanh cyc dai, va d6 ciing 13 nhan cha dé thi.

Xay dyng hai day 1p con cic dinh V,, V,, V,, ... va By, B,, B, ... ldn
lrgt nhu sau: V=V,

Vi Cy 1a tap 6n dinh trong ciia V, nén c6 thé bé sung dé thanh tap
By 1a nhén cta V.. Hién nhién B, c V,,.

Vi C)\ B, 1a tap 6n dinh trong ciia V, nén ¢6 thé b sung dé thanh
tap B| 12 nhan clia V. Ta c¢6:

C\By,cB,cV,

......

Vin=Vi\B,

V1 CiuN(By ... U B)) la 1ap 6n dinh trong clia V., nén c6 thé bd
sung dé thanh tap 8;,, lanhan ctia V,,,. Ta cé

CoNBo W .. UB)CS By, cV,y,
Qud trinh ti€p tuc cho dén V,_,.

Ce-1 N By ... U B ») 13 tap én dinh trong clia V, _,.
Sau khi b6 sung thanh nhan B, _, ta c6

Ck—l \ (BO (N BK—Z) c Bk—] [y Vk_]'

Tacé
Crot =(C "By u ... UB,, P (Cf \MBy v .. U By )
SByv..UB HUB,_ =Byu..UB,_,
V=Cou ..U S Byv .. UB_,
Vay dén nhan B, _ | thi da vét hét cdc dinh ca V.
Ta dugc day: By, B, ..., B, trong d6 B 1a nhan cia V..
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Bay git xay dung ham Grundy cho d6 thi G.

Véi x € B, dat g(x) = i va chimg minh g chinh 12 mét ham Grundy
ctia d6 thi G.

B

TS PR P R CA WA TN

Hint 4.8, Cach xdy dumg ddy cac nhén

1) Néu x, y ké nhau thi khong thé ciing ndm trong mot tap B; vi
B, 1a nhan, cho nén glx) = g(y).

2) Gia s c6 u < g(x) = j.
Khi d6 x ¢ B,. Vi B, 12 tap 6n dinh ngodi cla V, nén ton tai
y € B, sa0 cho y € F(x). Suy ra g(y) =u, d6 12 diéu phai chimg minh.l

Hé qud 4.3: Moi 46 thi v6 huéng khéng ¢6 dinh nit déu c6 ham
Grundy va gid tri cuc dai clia cdc ham ndy phai bang nhau va bing séc
s6 clia 6 thi trir di 1. |

Thuat todn 4.2 (T6 mau d6 thi khong c6 dinh nit):

1) Liet ke cac dinh x;, X,, ..., X, cla d6 thi theo thi ty gidm dén
chia bac: r(x;) 27(x,) > ... 2r(x,) 8 1am gidm c4c phép kiém
tra & budc dudi.

2) Té mau O cho dinh x; (dinh c¢6 bac 16n nhét) cing cic dinh
khong ké vdi x; va khong k€ véi cc dinh da 16 mau 0.

3) Lap lai thii tuc t6 mau i + 1 gidng nhu thi tuc 6 mau i cho dén
khi t6 mau hét cic dinh cha dé thi.

S6 mau 43 ding chinh 12 sic s6 cia d6 thi.
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Vidu 4.5: To mau dé thi sau day:
1

1 2 L 2
Hinh 4.9. T mau mét 46 thi

Dinh 15 4.8: Gié st d6 thi G 16 dugc bing s + 1 mau, d6 thi H 1o
dugc bing ¢ + 1 mau. Khi d6 d6 thi tdng G + H 16 dugce bang d + 1
mau, trong dé:

d=max{ s’ ¢ | 3’ Ls, 51 ),

Chimg minh: Theo Dinh 1y 4.7 d6 thi G ¢6 ham Grundy g < 5, d6

thi # c6 ham Grundy % < 1. Ta c6 Z((x, y)) = glx) ® A(y) 1A ham

Grundy cua d6 thi tdng G + H. Gid tri 16n nhat cia ham z 13 4. Tir d6
suy ra két qui.

Vi du 4.6: D6 thi G t0 dugc bing 7 mau, d6 thj H t6 duge bang 5
mau thi d6 thi téng G + H 16 duge bing 8 mau.

Dinh Iy 4.9: Néu d6 thi G ¢6 1 dinh va sic s6 s thi s6 8n dinh

trong u ciia d6 thi G s& khong nhé hon 2.
s

Chimg minh: Lap céc tap dinh ciing mau:
= {x|xt0 maui},i=0, .., 5—11I3cédc tap 6n dinh trong.
'Ci | < i

s=1
H
n= ZIC,-I Ssu Suyra:u2>—. A
. s
=0
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Binh Iy 4.10: N&u bac 16n nhdt cia cac dinh trong 46 thi G 12 r thi
sdcsSchadbthiGsr+1. '

Chiing minh: Chimg minh bang quy nap theo s6 dinh »n.
n=1: Blc cha dinh bing 0 va sac s6 bang 1.

n =72 : Bac cha cdc dinh bing 0 thi sic s6 bing 1, cdn bac cha
cdc dinh biing 1 thi sac s& bang 2.

(n) = (n + 1) : Gia st d6 thi G cé n dinh, cdc dinh cé bac cao
nh4t 13 7. Theo gia thi€t quy nap: s(G) <r + 1.

P36 thi G’ ¢é n + 1 dinh duge xem [a d6 thi G c6 » dinh va thém
mot dinh méi @ v mot s6 canh ké né. Khi dé: s(G) < 5(G") < s(G) +1.

Gia str bac cao nhét clia cdc dinh trong G’ 1a r'. Hién nhién: r <7’

Néus(G)<r thi: s(GY<r+1<r'+1.

Néu s(G) =r + 1 thi:

1) Trudng hop: r < #* tacé:

s(G’)S.r+1+1Sr'+1

Hinh 4.10. Cach chon mau cho dinh mdi

2) Truong hgp: r = r’ thi dinh méi @ duge néi v6i khong qua r
dinh, do vay chi cin gilf nguyén cdch t6 mau cia G thi cdc dinh ké véi
a dugc 16 khong qud » mau va van con thira mot mau danh cho dinh a,
suyra: s(GN)=s(G)<r+l=r+1. 10
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BAI TAP
4.1. D6 thi ddy di n dinh K, c6 chu s6 va sic s6 bing bao nhieu?

4.2. Hay 16 mau cho d6 thj Peterson sau:

Hinh 4.11. B8 thi Peterson 10 dinh
4.3. Chon mot s6 d6 thi. To mau va tim sic s6 cla cdc d6 thi nay.

44. GidsitG=(V,E)1a mot dé thi cé » dinh. DS thi G= (V,V x V\E)
dugc goi 1a d6 thi ba clia G. Hay ching minh ring:

1) s +s@<n+1.
2) 3(G). s(&) 2 n,

4.5. TO mau va tim séc s6 cia dé thi duge cho bai hinh sau:

8
2 5
6

1 3 9
4 7

Hinh 4.12. B8 thi vd huéng 9 dinh
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| Chuong 5
CAP GHEP VA DO THI HAI PHAN

5.1. TAP DiNH TUA VA CAP GHEP

Dé dua vao cic khai niém mdi ndy, xét bai todn phan cong nhiém
vy nhu sau:
Mot co quan ¢6 n nhan vién x;, X,, ..., X, va m nhiém Vi y;, ¥,, ..., Y-
Do qué trinh d3o tao, m&i nhan vién c6 thé ddm nhiém mot hay nhiéu
nhiém vu, m&i nhiém vu ¢6 mot s6 nhan vién cé thé ddm nhiém dugc.
Vay c6 thé phan cong cho mdi nhan vién dim nhi¢ém mot nhiém vu
thich hgp véi trinh d9 cua ngudi d6 duogc khong?
Bai todn nay s& gidi quyét duge nhd khdi niém cip ghép:
Dinh nghia 5.1 Gia st G 1a mot do thi v6 hudng.
1) Tap con céc dinh C cia G dugc goi 12 tdp dinh tya cla d6 thi G
néu mdi canh cia G déu ké véi it nhdt mot dinh ndo d6
trong C.

2) Tap con c4c canh W clia G duogc goi 1a cdp ghép néu trong W

khong c6 hai canh nao ké nhau.

—_—_—

W

Hinh 5.1. Tap dinh tua va c8p ghép
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Tap dinh tya ctia mot d6 thi ludn tén tai. Tap t4t ca cdc dinh 1a
mét vi du vé tap dinh tua cha d6 thi. Song thudng quan tam dén tap
dinh ta c6 it dinh nhat. D& thdy, 14p con cic dinh € 1a tap dinh tua
khi va chi khi tap V\ C }a én dinh trong. _

Cap ghép clia mot d6 thi ciing luon t6n tai. Mbi canh trong cap
ghép tao nén sir ghép giita mot dinh v6i dinh ké ctia né.

Ching ta cling thudng quan tam dé€n cdc cap ghép cé nhiéu
canh nhat.

Vi du 5.1: Xét d6 thi v6 huéng cho & Hinh 5.2 sau:

) O
6 T 6

5 : 4
Hinh 5.2. B8 thi vd hudng

DO thi nay c6 cac tap dinh tra 12: {1, 2, 6}, {2, 5. 6}, ... va cic
cap ghép: {(1,2), (3, 6)}, {(1,5),(2,4), (3, 6)}, ...

5.2. DO THI HAI PHAN

Xét 16p d6 thi dac biét sau:

Dinh nghia 5.2: D6 thi G = (V, F) dugc goi 14 dé thi hai phdn
néu tap dinh V c6é thé tich thanh hai tap 6n dinh trong khong
giao nhau.

Hay néi mot c4ach khdc:
V=V,uv,,VinV,=0,
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Khi dé mbi canh cé mot dau thudc V| va ddu kia thude V,. Ddng
thdi, V', va V, 1a céc tip dinh tira ctia d6 thi G.

Néu d6 thi cé ft nhat mot canh, thi khai niem d6 thi hai phdn
tring véi diéu kién sic s6 bing 2.

D6 thi hai phdn thudng k¥ hiéu 1: G = (V, V,, F).
Vi du 5.2: Cho d6 thi vo hudéng:

Hinh 5.3, 08 thi vd hudng
V& lai d6 thi nay ta nhan dugc:

Hinh 5.4, 8 thi hal phin tuong img

D6 thi trén 12 d6 thi hai phdn ¢6 tap dinh tya bé nhat 1a {1, 2, 7}
va cidp ghép 16n nhat 12 {(1, 3), (2, 5), (4, T)}.

B0 thi trong Vi du 5.1 khong phai 13 d6 thi hai phén.

D¢ kiém tra xem mot d6 thi vo huéng G c6 phdi 1a d6 thi hai phan
hay khong, sir dung thuat todn sau day:
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Thudt todn 5.1 (Kiém tra mo6t d6 thi 1a d6 thi hai phdn):
1) Chon mot dinﬁ bét ky a trong d4é thi G.

2) batVv, = {a).

3) batV,1atap cdc dinh ké cla dinh trong V.

4) Néu V| "V, # & thi két luan d6 thi khong phai 12 d6 thi hai
phdn, nguge lai thl quay lai budc 3) cho dé€n khi hét dinh dé
thém vao.

5). Cubi cing, néu V, NV, = & thi két luan d8 thi 1a d6 thi
hai phén.

Vi du 5.3: Xét d6 thj v6 huéng:

Hinh 5.5, D8 thj vé hudng

Bét ddu chon: V, = {1},V, = {2, 4}.

SaudéthémvaoV  =({1,2,3,4,5} ,tacé: VNV, = <.

Vay d6 thi trén khong 1a d6 thi hai phin.

Néu bd canh (2, 4) thi d6 thi trén trd thanh d6 thi hai phan.

Gia sit G 1a 46 thi hai phdn c6 n dinh. Ky hiéu & 12 s& phén tif clia
tap dinh tya bé nhdt. Ta c¢6 dinh 1y sau:

Pinh Iy 5.1:

1. S& 6n dinh trong ctia dé thj hai phdn G bing n — k.

2. S8 phan tir clia cap ghép I6n nhat cla G bing k.

Chimg minh:

1. Tir nhan xét: C 1a t4p dinh tva nhd nhit < V\ C 1 tap 8n dinh
trong 16n nhAit.
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2. Gia sir W 1a cap ghép 16n nh4t va C 13 tap tira nhd nhat.
Lapidnhxa t: W — C nhusau:
Ve € W, i(e) ]1a mot dinh ciia e thudc C.

Dinh d6 t6n tai vi C 1a tAp tua, cdn néu cd hai dinh cla e déu
thudc C thi 14y mot trong hai dinh d6.

Néu u, v e W va u = v thi #fu) = #(v) vi hai canh u va v khoéng c6
dinh chung. Vay thi: IW I <ICl=k%.

Hinh 5.6. Cach xdy dung dnh xa ¢

Pé chitng minh chidu ngwrge lai, xay dung tap dinh tra C tir cip
ghép 16n nhat W ma hai tap nay cé cing luc lugng.

Ky hiéu B 1a tap cdc dinh cua W trong V. Lap 4nh xa h:B—> v,
nhu sau:

Yae B, 3beV,:(ab) e Wiadat h(a)=b.
Vay h(B) chinh 1a tap cdc dinh cha W trong V.

Néu a, ¢ € B vad a #c thi h(a) # h{c) vi cdc canh trong W chira a
vi ¢ khong ké nhau. |
h(B)

By € h(B4)

B, h{B5}

Hinh 5.7. Cach x3y dyng tip dinh tua
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Mot dudng di trong d6 thi G duge goi 1a duwong dan néu né
¢é dang
SW U Wylly... W, U, >
trong d6: wy, w,, ..., w, déu thugc W, con u,, u,, ..., u, déu khong
thudec W.
Ky hiéu: B, = {a € B|3 dudng dan di tir  4&n mot dinh ndo dé
ndm ngoai B} va B, = B\ B,.

bat: C =B, h(B)).

Chiing ta s& chimg minh rang, tap C 1a tap dinh tra coa d6 thi G.
Chitng minh diéu nay bing phan chimg.

Gia sl rang, tap C khong phai tap dinh tua cha d6 thi hai phén G,
nghia 1a ¢6 canh (a, b) nao d6 khong tya vao tap C. Vay thia ¢ B, va
b & h(B,). _

Nhung vi tap cic canh W 1a cap ghép 16n nhit, nén canh (g, b)
phai ké v&i mot canh nio d6 trong W, nghia 12: a € B hodc b € h(B).

Xét cac trudng hgp sau day:

1) Trudng hop: a € B, suyra: a € B,.

Khi d6 c6 mét dudmg dan (X) = < w; uy w, u,. .. w, u, > dan dinh
a t3i mot dinh d ndo d6 ndm ngoai tap B.

~ Néu b ¢ A(B) thi canh (a, b) ¢ W, loai cic canh w;, w,, ..., w,

khéi W va thay céc canh (g, b), u;, u,, .. L Uy vao W. Khi d6, W van la

mot cap ghép va s canh tang thém 1. Vay trdi véi gia thi€t W la cap
ghép 16n nhat.

ra

—N&u b € h(B) thi b € h(B,). Ky hiéu dinh d'= Kby e B,.

Pudng dan: < (d’, b) + (b, a) + (X) > din dinh d’ trong B, t6i dinh
d ndm ngoai B. Vay thi: &’ € B|. D6 12 diéu mau thuln.
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2) Trudng hop: a ¢ B. Khi d6 b € h(B,) vi (a, b) khong tua vao
tap C.

Ky hieu: d’ = b~ '(b) € B,. Budng dan < (d’, b) + (b, @) > din dinh
d’ t6i dinh a & ngoai tap B. Vay thi d e*B,. Suy ra di€u mau thuln.

Vay C la mot tap tua cha dé thi. Tap tira nay c6 s8 phén tit bang
s6 phén tr cta cap ghép 16n nhat W.

Theo ky hiéu cha DPinh 1y 5.1: & < s6 phén tlr cia C = s6 phdn tir
cta cip ghép 16n nhat W. Dinh ly duge chimg minh.

V&i d6 thi hai phdn G = (V|, V5, F), k¥ hiéu:

dy=max { |BI- | FB® || B2V}

Vi eV valdI-1F(@)I=0-0=0 nénd,luon la mot s6
khéng am.

Pinh Iy 5.2: S6 phin tr cla tap tya bé nhit cua d6 thi hai phan
G=(V,, V,, F)labing 1 V|| - d,. |

Chitng minh: Gia stt C 1a mot tap tya bat ky.

C6thé vietC=C,u C, trongd6 C,cV, vaCo Vs, |

Ky hieu: C," =V, \C,. Khi d6, F(C,") c C5, vi néu ngugc lai thi
s& c6 dinh a € €|’ ma dinh ké cta né y ¢ C, va canh (4, y) s€ khong
tra vao tap C, dan t¢i mau thuln.

Hinh 5.8, Cach tim tap tua bé nhat
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Mat khéde, C; v F(C|) lai ]a mot tap tra va C, w F(C,) < C. Do
d6, v6i méi tap tra C 6 thé thay bing mot tap wra dang C, U F(C,)
v6i sO phén tir khong 16n hon.
Vay dé xét tap tra bé nh4t chi cén xét:
min {1C,UF(CH | C,cV,} =
min {1C, I+ FCHI | C, eV, =
WVl ~max{C1 -1FCHI| C/ev}=IV,I-d,
Tir dinh 1y nay ta goi d 1a s6 hut cha d6 thi.
Hé qud 5.1
a) S6 6n dinh trong ctia d6 thi hai phin G bing 1 V, | + d,.
b) S6 phan tir cita cap ghép 16n nhit ciia G bing |V, | — d,
Vi du 5.4 (Bai todn phdn cong nhiém vu):

Mot co quan ¢6 2 nhan vién x,, x;, ..., X, va m nhiém vu y,, ¥,, ..., ¥,
Do qud trinh d2ao tao, m8i nhan vién cé thé ddm nhiém & nhiém vu va
mdi nhiém vu c6 diing k nhan vién c6 thé ddm nhiém dugc. Ching
minh réng, luén c¢6 thé phan cong mbi nhan vién dim nhiém mot
nhi¢m vu thich hop v6i trinh d¢ cfia ngudi d6.

That vay, ky hiéu V, 12 tap nhan vién va V, 1a tap cdc nhiém vu.
Thé thi:

Wil=nvalVyl=m.
Xay dung 46 thi hai phdn G = (V,, V,, F) ma:

x; € F(y;) < nhan vién x; ddm nhi¢ém duge nhiém vy ¥
Theo gia thi€t cha bai todn thi méi dinh ké véi ding & canh.

Vé6i B c V, thi s6 canh ké B s& 1a k! B | va s6 canh ké F(B) la
kI F(B)I.

S6 canh k& F(B) 2 s¢ canh k& B vi canh ké B thi ciing ké F(B).

Cho nén, |1Bl < IF(B)I. Suy ra dy = 0. Theo Hé qua 5.1, luc luong
cla cdp ghép 16n nhat s& 1a V|| — d, = IV,1. Do vay, c6 thé phan cong
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cho n nhan vién d3m nhiém » nhiém vu. Bing cach thay déi vai trd
gifta V, va V, suy ra luc lugng cha ciip ghép 16n nhat bang V,l. Vay
V1 = IV,], nghia 12 s6 nhan vién bing s6 nhi¢m vu. Bai todn phan
cong duge gidi quyét xong.

D4 thi hai phdn va cap ghép cha né ¢6 nhiéu ing dung trong thuc
t€. Vay khi nao c6 thé tach tir mot d6 thi vo6 huéng ra mot d6 thi
rieng hai phdn véi tap cdc canh clia né Ia mot cap ghép? Ta cé két
qua sau: _

Pinh Iy 5.3: D6 thi vo huéng G = (V, E), v6i | VI = 2n va bac cla
méi dinh cia 36 thi khong it hon #, luon ¢6 mot 46 thi rieng hai phin
G’ =V, V, ENv6ilV, =V, =1 E"l = n vatap cic canh £” chinh
12 mot cip ghép 16n nhat cla d6 thi G.

Chitng minh: Xay dung d6 thi riéng hai phén G = V|, V,, E")
nhu sau:

L4y ddn vao tap E” cdc canh cia G sao cho cdc dinh trén cdc canh
nay khéc nhau timg d6i cho dén khi bat k¥ canh nao con lai cling ké
v6i canh ndo d6 thude E”. Gia st 1 E" [ = k.

— Néu k = n thi dinh 1y duge chiimg minh.

—Né‘uk<nthilVl22k+2.

KS( hiéu k Carlh thuQC E” la: (al, az), (a3, a4), fey (a2k_1, a2k).
SE con it nhét hai dinh gy, ;. a5, ; khong ndm trén canh nao thuge E”.

Theo cich chon tap canh E” thi hai dinh ay,;, ag.,, chi ké véi
céc dinh trén E”, vi néu ching ké vé&i cdc dinh khong nam trén E” thi
di c6 thé bé sung cho E” mot canh mdi nita. Vay theo gia thit, méi
dinh ay;, ;, @3, k€ v6i it nhat # dinh trén E7.

D4nh d4u cic dinh trén E” ké véi ay,, ;. SO dinh duge ddnh dau 2 ».
Ta lai d4nh diu cic dinh trén E” ma dinh cling canh vé6i né trong E”
ké V6i ay,, SO dinh duge danh ddu > . Nhu vay, s6 14n dénh déu
trén cac dinh thuéc E” = 2n. Nhung s6 dinh trén E” 12 2k < 2n nén s€
¢6 it nhit mot dinh duge danh dau hai lan.
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Gid sir dinh nay 12 ¢; va dinh ciing canh vé6i né trong E£” 12 a;
Dinh a; ké v6i ay,;, con a; ké v6i ay,,. Nhit vay, c6 thé loai canh
(a;, a;) ra khéi E” va thém vao hai canh méi (a;, a,,, ;) va (@, @ 342)-
S8 canh trong E” tang thém mot. C ti€p tuc nhur thé, sau mot s& budc

ta c6 | E”l = n va x4y dung dugce d6 thi hai phdn G*. i

Vi du 5.5:
a)

2k (1) ok

G= G"=

® ®
** % %} é

Hinh 5.9, BS thj va d8 thi riéng hal phin

b)

Khdng co

& T

Hinh 5, 10. B8 thi khong cé dé thi ridng hai phan

BAI TAP
5.1. Ching minh ring, mot d6 thi 12 d6 thj hai phdn néu va chi née
moi chu trinh clia né déu cé d6 dii chin.
5.2. Cho mot s6 d6 thi r6i tim ciip ghép 16n nhat trong timg d6 th.

5.3. Cho mot s6 d6 thi réi kiém tra xem chiing c6 phai 1a d6 thi hai
phén hay khong.
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Chuong 6
TOAN DUYET DO THI

Phép duyét dé thi 13 mot cdch liét ke tt cd cdc dinh cha d6 thi
nay thanh mot danh sdch tuyén tinh. Hay néi mot cich khic, phép
duyét d8 thi cho ta mot cdch "di qua” t4t ca cdc dinh cia d6 thi dé
truy nhap, thém bét thong tin & cdc dinh cfia d6 thi d6.

Phép duyét d6 thi khong phu thudc vio hudng clia cic canh. Do
vay, v6i d6 thi ¢6 hudng thi cdn vo hudng hod trude khi duyét.

6.1. CAC THUAT TOAN DUYET DO THI

6.1.1. Thudt toén duyét dé thi |

Gia st G = (V, E) 1a d6 thi d4 cho, x, 12 mot dinh nao d6 cua G. Ky
hiéu DS 12 mot c4u triic dit liéu ki€u danh sach ding dé chira cdc dinh,

1) Khéi ddu: DS « {x,};

2) Lay dinh x ra khoi ddu DS;

3) Duyét dinh x;

4) Nap céac dinh clia F(x) vao DS;

5) Néu DS = < thi quay lén bue 2;

6) Dimg.

6.1.2. Duyét dd thj theo chiéu sau (Depth-First Search)

Néu trong thuat todn trén, danh sdch DS dugce t6 chic theo kiéu
stack (danh sdch vao sau — ra trudc — LIFO) thi ta ¢6 phuong phdp
duyet theo chiéu sau.
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Trong phuong phap nay, méi 14n duyét mot dinh ta duyét dén tan
cing mdi nhdnh r6i méi chuyén sang duyét nhénh kh4c.

Gi st G = (V, E) Ia moOt d6 thi vo hudng.

Bt ddu duyét tir mét dinh x, ndo d6 ciia dé thi. Sau d6 chon x 1a
dinh ké nao d6 clia x, va 14p lai qud trinh duyet dsi véi dinh x. -

Gia sir ta dang xét dinh x;

— Néu trong s céc dinh k€ v6i x, tim dugc dinh y chua duge
duyet thi s&€ xét dinh nay va bt ddu tir dé ti€p tuc quéd trinh duyét.
Nguoc lai, n€u khong con dinh nio ké véi x chua duge duyeét thi ta néi
rang dinh x 43 duyét xong va quay trd lai ti€p tuc duyet tir dinh ma tir
dé ta dé€n duge dinh x.

~ N€u quay trd lai diing dinh x, thi phép duyét ket thic.

. Thudt todn 6.1 (Duyét d6 thi theo chiéu sau):

Dit liéw: Bi€u dién mang DK cdc danh sich ké chia dé thi vo
hudng G.

Két qud: Danh séch cdc dinh clia 46 thi G.

1 procedure D SAU (v) ;

2 begin

3 Tham_dinh (v) ;

4 Duyet [ v] := true ;

5 for wuw € DKl vl do

6 if ! Duyet (4 then D_SAU (u) ;
7 end ;

8 BEGIN { Chuong trinh chinh }
9 for v e IV do Duyet [ v1 := false ;
10 for v e V do _

11 if ! Duyet [ v then D SAU (v) ;
12 END. |

b6 phuc tap ctia thuat todn 1a: O(n + m).
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Vi du 6.1: D6 thi dugc duyet theo chiu sau.

15 4 10

Hinh 6.1. Thit tu chia cic dinh duge duyét theo chidu sau
Trong thuat todn duyét theo chiéu sau, dinh duge tham cang
muon cang sém trd thanh duyét xong. Do vay, viec ding mét ngan
x&p (stack) € lwu trit cdc dinh dang duyét 12 rét thich hgp. Ta c6 thi
tuc cai ti€n sau day:

Thudt todn 6.2 (Duyét 46 thi theo chiéu sau):

1 procedure D_SAU_2 (V) ;

2 Dbegin

3 S 1= D :

4 Tham d&inh (v} ;

5 Duyet [ v} := true ;

6 push vonto S8 ; { Nap v lén &inh clGa S}
7 while 8§ # @ do

8 begin

9 while 3 u e DK top(S)} do
.10 if ! Duyet [ 4] then

11 begin

12 ' Tham dinh (o)}

13 Duyet [ 4] := true ;
14 push u onto S ;

15 end ;

16 pop(S) ; { Loai bd phén t& d dinh ctia S}
17 end ;
18 end ;

71



6.1.3. Duyét d6 thi theo chiéu réng (Breadth-First Search)

Néu trong thuat todn duyét dé thi, cdu tric danh séch DS duoc t8
chic theo ki€u hang doi (danh sdch vao trude — ra trude — FIFO ) thi
ta ¢6 phuong phép duyét theo chiéu rong. Trong phuong phdp nay,
viéc duyét c6 tinh chat "lan rong”. Mot dinh dugce duyét xong ngay
sau khi ta da xét hét 14t ca cdc dinh k& v6i né. Dinh dugc xét cang
s6m thi s6ém tr& thanh duyet xong. '

Thudgt todn 6.3 (Duyét d6 thi theo chidu rong):
Dit li¢u: Bi€u dién mang DK céc danh sich ké ciia d6 thi vo
hiténg G. -
Két qud: Danh séch cdc dinh ciia 48 thi G.
1 procedure D RONG (v} ;
2 begin
3 Q =& ;
"4 enqueue v into @ ;
{Nap v vao cufi hang dgi @}

5 Duyet [ v] := true ;

6 while Q = @ do

7 begin

8 dequeue =z from Q ;

{Loai z ra khdi d&iu hang doi 0 }

9 Tham_dinh (z) ; ,

10 for wu € DK Zz] do

11 if ! Duyet [ u] then

12 begin

13 enqueue g into Q ;
14 Duyet [ 4] := true ;
15 end ;

16 end ;

17 end ;

18 BEGIN { Chuvong trinh chinh }
19 for v e v do Duyet [ vl := false ;
20 for v € ¥ do

21 if ! Duyet [ ¥ then D RONG (v) ;
22 END.



Thuat todn nay ciing cé do phitc tap 1a: O(n + m).
Vi du 6.2: D6 thi trong Vi duy 6.1 duge duyét theo chiéu rong.

4 7 14

Hinh 6.2. Thit tif clia céc dinh dugc duyét theo chiéu réng

6.2. MOT sO UNG DUNG CUA THUAT TOAN DUYET DO THI

6.2.1. Bdi todn fim dudng di

Gia sir @ va b 1a hai dinh nao d6 cha d6 thi vé huéng G. Hiy tim
dudng di (néu c6) tir dinh a dén dinh b.

Bai todn nay di dugc gidi quyét bang Thuat todn 1.1 hodc thugt
todn Warshall. Theo cdc phuong phap duyét d6 thi, cdc 1¢i goi tha tuc
D_SAU(a) hoac D_RONG{(a) cho phép tham t4t ca cdc dinh thufc
cung thanh phin lién théng véi dinh 4. Vi vay, sau khi thyue hién xong
thi tuc n€u Duyet[b] = false thi khong c6 dudng di tir dinh e dén dinh
b, nguge lai thi dinh b thudc ciing méng lién thong véi dinh a, hay ndi
mot cdch khéc, ¢é dudng di tir @ dén b.

Pé khoi phuc dudng di, ding thém m6t bi€n mang Truoc. Thanh
phin Truocfz] ghi lai dinh d&n trudc dinh u trén dudng duyet tit a tdi
u. Khi d6, trong thi tuc D_SAU (v) cdn sira d6i cau lénh if & dong
lénh 6 nhur sau:

6 if !Duyet [ 4] then
begin
Truoc [ ] 1= v

D SAU (u)
end ;
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con trong thu tuc D_RONG (v) thi cén sira cau #nh if & cdc dong
lénh 11-15 la:

11 if !'Duyet { u then

12 begin

13 engueue w into Q ;

14 Duyet [ 4] := true ;
_ Truoc [ U] := 2z

15 end ;

Duong di can tim (n€u c6) s& durge khoi phuc nhu sau:
b « a; = Truoc[b] ¢ a, = Truoc[q,;} « .... « a

Chu y: Dudng di tim dugc theo thuat todn duyét theo chiéu rong
12 dudmg di ngén nh4t tix dinh « dén dinh b.

6.2.2. Bdi toén tim c&c mang lién théng

Cho d6 thi G, hdy tim s6 méng lién théng p cfia d6 thi ndy va xdc
dinh xem m&i mang lién thong bao gém nhimg dinh nio.

Do cdc tha tue D_SAU(v) hoac D_RONG(v) cho phép duyet it
ca cdc dinh thugc cling mang lién thong vdi dinh v, nén s6 méng lien

théng p cita d6 thi G chinh bing s& 14n goi dén c4c thd tuc ndy trong
chuong trinh chinh.

Dé€ ghi nhan cdc dinh trong 1img mang lien thong, ding thém bién
méng Mang[v] d€ ghi chi s6 ciia méang lién théng chita dinh v. Chi s&
nay tang tir I dén p.

Ding bién p d€ d€m s6 mang lién thong chia d6 thi vA gan chi
s6 cho cdc mdng lien thong tim dugc. Bat ddu né duge khéi tao gid
tri bang 0. Thi tuc Tham_dinh(v) trong cic tha e D_SAU() va
D_RONG(v) lam thém nhiém vu gdn:

Mang [v] :=p;

Con chuong trinh chinh ctia thut todn duyét cén duge sira lai
nhu sau:
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N =

(o2 L O 2 B N #8)

-1

BEGIN { Chucng trinh chinh }
for v € V do
buyet [ v] := false ;
p =0 ; '
for v € V do
if ! Duyet [ v] then
begin
p :=p +1;
D_SAU (v) ; {D_RONG (v) ; }
end ;
END.

Khi chuong trinh két thic, bién p s& cho s6 méng lién thong cha

d6 thi, con cdc gid tri clia bién mang Mang[v], v € V cho phép liet ke
t4t ca cdc dinh trong tding mang lién thong clia d8 thi.

6.1.

6.2.

6.3.

BAI TAP
Cho ba d6 thi, sau d6 duyét theo chiéu sau, r8i duyét theo chiéu
rong trén céc d6 thi nay.

Tir két qua clia phép duyét theo chiéu sau va duyét theo chiéu
rong ciia mot dé thi, hay xay dung lai d6 thi nay.

Duyeét theo chiéu sau, 18i duyét theo chiéu rong do thi sau:
8
2 5
1 3 6 » 9
4 7

Hinh 6.3. B thi v6 hudng 9 dinh
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Chuong 7
CHU TRINH EULER

Chu trinh Euler va chu trinh Hamilton 1a hai loai chu trinh rat ndi
ti€ng trong Ly thuy&t D6 thi, ma tén goi clia ching gin véi tén cha
cdc nha khoa hoc tim ra né. Khong nhimg thé, ching con néi tiéng vi
mot s¢ bai todn lien quan vin cdn 12 nhimg bai todn ma.

7.1. CHU TRINH EULER

Khdi ni¢gm chu trinh Euler dugc ra ddi tir bai todn ndi tiéng
sau day:

Vidu 7.1 (Bai todn 7 cdy cdu J Konigsberg):
Thanh ph6 Konigsberg thudc nuéc Cong hoa Litva c6 con soéng
Pregel chay qua, giita song c6 c lao Kneiphof tao nén b6n ving dit.

Ngudi ta di xay dung 7 cdy cdu d€ n6i cdc viing dat ndy lai véi nhau
nhu Hinh 7.1

Hinh 7.1. Bdy cdy ciu trén sdng Pregel
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Nam 1736, L. Euler nha todn hoc ngutn Thuy Si did dwa ra bai
todn sau day:

Hoi cé thé di qua ci 7 cay cdu, mébi cdu chi di qua mot 1an réi
quay tr& vé ding chd xuat phat duge hay khong?

Bai toan di lam say mé cu dan cia thanh phé. Ho hdo hifc di thir
nhung khong thanh cong. Sau d4, chinh L. Euler da chiing minh duge
rang, bai todn trén 1a khong gidi dugc.

Néu biéu dién méi viing dat: A, B, C, D bang dinh ciia mot da d6
thi vo hudéng va ¢6 canh néi giita chiing néu ¢é cu ndi trong ng, thi
bai todn trén dura vé viéc tim mot chu trinh di qua mdi canh ciha dé thi
ding mot lan.

Hintr 7.2.Da db thi biéu dién thanh phé Konigsberg
Tir bai todn trén, ngudi ta da dua ra cac khéi niém sau:

DPinh nghia 7.1: Pudng Euler cha da 46 thi 12 dudng di qua mdi
canh ctia d6 thi ding mot 14n. Chu trinh Fuler cia da d6 thi 12 chu
trinh di qua méi canh cla dé thi ding mét 14n.

Tir dinh nghia trén, ta ¢6 diéu kién cin va di cho sy ton tai cla
chu trinh v6 hudng Euler nhu sau:

Dinh I¥ 7.1: Da 46 thi lien théng G c6 chu trinh v6 huéng Euler
khi ¥a chi khi méi dinh déu c6 bac chén.
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Chimg minh:

= : MB&i ldn chu trinh di qua mot dinh thi dinh d6 bét di hai canh
ké. Cu6i cing s6 canh ké ciia mdi dinh bing 0. Do d6 s6 canh ké véi
méi dinh phai 12 mot s& chin.

<= : Xudt phét tr mot dinh @ nao d6, 1ap day canh ké lién ti€p cho
dén khi hét kha ning di ti€p. Khi dimg phai & dinh a vi bac cdc dinh
déu chén, ta duoc chu trinh C,. N&u di vét hét céc canh thi d6 chinh
la chu trinh cén tim. Néu vin con canh, do tinh lién théng cfia d8 thi
thi phéi ¢6 mét canh ndo dé chira duge chon va ké véi dinh a, no dé
ciia chu trinh d3 ¢6. Lai xuat phét tir a;, va ti€p tuc qu4 trinh nhur trén
cho dé€n khi hét kha nang di ti€p, ta duge chu trinh C,, ....

o

0
¢
¢

Hinh 7.3, Cac chu trinh k& nhau

Khi dd vét hét cdc canh, 1ap chu trinh Euler cho d6 thi nay
nhu sau:

Tir dinh a di theo nilta trén clia C, cho dén q,, lai tiép tuc ti a, di
theo nira trén cia C, cho dén a,, ... Khi d4 dén chu trinh con cudi

cling, di ngugce lai theo cic nira dudi cha cdc chu trinh con... va cudi
cling tr& v€ dinh @. Ta nhan dugc mot chu trinh Euler, M

Da dé thi c6 hudng c¢6 thé c6 chu trinh Euler v6 hudng nhung
khong ¢ chu trinh Euler ¢6 huéng.

Vi du 7.2:

Hinh 7.4, Ha d6 th ¢ hudng
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Hé qud 7.1: Da d6 thi lien théng G co duong di Euler vO hudng
khi va chi khi s& dinh bac 1& bing 2.

Chitng minh:

= : Néu c6 dudng di Euler vo hudng ndi a v6i b thi a, b 1a hai
dinh duy nhat c6 bac 1é.

& : Gia slr g, b 14 hai dinh duy nhat ¢6 bac 1&. Xay dung d6 thi G’
tir G bang cich thém vao canh (a, b). G’ s& khong ¢6 dinh bac 1€, nén
theo Pinh 1y 7.1 G’ s& ¢6 chu trinh Euler vo huéng. Bé canh {a, b), ta
¢6 dudng di Euler v6 hudéng trong d6 thi G. W

V6i d6 thi c6 hudng, ta cé diéu kién cdn va di cho sir tén tai cla
chu trinh ¢6 huéng Euler nhu sau.

Dinh 1y 7.2: Da d6 thi c6 hudng lién thOng ¢6 chu trinh Euler c¢6
huéng khi va chi khi tai méi dinh cha d6 thi s6 canh di vao bing s6
canh di ra (dinh can bing), nghia la:

vx eV, r&x)=r(x),
trong d6, r(x) 1a s6 canh di vio dinh x vA r*(x) 12 s8 canh di ra
khoi dinh x.
Hé qud 7.2: Da d6 thi c6 huéng lién thong G c6 dudng di Euler
¢6 hudng khi va chi khi trong G c6 hai dinh @, b thoa mén:
ra)=r'a-1,
rby=rd+1
va cdc dinh con lai déu can bang.

Ching minh:

1) Gia sir d6 thi G ¢6 dudng Euler  di qua tat ¢a cdc canh cla d6
thi. Khi d6 thi:

_ V6 dinh xusft phét @ cta a : trir canh d4u tien clia e di ra tit g,
ctr 6 mot canh di vao a thi phai c6 mot canh di ra khoi a vi e két thiic
& dinh khéc. Do vay:
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(@) =r*(a) - 1.

— Véi dinh két thdc b ciia o : trir canh cu6i ciing cia a di 16i b, cit
¢6 mot canh di ra khéi b thi phai cé mot canh di vao b vi o két thic &
dinh b. Vay thi:

—(b)=r*(b) + 1.

— Vi céc dinh khdc: s6 canh di vao biing s6 canh di ra nén chiing
14 can bang.

2) Gia sir d6 thi G lién théng va cé hai dinh a, b ¢6 tinh chat trén.
Thém vao mot canh mdi (b, a). Khi d6 moi dinh 13 can bing nen theo
Dinh 1y 7.2 d6 thj c6 chu trinh Euler ¢6 huéng. Bay gids, bd canh
(b, @) khdi chu trinh, ta dugc mot dudng di Euler ¢6 hudng. B

Dua trén chimg minh clia Dinh 1y 7.1, xay dung thuat todn tim
chu trinh Euler cho d6 thi lién théng khéng cé dinh bac 1é nhu sau:

Thudt todn 7. 1 (Tim chu trinh Euler):

Da li¢u: D6 thi lien thong G = (V, E) khong ¢é dinh bac 1& dugc
bi€u dién bdi mang c4c danh sdch ké DK.

Két qud: Chu trinh v6 huéng Euler v6i danh séch cic dinh nim
trong stack CE.
1 Begin
2 S =0 ; CE := @ ;
3 v 1= dinh tuy y cda dd thi ;
4 push v onto 8 ;
5 while S # & do
6
7
8

begin
v := top(S) :
if DK(v} # & then
9 begin
10 vi=dinh ddu tién trong danh sdch DK W ;
11 push u onto S
12 DK[ vI := DKl vl \ {uw ;



12 DK[ v} DKL v \ {4 ¢
13 DK[ & := DKl u] \ (%}

{ Xo4 canh (v, u) trong dé thi G}
14 : v o= u

15 end

16 else

17 begin

18 v 1= top(8) :
19 push v onto CE
20 . end

21 end

22 End.

~ Ta thdy ring, mdi 14n lap cha chu trinh (tir cau lenh 5 d&n cau
1énh 20) trong thuat todn, hodc 1a dat dinh l1én stack S va xod canh,
hodc chuyén dinh tir stack S sang stack CE. S8 14n 13p cba chu trinh
khong vt qud s6 canh m. Vay d¢ phic tap téng thé clia thuat toén 12
O(m). Pay 1a mot thuat todn 16i vu d€ tim chu trinh Euler.

Vi du 7.3: Ap dung thuat todn trén cho d6 thj v6 hudng v6i cic
dinh bac chidn dudi day:

Hinh 7.5. D8 thi vd huéng vdi cic dinh bac chan

Ta nhan duge chu trinh Euler la:
[1,2,3,4,5,6,7,2,8,6,9,7,8,5,3,1].
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7.2. CHU TRINH HAMILTON

Nam 1857, W. R. Hamilton nha todn hoc ngudi Ailen di dua ra
trd choi sau day: Trén méi dinh trong s6 20 dinh ciia mot khéi da dien
12 mat ngii gidc d€u c6 ghi tén mot thanh phé 16n cia the gidi. Hay
tim cdch di bing céc canh cia khéi nay d€ di qua t4t ca cdc thanh ph&,
méi thanh phé dldng mot Mn.

Bai todn ndy da dan t6i nhitng khdi niem sau;

Dinh nghia 7.2: Duong Hamilton 1a duong di qua méi dinh cla
d6 thi ding mot 14n. Chu trinh Hamilton 1a chu trinh di qua mdi dinh
clia d6 thi ding mot 14n.

Vidu 7.4

1. Té chic tour du lich sao cho ngudi du lich tham quan mdi
thing cdnh trong thanh phd ding mot l4n.

2. Cho quan ma di trén ban cd vua sao cho né di qua méi 6 ding
mot 14n (bai todn ma di tdn).

V6i mét d6 thi da cho, dudng (chu trinh) Hamilton ¢6 thé tén tai
hodc khéng.

Viduy 7.5:
a) D6 thj ¢é chu trinh Hamiltan b) B8 thi khdng cd duding Hamilton

Hink 7.6, B8 thi c6 va dé thi khdng ¢6 chu trinh Hamilton
Dinh Iy 7.3 (Rédei): D4 thj ddy di luén c6 dudmg di Hamilton,

Chitng minh:
Xét d6 thi c6 huéng G.
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Ta chitng minh bing quy nap theo s6 dinh »n cha G.

n =1, 2 : Hié€n nhién.

(n) = (n+ 1) : Gia st G 12 d6 thi ddy dii c6 n + 1 dinh v d6 thi
G’ xay dung tir G bang cdch bt mot dinh @ va céc canh ké véi a. DO
thi G’ c6 n dinh va ciing ddy di nén theo gia thi€l quy nap, nd co6
duong Hamilton:

(H) =<xp, X5, ..., Xy >

Néu trong G c6 canh (x,, a) thi dudng < (H), a > s& la duong
Hamilton.

Néu trong G ¢é canh (g, x;) thi dutng < a, (H) > s€ la dutmg
Hamilton.

Trong trudng hop nguoe lai, 46 thi G phéi ¢6 céc canh (a, x,) va
(x;, a), nghia 12 ¢6 céc canh nguge huéng nhau. Khi d6 s& phai c6 it
nhdt mot cap canh sit nhau, nhung nguge huéng nhau la (x;, @) va

(a, xi+1)‘

Hinh 7.7. Cach tim duding di Hamilton

Ta cé dudng < xp, ..., X;, @, Xip . X, > 12 mot dudng di Hamilton
ciaG.

D6 thi G duge goi 1a d6 thi ¢6 bdc 1 néu tai mbi dinh c6 diing mot
canh vao va mot canh ra. Hién nhién, chu trinh Hamilton 1a m6t d6 thi
riéng bac 1 cta d4 thi da cho.

83



Dinh Iy 7.4: D6 thi G = (V, F) c¢6 d6 thi rieng bac 1 khi va

chi khi:
VBc V.IBILSIFB)I

Chimg minh: Ky hi¢u tdp dinh cia dé thi R V = {a,, a,, ..., a,}.
Laptap V' = {b,, b, ..., b,} sao cho: VAV’ = &. Xay dimg d6 thi hai
phan H = (V, V', F) véi:

b, eFl(a) & a; € F(a;)
Néu dé thi G c6 d6 thi rieng bac 1 1a G' = (V, F') thi xét tap canh

W cia H nhu sau: (g, b) eW oaq; e F! (a;). D6 1a mot cap ghép n
canh trong H.

Hinh 7.8, Cach x8y dung d8 th) hai phén

Ngugc lai, ng v6i mot cap ghép n canh W trong H s& c6 mot d6
thi ri¢ng bac 1 cita G.

Theo Hé¢ qua 5.1 thi:
IWi=ngIVI-d,
= dp=0
ma dy= max {IBl-1F(B)!| |BcV} =
= max {|BI—-|F@B)| |[Bc V] =
Suyra: |BIl<|F(B)|. D6 ladiéu phii chimg minh. H

Vi du 7.6: Xét 46 thi ¢6 huéng G = (V, F) dugc cho trong hinh vé
duéi day:
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Hinh 7.9. D6 thi dinh hudng va dé thi hai phdn tuang (ng

Pat V' = {1, 2, 3, 4} va xay dung d6 thi hai phdn H. Chon cap
ghép 16n nhat W = {(a, 2), (b, 3), (¢, 4), (d, 1)}. Tix d6 xay dung duoc
chu trinh Hamilton cho d6 thi Gla [a, b, ¢, d].

Hé qud 7.3: Néu 46 thi G c6 chu trinh Hamilton thi:

VBcV,IBILSIFB)L.

Chimg minh: Vi chu trinh Hamilton 13 dé thi riéng béc 1. biéu
nguoc lai 12 khong ding vi d6 thi rieng c6 thé gdm nhi€u mang lien
thong r&i nhau. @

Tir He qué ndy, ¢6 thé khing dinh riing: Néu trong d6 thi ¢6 mQt

.tap con B c4c dinh ma ! B | > | F(B) | thi d6 thi nay khong ¢6 chu trinh
Hamilton.

Hé qud 7.4: Gi sit d6 thi ¢6 hudng G ¢6 dudng di Hamilton.

Ky higu: d = max {IBI-—IF(B)I]B;VI.Khidé,sdd e {0,1}.

Chitmg minh: Gia sit 86 thi c6 huéng G c¢6 dudmg di Hamilton
<a,..b>

Néu trong d6 thi G c6 canh (b, @) thi G c6 chu trinh Hamilton va
theo He qua 7.3 thid =0. ‘

Ngugc lai, gia sit d6 thi G khong c6 canh (b, 4). Xét 46 thi G’ xay
dumg tir d6 thi G va thém canh (b, a). Thé thi 46 thi G's€ c6d’ = 0.
Mit khédc, vi ta chi thém mot canh ma khong thém dinh, nén:
d<d +1.Tudésuyrad<1. M

85



Ciing theo He qua 7.3, c6 thé khéng dinh ring: N&u d6 thi nao dé
cé d 22 thi d6 thi &y khong ¢6 dudng di Hamilton.

B& dé 7.1: Gia sir d6 thi G c6 dudmg di don vo huong cuc dai
<ag, ay, ..., a, > N&u r(ay) + r(a,) = g +1 thi d6 thi con G’ tao bdi t4p
dinh {ay, a;, ..., a,} c6 chu trinh v6 huéng Hamilton.

Chimg minh: Ky hiéu r'(a) 12 bac clia dinh a trong G'. Vi dudng
don da cho la cuc dai nén:

ri(ag) = rag), r'(a,) = r(a,).

Hinh 7.10. Cach tim chu trinh Hamilton

Gia slr r(ap) = &, nghia 1a dinh a, ké v6i k dinh trén dudng di 13
Qs dige voes Yy _

— Néu a, k€ v6i a, thi G’ c6 chu trinh v6 huéng Hamilton.

~ Néu nhu a, khong ké véi ay, a;_y, ..., a;_,. D6 12 nhimg
dinh ndm beén trdi clla ddy dinh trong dudng di néi trén. Thé thi:
r(a,) < q —k. Do d6: r(a,) + r(a,) < g, trdi v6i gia thiél. Vay phai c6 it
nhat mot dinh a;_; sao cho a, ké v6i a; va a, ké v6i a;_;. Khi d6 diy
céc dinh [ay, a;, ..., a,, a;_;, ..., ay] }a mot chu trinh v6 huéng cia G'. @

B4 dé 7.2: Gia st d6 thi G lien thong. Néu cdc dinh cia dudmg di
don v6 hudéng dai nhét tao nén mot d6 thi con G’ ¢6 chu trinh vo

huéng Hamilton thi chu trinhk d6 ciing chinh [a chu trinh v6 hudng
Hamiiton ctia d6 thj G.

Chiing minh: Chi cdn ching minh ring, d6 thi con G’ chinh 1a dé
thi G. Gid sit nguge lai, c¢6 dinh a thudc G nhung khong thudc dé thi
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con G'. Vi d6 thi G lién thong nén véi dinh & thudc G’ s€ ¢é dudng di
v6 hudng trong G n6i dinh b véi dinh ala<b = ay, q), ..., a>.

Hinh 7,11, Buting di ndi dinh 2vdl chu trinh

Dinh & thuoc G, cdn dinh a khong thugc G'. Do vay, sé& c6 dinh
a; 12 dinh d4u tién cha duong di khong thude G°.

Xét dudng di sau day trong d6 thi G: Lay chu trinh v6 huéng
Hamilton ciia G’, bd di mot canh ké v6i g, va thém vao canh
(a;.;, a;). Dudng di nay c6 46 dai bing s6 dinh clia G', trong khi dé

dudng di don dai nhat da cho trong G chi c6 d¢ dai 1a s6 dinh cla G
bét di 1. Vay trdi véi gia thiet. B :

Dinh Iy 7.5: Gia st d6 thi Gcé ndinh.

1) Néu Ya, b € V, r(a) + r(b) 2 n - 1 thi G c6 dudng di v6 hudng
Hamilton.

2) Néu Va, b € V, r(a) + r(b) 2 n thi G c6 chu trinh vo hudng
Hamilton.

Chimg minh:

1) Gid sl < xp, ..., x, > 2 dutmg di don vo hudng dai nhét cia G.
Dubng di nay c6 d6 daila q. -

— Né&u g = n— 1 thi d6 12 dudng di Hamilton clia d6 thi G.

—Né'uqén—2th‘1r(x0)+r(xq)2n—1Zq+lvﬁtheoBédé7.1
dé thi con G’ tao bdi tap dinh {x,, ..., x,} ¢6 chu trinh vo hudng
Hamilton. Gia si chu trinh v6 huéng Hamilton d6 1a [y, y;, ..., ¥,]-
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Vi g <»n -2 nen cé it nhat mot dinh y cfia G ndm ngodi chu
trinh trén.

Tir 1) suy ra d6 thi G lién thong. Vay dinh ¥ phéi n6i duge véi
mot dinh y; nao d6 trong chu trinh bing mot dudng di don v6 huéng.

Ta nhan duge dudng di< y, ..., Vi Yimb> w05 Yoo Yo <+os Yjs2r Yju) > €0
d¢ dai lén hon ¢ + 1. Vay mau thudn véi tinh cuc dai coa dudng di
< Xgy oeey Xg >

Do vay g = n~ 1. D6 thi G lu6n c6 dudng di vo huéng Hamilton.

2) Theo 1) thi trong d6 thi G ¢6 dudng di don vo hudng dai nhat
chia tit ca ndinh 1a < y,, y;, ... y,-; >.

Hon nita, r(yp) + r(y,-;) Zn=(n - 1) + 1, nén theo BE dé 7.1 thi

d6 thi con G’ sinh bdi tap dinh (Yor Y1+ s Yu—1} €6 chu trinh v6 hudng
Hamilton, va d6 cting chinh 12 chu trinh Hamilton ciia dé thiG.

Vidy 7.7: Xét d6 thi c6 huéng sau day:

a . c

b d
Hinh 7.12. 98 thi c6 hudng cé chu trinh v8 hudng Hamliton

D¢ thi thod man diéu kién 2) nén né ¢é chu trinh v6 hudéng
Hamilton.

Néu bd canh (c, d) thi diéu kién 1) thod man, con didu kién 2)
khong thod man nita. P4 thi chi ¢6 dudmg di vo huéng Hamilton.

H¢ qud 7.5 (Dirac): Néu Va € V, r(a) > g thi 48 thi G ¢6 chu

trinh v6 hudng Hamilton.
Chimg minh: Suy ra tlt phdn 2) cba Dinh 1y 7.5. W
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Mot s6 nhdn xét:

1.
2.

7.1.

7.2.

7.3.

- 7.4,

7.5.

D6 thi c6 dinh c¢6 bac < 1 thi khong c6 chu trinh Hamilton.

D6 thi c6 cdc dinh déu c6 bic = 2, néu c6 dinh ndo c6 bac
bing 2 thi moi chu trinh Hamilton (n€u cé) phai di qua hai
canh ké véi dinh nay.

Néu trong d6 thi c6 dinh c6 ba dinh bac 2 ké véi n6 thi d6 thi
khéng cé chu trinh Hamilton.

Néu dinh a ¢6 hai dinh ké bac 2 12 b va ¢ thi mei canh (a, x),
x &b, ¢} s& khong thudc bat k¥ chu trinh Hamilton nao.

- P4 thi c6 dudng di vo huéng < ay, a,, ..., @, >. V6éichisGk < n
va céc dinh trén dudng di (trilt a; va a;) déu c6 bac 2 thi canh
(a;, a;) s& khong thudc bat ky chu trinh Hamilton nao.

D4 thi hai phin G = (V|, Vo, F) v6i 1 V1 # | V, | s€ khong ¢6
mot chu trinh Hamilton nao.

BAI TAP
Tim d6 thi cé dudng di Euler nhung khong cé dutmg di
Hamilton va ngugc lai.
Tim d6 thi ¢6 chu trinh Euler nhung khong ¢é chu trinh
Hamilton va nguoc lai.
Tim d6 thi cé ca chu trinh Euler va chu trinh Hamilton.
Tim 46 thi khong ¢6 chu trinh Euler 1n chu trinh Hamilton.
Cho 46 thi sau:

Hinh 7.13. D6 thj diy tam glac
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7.6.

7.7,

90

Véi g 1a s6 nguyén 1é, hdi d6 thi ndy ¢6 bao nhiéu chu trinh
Euler?

Khu tri€n 1am Khoa hoc Cong nghé ¢6 c4c phong trién 1am hinh

tam gidc déu nhu Hinh 7.14. Hai phdng trién lam chung canh thi
cé clra thong nhau.’

Mot khédch tham quan mu6n di xem tdt ca cdc phong trién 1am.
Liéu anh ta c6 thé di qua t4t ca cdc phong, mdi phong ding mét
14n dugce hay khéng?

Hinh 7,14, Khu trlén 13m

D6 thi dudng (line graph) L(G) cha d6 thi G 1a d6 thi c6 tap dinh
1a tap cdc canh cla G va c6 canh néi hai dinh ¢,, e, trong L(G)
n€u va chi néu canh e; = (x, y) va canh e, = (y, z) trong dé thi G.
Chimg minh ring:

a) G ¢6 chu trinh Euler khi vd chi khi L(G) ¢6 chu trinh
Hamilton.

b) Néu G c6 chu trinh Euler thi L(G) ciing c6 chu trinh Euler.
Tim mot phéan vi du ching t6 diéu nguoe lai khong diing.



Chuong 8
BAI TOAN DUONG DI NGAN NHAT

Truéc mbi chuyén xuét hanh, ching ta thudng phai suy nghi va
chon ra cho minh mo6t hanh trinh "tiét ki¢ém" nh4t theo nghia t6n it
thoi gian, t6n it nhién lieu hoic 16n ft tién nhat... Ly thuy€t DO thi s&
gitip chuing ta tim ra giai phdp dé6.

8.1. BAl TOAN DUGNG DI NGAN NHAT
Bai todn: Cho d6 thi G = (V, E) va hai dinh a, b. Tim dudng di
ngin nhét (néu c6) di tir dinh @ dén dinh b trong 46 thi G.

Y nghia thyc t&: Bai todn niy gitp ching ta chon céc hanh trinh
ti€t kiem nhit (quang dudng, thoi gian, chi phi...) rong giao thong,
iap lich thi cong cdc cong trinh mot cdch t6i wu, xir 1y trong truyén
tin... '

Thuat todn duyét d8 thi theo chiéu rong da cho 1di giai cla bai
todn ndy. Song c6 thém thudt todn sau:

Thudt todn 8.1:

1. Lan lugt gdn nhin cho cic dinh cia d6 thi, mdi dinh khong qué
mot 14n, nhu sau: :

— Pinh a dugc gn nhin 13 56 0.
— Nhimg dinh ké véi dinh a duge gin s6 1.
— Nhitng dinh ké véi dinh da dugc gén nhén s6 1, duge gan s6 2.

........................................

- Twong tu, nhimg dinh ké vdi dinh di dugc gén s6 ¢ duge gan
nhinla s i+ 1.

........................................
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Thye hién cho dén khi gén duge nhan cho dinh b hoac khong gén
nhan dugc nita.

2. Néu dinh & duge gdn nhan nao d6 1 & thi ket luan c6 dudng di
ngin nhit tx dinh a t6i dinh b véi do dai &, ngugc lai thi tra 18 1a
khong cé.

3. Khoi phuc duong di: Néu & bude 2 chi ra b duge gdn nhan k
nao d6 thi ta di ngugc lai theo quy tic sau: Néu dinh y dugc g4n nhin
J v6ij 2 1 thi s& c6 dinh x dugc gin nhan j — 1 sao cho ¢6 canh di tr x
t6i y. Di nguoge lai cho dén khi gap dinh 4, ta nhan duge dudng di
ngén nhat cin tim.

Vi du 8.1 (Bdi todn con s6i, con dé va cdi bdp cdi):

Mot con s6i, mot con dé va mot cdi bip cdi dang & bdy song,
Ngudi 14i do phai dua ching sang song. Nhung thuyén qué bé nén
médi chuyén chi chd dugc mot "hanh khich" thoi. Vi nhitng ly do ma
ai cling bi€t, khong thé bd mac s6i v6i dé hoic de véi bdp cdi ma
khong c6 ngudi trong. Vay ngudi 14i o phéi xir trf the ndo ma vin
dua duge s6i, d¢ va bip cdi sang bén kia song.

Xay dung d6 thi v huéng vdéi cdc dinh thé hién cdc hanh khéch
con lai beén phia xust phat tai méi thoi di€m khéc nhau. Canh n6i hai
dinh thé hi¢én mot chuyén dd qua song.

LSDB - LSD LDB LSB LD
a

SB D 'S B @
Hinh 8.1. Hanh trinh qua sdng cda s6l, dé va bép cai

Bai todn dua vé viéc tim dudmg di ngén nh4t 1 dinh ¢ d&n dinh b
trén d6 thi. Dudng di nhw th€ duge chi ra bdi céc mii tén & Hinh 8.1,

92



8.2. BAI TOAN DUGNG D1 CO TRONG 5O BE NHAT

Véi bai todn dudmg di téng qudt, xét cdc d6 thi cé trong s6 duge
dinh nghia nhw sau:

Binh nghia 8.1

Pé thi G duge goi 12 d6 thi ¢6 trong s6 néu trén mdi canh (/, )
ctia 44 thi duoc gan mot s6 nguyén khong am (i, ).

Nhin c(i, /) trén canh (7, j) ctia d6 thi thudmg biéu di&n "chi phi”
thuc t& dé di qua canh nay.

Ta thudng k¥ hiéu d6 thi cé trong s6 1a (G, ¢).

Po dai cia dudng di trong dé thi ¢ trong s6 bing téng cdc trong
s¢ cla cdac canh trén dudmg di do.

Bai todn: Cho dé thi ¢6 trong s6 (G, ¢) va hai dinh q, b thudc G.
Hiy tim dudng di 6 trong s bé nhat (n€u c6) di tir dinh a dén dinh b.

D6 dai dudng di ngdn nhat t dinh a dén dinh b con duge goi la
khodng cdch t dinh a dén dinh & trong d6 thi. N&u khong cé dudmg
.di tir @ dén b thi dat khoang cich bang co.

8.3. THUAT TOAN DIJKSTRA TiM DUONG DI NGAN NHAT

Nam 1959, E. W. Dijkstra dwa ra mot thuét todn rit hiéu qué dé
giai bai todn dudng di ngén nhit.

Thu4t todn thuc hién viéc gdn va gidm gié tri ciia nhan /(i) tai mbi
dinh { ctia d6 thi G nhu sau:

Thudt todn 8.2 (Tim dudng di ngin nhat):

1. Véi dinh xudt phat 2, gdn nhan i(a) := 0.

2. Néu c6 canh (i, j) ma dinh i dd dugc gan nhin va dinh j chua

duge gan nhin hoic dinh j 33 duge gdn nhin nhung
KG) + ¢, j) < () thi gidm nhan 1) 2= ) + i, ).

3. Lap lai buéc 2 cho dén khi khong gén hoic gidm nhén
dugc nita.
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Dinh ly 8.1: Tai méi dinh & gid tri nhidn /(b) cudi ciing (néu cé)
chinh 14 d¢ dai clia dudng di ngin nh4t tir dinh ¢ d&n dinh 5.

Chimg minh: Sau khi da thyc hién xong thuat todn trén, néu gid
tri nhan /(b) xdc dinh thi ta ¢6 dudmg di tir dinh @ t6i dinh b.

Khoi phuc dudng di tir a dén b nhu sau:

Xu4t phét tir dinh b, tim canh c¢6 dinh cu6i 1 b va dinh ddu 12/
sao cho:

I(0) + (i, b) = I(b).
Dinh / nhu thé€ chic chén phai t6n tai vi xdy ra ding thitc & l4n

gan hodc giam gid tri nhdn X(b) cudi cing. Ct tiép tuc nhu th€ cho dén
khi giip dinh a.

Gia sir ta nhan duge diy cdc canh:
(a,ap), (a;, ay), ..., {ay-;, b)
ma trén d6: la) +c(a,a;) =1IKa,)
l(a;) + cla;, a;) = Kas)
fa._;) + clag—;, b) = I(b).
Cong tirng v€ va khir cdc gid tri chung & ci hai vé& ta cé:
c(a, a;) + clay, ay) +... + c(ag;, b) = Ib).
Vay gid tri nhan /(b) chinh 12 d¢ dai dudmg di néi trén.

Bat ky dudmg di ndo khdc tir dinh a dén dinh b ciing ¢6 cic he
thitc twong tw nhung ¢6 dau 2.

Vay nhan i(b) 14 46 dai cia dudmg di ngén nhat. W
Vi du 8.2: Xét d6 thj ¢6 trong s6 cho trong Hinh 8.2.
Do dai dudng di ngén nhat tir dinh @ 3&n dinh 4 13 5.
‘ D& don gian viée tinh toén, x4y dung ma tran trong s6 C nhu sau:
cfi,j) ,n€u(i,pek
Cli,j] =1 ,néu(f,) e E
0 ,N€B i = j,
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Hinh 8.2, B8 thi cé trong 86

Khi d6, thuat toan Dijkstra duge trinh bay chi ti€t hon nhu sau:

procedure DIJKSTRA({(a} ;
begin
for 7 e V do
begin
7/ :=CCa, j i Truocl jl := a
end ;
T := VN {a :
while 7 # & do
begin _
chon dinh ieT ma U 1) =min{1 7] |7 €T }:
T = T\ {3} > '
for F € T do
if A > Uil + i, Fl then
begin
Ll 71 := W i + cl 2, J1 ;
Truoc[ jl := I ;
end ;
end ;
end ;

Bién mang Truoc dung dé khoi phuc dudmg di.

95



8.4. DUONG ! TREN DO TH] PHI CHU TRINH

Sir dung Thuat todn 4.1 (Chuong 4) dé danh s6 cac dinh trén dé
thi dinh huéng phi chu trinh, xay dyng dugc thuat todn ngin gon hon
dé tim khoang cach tix dinh nguén t6i 14t c4 cdc dinh trong mot d6 thi
phi chu trinh. |

Thudt todn 8.3:

Dit liéu: Biéu dién mang DK_V céc danh sich ké cfia dé thi dinh
hu6ng phi chu trinh G = (V, E) v6i tap dinh V = {v,, v,, ..., v,} da
duge dénh s6 ma danh sdch DK_V{v;] chita c4c dinh nhan v; 1a dinh
ké va ma tran trong s6 C cia dé thi G.

Két qud: Mang D céc s6 nguyén véi D[v;] chia khoang cich
d(vy,v),i=2,3,...,n

1 Begin

2 v, = 0 ;

3 for 7 :=2tondoD[Vj] 1= 0 ;
4 for 7 := 2 to n do '

5

for v; € DK V[ vj] do M Vj] 2= min(lf v,
Dl vl + Cl vy, vl
& End.

Tinh ding dén cha thut todn suy tir chi tiét sau day: T4t ca cdc
dinh trung gian trén dudng di ngén nht tix v 1 191 v; c6 chi s6 nhé hon j.
MBai canh (v;, v)) dugc xét trong dong 1énh 5 déing mot 14n, do vay d6
phifc tap ctia thuat todn 1a O(m).

Ciing c6 thé ap dung thuat todn trén d€ tim dudng di dai nhat uy

dinh nguén t6i cdc dinh khéc cha d6 thi, hoic tim dudng di dai nhat
trén dé thi dinh hudng phi chu trinh ¢6 trong s8.

Vi du 8.3: Tim dudng di dai nhat trén d6 thi dinh huéng phi chu
trinh ¢6 trong s& dudi day:
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Hinh 8.3, Budng di dai nhat trén d8 thi phi chu trinh c6 trong s&

8.5. PUONG DI NGAN NHAT GIUA TAT CA CAC CAP DINH

Bai todn: Cho d6 thi ¢6 trong s8 (G, ). Hay tim dudng di ngén
nhét giita t4t ca cdc cap dinh.

Bai todn nay thudng gap trong viéc xay dung bang khodng cich
giita cdc thanh phé, bang gid cudc van chuyén giita cic nha ga...

Bai todn nay c6 thé gidi quyét bang cdch sir dung thudt todn
Dijkstra v6i méi dinh clia d6 thi 1dn lugt 1a cdc dinh xuat phat
Tuy nhién, cé thé gidi quyét tryc ti€p bai todn nhe thuat todn Floyd
nhu sau: '

Sir dung ma tran D,  ,, € tinh d¢ dai dudng di ngén nhat giita 14t
ca cac cap dinh.

1. Bitddu gan D :=C — ma tran trong s6.

2. Thuc hién » lan 13p trén D. Sau bude lap thit k, D[i, j] chita do
dai dudmg di ngén nhdt tlr dinh 7 dé€n dinh j ma chi di qua céc
dinh ¢6 chi s6 khong vugt qua k. Vay trong budc lap thit 4 ta
thirc hién theo cong thitc sau:

DY, j) = min (DL, 1, D*V, k) + D Vlk, 1),

voik=1,2, .. 1
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Vidu 8.4: Gia sir ta c6 ban d6é giao thong sau:

8

4
Hinh 8.4, B3n d6 giao théng

Cac két qua tinh todn:

0O 8 4 0 8 4 0 4 C 6 4
3 0 o 3 0 7 3 0 3 0 7
o 2 0 o 2 0 S 2 52 0

o ~] N ot B WD —

Thudt todn 8.4 (Filoyd):
Dit li¢u: Ma tran trong s6 C cia d8 thi.
Két qud: Ma tran D cho bi¢t khodng cdch clia tt ¢4 cdc cap dinh.

BEGIN
for i:=1to ndo
for j:=1tondo
begin D[ j] :=C[i j]; TRUOC]; ] :=0end;
for k:=1to ndo
for i:=1tondo
for j:=1tondo
if DIii k] + D[4 j] <DI[i, j] then

w0
o



9 begin

10 D[ j] :=D[ k] + DIk j]:
11 TRUOCIS j] 1=k

12 end ;

13 END.

Néu TRUOCT, j} = 0 thi dudng di ngdn nhat tir dinh { dén dinh j
chinh 1a canh (i, j).

Pé in ra cdc dinh trung gian trén dudng di ngén nhét tr dinh i dén
dinh j ding thi tuc d¢ quy sau:
1 procedure Duong di(i, Jj) ;
2 begin
3 k 1= TRUOC[ i, 7
4 if £ = 0 then Exit ;
5 Duong di(z, k) :
6 write (k)
7 Duong_di (k, 7) i
8 end :;

Chéng han, ma tran TRUOC ctia vi dy trén la:

0 3 O
0 O |
2 0 0

Pé xdc dinh dudng di ngin nhat tr dinh 1 dén dinh 2, l8y
k = TRUOC[1, 2] = 3. Vay dudng di ngin nhét la: < 1, 3,2 >.

8.6. TAM CcUA PO TH]

Gia st G = (V, E) 12 moét d6 thi cé wong s& khéong am trén
c4c canh.

Ky hiéu d(x, y) 1a khoang cdch giita dinh x va dinh y trong do6
thi G.
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Dai lugng d(a) = max { d(x, a)l x € V } duoc goi 1a do léch cha
dinh a trong dé thi G.

Céac khdi niém bén kinh, tam va dudng kinh clia mot 46 thi duoc
dinh nghia nhu sau:

Binh nghia 8.2:
1. Bdn kinh R ctia d6 thi G 1a d6 léch bé nhat trén cic dinh:
R=min{d@) | acV).
2. Tdm chia 46 thi G 1a dinh a ¢6 do 1éch bé nhat:
‘Vx eV, da) Sd(x)..

3. Puong kinh cla d6 thj 12 khodng cdch dai nhat gitta cdc cap
dinh trong 446 thi:

d = max { d(x, y} | x,yeV},
Vidu 8.5: Cho d6 thi G nhur sau:

Pinh B¢ lech
a oo
b 6
< 8 '
d 5 - bén kinh
e 7

Hinh 8.5, B3 thj cb trong s

Vay tam cla d6 thi 1a dinh 4.

Y nghia cha tam d6 thi: Ding dé x4c dinh thi d6 ciia mot nuée,
nit giao théng quan trong trong mot thanh phé, vi. tri dat may chi
trong mot mang may tinh...
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Thudt todn 8.5 (Tim tam ciia d6 thi):

1) Dung thuat toin Floyd dé tinh ma tran D c4c khodng céch cia
cac cap dinh. :

2) Tim gi4 tri 16n nhat trén mdi cot, cho ta do léch coa dinh.
tuong ing.

3) Tim dinh v6i do lech bé nhdt, d6 chinh 14 tam cua 44 thi.
Ma tran khoang céch D clia Vidu 8.5 la:

a b ¢ d e

0 1 3 5 7

o0 0 2 4 6

o0 3 0 2 4 Tam: d

o 1 3 0 7 Béan kinh: 5

00 6 8 5 O budng kinh: «©
© 6 8 5 7 |
® 6 8 5 7

 Néu_ v@ mot vong tron ¢b tam va ban kinh nhu dinh nghia thi tat
¢4 cic dinh cia d6 thj s€ ndm trong vOng tron nay.

BAI TAP

8.1. Xay dung d6 thi c6 huéng bi€u dién mang ludi giao thong xe
buyt & Ha Noi, véi cdc dinh 1a cdc diém d8 xe buyt, hai dinh
dugc ndi véi nhau bing mot canth néu c6 xe buyt di tir dinh nay
t6i dinh kia. Tim dudng di ngén nhét (duong di ¢6 s6 cank it
rhdt) tit nha t6i trudng. '

8.2. Chimg minh ring, thuit toén duyét 6 thi theo chiéu rong gitp
giai duge bai todn dudmg di ngén nhét, cdn thult todn duyét theo
chiéu sau thi khong.

101



Chuong 9

MANG VAN TAI
W

Khi diéu hanh mot hé théng van tai, bao gid chiing ta cing mong
mudn tim ra mot phuong 4n van chuyén duge nhidu hang hod nhét.
Churong nay s&€ mo hinh hod todn hoc he théng van tai va xay dung
thudt todn hiru hi¢u chi ra phuong 4n t6i wu 4y.

9.1. BAI TOAN LUONG LON NHAT

Bai todn lu6ng 16n nhét 1a mot trong nhitng bai todn t6i wu cia Ly
thuyé€t D6 thi, duge dé€ xuat vao ddu nhing nam 1950 va tr& nén ndi
ti€ng véi thuat todn Ford — Fulkerson.

9.1.1. Mang vén 1di

Dinh nghia 9.1: Mang vén tdi 12 mot dé thi c6 huéng G = (V, E)
khong c¢6 dinh nit, trong d6:

1) C6 duy nhit mot dinh x, khéng c6 canh di vao, F'(x)) = &
(dinh phdr);

2) C6 duy nhét moét dinh z khong c6 canh di ra, F(z) = & (dink
thu);

3) M6i canh e duge gdn mot s6 nguyén khong am c(e) va goi la
khd ndng théng qua clia canh.
9.1.2. Ludng qua mang
V&i mét mang G = (V, E), ky hiéu:
W (x)={(a,x)eE|aeV} -déI1atap cic canh di vio dinh x.
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W) ={ (x, b) € E | b e V} - dé6 1aiap céc canh di ra khoi
dinh x. ' '

Dinh nghia 9.2:

Ham ¢ : E > N dugce goi 1a mot ludng di ciua mang (G, ¢) néu:

a)VeeE: tfe) <cfe) — lubng trén mdi canh khong dugc vugt
qué kha nang thong qua cia canh do.

b) V x #x,vaz: (W (x)) = H(W'(x)) - ludng trén cac dinh phai

can bing.
Véi tap B < V, ky hig¢u:
W_(B)I-: {(a,b)e E| aegB be B} - tapcanh tirngodi Bdi
vao B;
W'®B)={(a,b)cE|aeBbgB} —tapcanhtiBdirakhdiB.

WiB) +
- w(B)

Hink 9.1, Tip canh vao va ra clia mét 3p dinh
Hién nhién, n€u tap con céc dinh B khong chia x, va z thi:

(W (B)) = KW'(B)).
That vay, theo tinh chét b) clia luéng:

S W () = ) KW ().

eft el
Trong s6 cdc canb ké véi dinh x, néu cé dinh ddu va dinh cudi
déu nim trong tap B thi nd s& c6 mat & ca hai v& clia déng thifc ding
mot 14n, do d6 c6 thé gidn uéc. Sau khi gidn ude, téng & v€& tréi
chi cdn lai cic canh ma dinh déu & ngoai B, dinh cudi & wong B, tic la
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tap W(B). Tuong ty, 1éng & vé& phéi chi con lai cic canh m2 dinh ddu
& trong B, dinh cudi ngoai B, titc 1a tap W7(B).

AN

Hinh 9.2. Céc canh ké véi mét tap dinh
Tir nhan xét trén, n&u 18y B =V \ {x,, z} thi:
— khi G khong c6 canh (x,, z) ta c6:
W (xp) =W7(B),
W(z) =W'(B),
~va khi G ¢6 canh (xp, z) thi:
W' (xp) = W (B) L (xy, 2)
Wiz =W'B)u (x), 2)
Suy ra: W (xg)) = (W (2)).
Ky hiéu: 1z = {W*(xp)) (cong them Hxy, z}, n€u cd) va goi 1a gid
tri cua ludng qua mang G.
9.1.3. Bai todn luéng 16n nhét

Bai todn: Cho mang van tai (G, ¢). Hay tim luéng 7 qua mang sao
cho 1z dat gid tri 16n nhat.

Dé gi&i quyét bai todn nay, diing thuat todn Ford — Fulkerson.

9.1.4. Thut todin Ford - Fulkerson fim ludng 16n nhét

Diénh s6 dinh ctia mang 13: 0, 1, ..., » sao cho dinh 0 I X, va dinh
nlaz.
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Thudt todn 9.1 (Tim ludng 16n nhét):

Ban ddu cho ludng 7 = O trén céc canh.

Budc 1: Ddnh ddu cdc dinh ciia mang.

L4n lugt ddnh ddu cho cdc dinh ciia mang nhu sau:
1) Pinh x, duge ddnh d4u bang sd 0.

2) Néu dinh x di duge danh ddu, c6 canh (x, y) véi dinh cudi y
chua dugc ddnh ddu va 1(x, y} < c(x, y) thi d4nh d4u cho dinh
yla +x. '

3) Néu dinh y da duge ddnh diu, ¢6 canh (x, y) véi dinh ddu x
chua duge ddnh ddu va #(x, y) > 0 thi ddnh ddu dinh x 14 —y.
4) Néu dinh thu z duge ddnh ddu 12 +k v6i & ndo d6 thi c6 nghia
13 c6 mot dudmg di vo hitdng tir x, dén z ¢6 dang
< Xgs £15dgy s Ky 22,

tren dé m&i dinh da dugc danh dfu +/ hosc —f. Cu thé la:

dixy) =0
d(fz) =* i;
d(z) = +k
0 +0 - +ip i +k
t=0 t<c

Hinh 9.3. Mét duting di vd hudng tir dinh phét dén dinh thu

Viéc dénh d#u cic dinh s& gitp khoi phuc dudng di khi 42 dén
dinh z.

Budc 2: Ndng gid tri cda ludng.

Xay dung luéng mdi " nhu sau:
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1) Néu canh e khong thuoc dudmg di trén thi luéng gitr nguyén,
t'(e) := Ke).

2) Ne€u canh e thudc didmg di nay va cling chiéu véi chiéu tir Xy
161 z, khi d6 trén canh ndy #e) < cfe), thi ta dat:

. t(e):=te)+1.

3) Néu canh e thuoc dudng di nay va nguge chiéu véi chidu tir Xy
iGi z, khi d6 trén canh nay 1) > 0, thi ta dau

t{e) :=t{e) — 1.

Dé thdy ring, +' vin 1a mot lubng va: 1z = 1z + 1, nghia 1a ta da
nang luéng thém 1.

Lap lai hai buc trén, chimg nao cdn c6 thé dé cai tién ludng 1.

Ta s& ching minh rang, khi thuat todn két thic thi luéng cu6i
cing s€ 1a ludng 16n nhat qua mang. Trudc hét ta co:

B6 dé 9.1: Néu 1 1a mot lubng qua mang thi:
tz Smin { (W (B)) | B chifa z khong chita x,} .

Chimg minh: Gid sit B 12 mot tap dinh chia z nhung khong
chua x,. Xét ludng ¢:

bat: B) = B\ {z}, th€ thl B=B, U {z}. Vitap B, khong chia x, va
z nén theo nhan xét & trén, ta cd;

KW (B))) = (W' (B))).
W B ={@becElagB. becB) =W (B)UW,
rongds:  W,={((az)eE|aeB]}. .
Hai tap W (B,) va W, roi nhau, nén:
HW(B)) = W (B)) + {W,).
Vay thi:
W (B)) =W (B)) ~ (W) (1)
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W (B,) | W™(B)

—e/ ¥

Hinh 9.4, Cac tp canh vao va ra cla B,
Mat khdc,

W'B)={(a,b)cE|l aeB.beB)=WB)\W,
trong dé:

W,={(a,2) e Ela e By}
Vi W, W'(B,) cho nén:

W' (B)) = (W'(B))) — {{W,).
The thi

HW*(B))) = (W' (B)) + (W) (2)
Tir (1) va (2) suy ra:

W (B)) — (W) = (W' (B)) + {W>).
VIW,nW,=3vaW, uW,=W(z)nén
HW(B)) — (W' (B)) = (W) + t(W,) = 1z.
Vay véi £ 1a mot ludng nao 46 thi:
| 1z = (W (B)) ~ (W*(B))
véi moi tap B chita z va khong chida x,.
Do dé:
1z < W (B)) £ c(W (B)).
B4 dé duge chimg minh. W
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Tap canh W(B) dugc goi 13 mot thist dién coa mang. Theo B3
dé 9.1 thi gid tri cia moi ludng qua mang khong vuot qué kha nang
thong qua ctia moi thiét dién clia mang.

Ta tr& lai chimg minh tinh 16n nhét ciia luéng khi thuat todn dimg.

Bink ly 9.I: Khi thuat todn Ford — Fulkerson dimg thi ludng
cudi cing nhan dugce sé& la ludng 16n nhat véi gid tri cla luéng qua
mang la:

tz =min {c(W (B)) | B chita z va khong chita x,}.

Chitng minh: Khi thuat todn dimg, c6 nghia 1a khong dédnh dau
duge dén dinh z.

Ky hi¢u B la tap cic dinh khong duge danh d4u.

Tap B khong chifa dinh x, vi ta luén ddnh dfu tir x,, 1ap B chia
dinh z. Theo B dé 9.1 thi:

1z = {W (B)) — (WH(B)).
— Néu canh (a4, b) € W(B) thi @ dugc dinh d4u (vi @ ndm
ngodi B) va b khong duge ddnh ddu (b thuc B). Difu dé cé nghia la:
H(a, b)) =c((a, b)).

— Néu canh (a, b) € W'(B) thi b duoc ddnh ddu (Vi b nim
ngodi B) va a khong dwoc dénh dau (a thudc B). Do vy, «((a, b)) = 0.
Vay thi

1z=c(W(B)) - 0=c(W (B)>min c(W (B)) 2 1z. l
Tap canh W (B) duoc goi 12 thiét dién hep nhdt clia mang,.
Vidu 9.1: Xét mang van tai cho'trong Hinh 9.5,

Ludng hién thai 13 £z = 23, ta s& nang ludéng nay lén. Panh d4u
cdc dinh cha mang, nhan dugc dudng di vo huéng nhwe Hinh 9.6.
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Hinh 9.5. Mang van tal v mdt ludng trén mang

: 67'+023+432}6\23+367+?
O O R O O G

Hinh 9.6. Nang ludng hién thdi

Tién hanh viec nang ludng trén dudng di, nhan duge ludng méi cé
gid tri £z’ = 24. Ti€p tuc nang luéng s& nhan duge ludng 16n nhat cia
mang van tai nay la 26.

9.2. MOT 56 UNG DYNG CUA BAI TOAN LUONG LEN NHAT

Bai todn ludng 16n nhit c6 rit nhiéu ung dung trong viéc giai
quyét cdc bai todn khdc nhau cta Ly thuy&t D thi.

9.2.1. Bdi toan luéng nho nhdét

Nguge lai v6i bai todn ludng 16n nhét, ching ta xét bai toan
sau day:

Bai todn: Cho mang (G, ¢). Tim luéng ¢ qua mang c6 gid tri #z
nhd nhit va thod man diéu kién a') thay cho diéu kién a) (Dinh nghia 9.2)
nhu sau: '

aYVe e E, t{e) 2 c(e).
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Thudt todn 9.2 (Tim luéng bé nh4t):

Dung phuong phdp cai ti€n luéng giéng nhur phwong phép giai bai
todn ludng 16n nhat.

Xudt phét tir mot ludng ¢ ndo d6 thod mén diéu kién c), ta ding
phuong phdp sau day dé gidm gi4 tri cla luéng 1.

Buéc 1: Bdnh ddu cdc dinh
1) Pdu tién ddnh d4u cho dinh thu z s6 0.

2) Neéu dinh y d3 duogc d4nh ddu, c6 canh (x, y) v6i dinh ddu chua

dugc danh ddu va #((x, ¥)) > c((x, y)) thi ddnh dau cho dinh x
1a +y. : '

3) Néu dinh x da dugce ddanh dau, cé canh (x, y) thi ddnh d4u cho
dinh y 1a —x.
V6i cich dénh ddu nay ma di t6i duge dinh phat x, thi da tim
dugc mot dudmg di vo huéng tir 7 tdi x, duge danh dau.
Budc 2: Gidm ludng
Bay git ¢6 thé gidm luéng di | bing cich chon lubng méi ¢’
nhu sau:
1) Neéu canh e khong thudc dudng di trén thi git nguyén ludng,
nghia la:
t'(e):=te).
2) Néu canh e thuge dudng di nay va cling chiéu véi chiéu tir x,
tGi z thi dat r'(e) := 1(e) — 1 (Vi trén canh 46 (e) > c(e)), con
néu canh e ngugc chiu thi dat: r'(e) :==t(e) + 1.
3) Lap lai qué trinh gidm Iuéng trén cho dén khi khong ddnh
dau dugc t6i dinh phét x). Khi d6 luéng nhan duge ¢6 gia tri
nho nhat.
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Vidu 9.2: Xét mang vin tai sau:

Hinh 9.7. Mang vin tai va ludng da gidm

Ludng cii ¢6 gid tri 12 7z = 19, Ludng mdi sau khi cai ti€n cé gia
tri 1a £z" = 18 va la luéng nho nhét.

9.2.2. Bdi todn ludng trén mang cé nhiéu dinh phat va
dinh thu

Gia sit (G, ¢) 1a mét mang van tai v6i n dinh phat: py, p;, ..., p, V&
m dinh thu: ¢,, g5, ..., 4,

Bai toan tim luéng 16n nhAt tir nhi€u dinh phét t6i nhiéu dinh thu
c6 thé dwa vé bai todn ludng 1én nhat tr mot dinh phét téi mot dinh
thu bing cdch thém vao mot dinh phdt gid X,, mot dinh thu gid Z, cdc
canh néi X, v6i tét ca cdc dinh ph4t va cdc canh n6i tat cé cdc dinh thu
véi Z.

Dinh phat gia Binh thu gia

Hinh 9.5. Mang vén tai cé nhidu dinh.phdt va nhiéu dinh thu
Kha ning thong qua ciia cdc canh mdi nhu sau:
— Néu luong phat clia dinh p, bi han ch€ bai /; thi dat (X, p) = 1,
cdn néu khong bi han ché thi dit bing . |
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— Tuwong ty nhu thé, gidi han cla hrong thu cha dinh 7; & la kha
nang théng qua cua canh (¢, 7).

' 9.2.3. B&i toén fim c&p ghép 16n nhét cGa dé thi hai phédn

Bai todn ndy la mot dang dic biét clia baj todn mang vdi nhiéu
dinh phat va nhiéu dinh thu. Pua bai todn nay vé bai toan luéng 16n
nhat qua mang, '

Gia str d6 thi G = (V|, V,,, F) 12 d6 thi hai phdn. Xay dung mang
van tai nhu sau: :

Céc dinh clia mang 1a cdc dinh cla d8 thi G va thém vao dinh
phat x, va dinh thu z. Mang s& gém t4t ca cdc canh clia G c6 huéng tir
V, sang V,. Ngoai ra cdn n6i x, vdi t4t ca cdc dinh trong V| va néi t4t ca
cdc dinh trong V,, v6i z. Trén moi canh ¢ clia mang déu dat c(e) = 1.

Khi d6 méi ludng  qua mang s& ting v&i moét cip ghép W cha G ma:

eeW < te)=1.

Nguoc lai, méi cap ghép W s& tng v6i mot lubng 1 qua mang clia G
cing theo quy tic trén. Vay # dat gid trj 16n nhat khi W ¢6 nhiéu
canh rthat.

Vi du 9.3: Tix d6 thi hai phadn c6 tap dinh {a. b, ¢, d, e, f, g, h, i, k},
x4y dung mang van tai nhir sau: '

Hinh 9.9. Mang vin tai trén d8 thj hai phén
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9.2.4. B&i todn van tai vdi khd néng théng qua cua
céc canh vé cée dinh

Gia st trong d6 thi G, ngoai kha nang thong qua clia cic canh thi
v&i mbi dinh x € V con ¢6 kha nang thong qua cia dinh 1a d(x) va doi
héi téng ludng di vao dinh x khéng duge vuot qua d(x), nghia la:

HW () < d(x).

Hay tim luéng 1én nhét giita x; va z trong mang nay.

Dé dua bai todn ndy vé bai todn ludng 16n nhit, x4y dung mang
G’ sao cho: M&i dinh x trong G tuong ting v&i hai dinh x- va x” trong
G, canh (-, x*) thuoe G’ va c((x-, x*)) = d(x). Mdi canh (x, y) rong G
ting véi canh (x*, y) trong G'.

Vidu 9.4: Xét mang van tai sau:

Hinh 9.10. Mang van tai vél kha nang théng qua canh va dinh
Xay dung mang (G', ¢) nhar sau:

Hinh 8,17, Mang van tai tugng g
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Do luéng di vao dinh x phai di qua canh (x-, x*) v4i kha nang
théng qua d(x), nén ludng 16n nhét trong G’ s& bing lubng 16n nhat
trong G va thoa mén céc diéu kién vé kha nang thong qua cua cdc
canh va céc dinh. '

BAI TAP
9.1. Cho mét mang van tai va tim ludng 16n nhét di qua mang nay.
9.2. Cho mot mang van tdi véi nhiéu dinh ph4t va dinh thu, r6i tim
ludng 16n nhat di qua mang ndy.
9.3. Cho mot d6 thi hai phdn v6i cdc dinh bén tréi chi céc nhan vién,
cdc dinh bén phai chi cdc cong viec. Hiy 4p dung thuat todn tim

ludng 1én nhat d€ phan cong cong vieéc cho nhan vién (mdi nhan
vién ddm duong hai cong viéc).
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Chuong 10
DO THI PHANG

10.1. BAI TOAN BA BIET THY VA BA NHA MAY

Trong mot thi trAn c¢6 ba biét thy va ba nha mdy cung cap: dién,
nude va kKhi dot. Méi biét thy déu mudn méc dudng cdp dien ngim,
dudmg &ng cip nudc, dudng ong cap khi d6t riéng tir ba nha may dén
nha minh ma khong gap dudng &ng cla cdc biét thy khdc. Hoi ring,
cé 1am duge nhitng dudng di nhir the hay khong?

1A B c

Hinh 10.1, Ba biét thu va ba nha may
Dé giai quyét bai todn trén, sit dung kh4i niém d6 thi phing.

10.2. pS TH| PHANG

Dink nghia 10.1: Da d6 thi vé huéng G dugc goi 14 dd thi phing
néu ¢6 thé bidu dién né trén mat phing sao cho khong ¢6 hai canh nao
cét nhau, trir tai dinh.

Vi du, tir mot ban d6 dia 1y thé gi6i, xay dung mot d6 thi véi méi
nude 12 mot dinh, hai dinh duoc n6i vdi nhau bing mot canh néu hai
nudc tuong ng c6 chung dudmg bién gidi. D4 thi nhan duge 1a mot d6
thi phéng.
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Gia sl G 1a mot d6 thi phing dugc biéu dién trén mat phéng.

Dién hitu han cha mot d6 thi phang 12 mot mién kin cha mat
phéng, duoc gidi han bing cic canh cia d6 thi, sao cho c6 thé néi hai
di€m bat ky thudc dién nay bing mot nét lién ma khOng gip mot canh
nao & bén trong.

D6 thi con ¢6 mot dién vé han, 46 1a phin bl trén mat phing cla
hop cdc dién hitu han,

Ky hi¢u / 1a s§ dien hitu han ctia mot d6 thi phing.

Théy rang, he chu trinh don doc 1ap cyc dai s& chia d6 thi phéng
thanh cdc dién hitu han. That vay:

Dinh Iy 10.1: S6 dién hitu han clta mot da dé thi phing G bing
chu s6 clia d6 thi nay.

Chumg minh: Quy nap theo s6 dién hitu han 4 clia G.

f = 1: Chi ¢6 mot chu trinh don duy nh4t, d6 chinh 12 bién coa
dién nay. Suy ra chu s6 bang 1.

(h —1) = (h) : Gid slt d6 thj phang G véi n dinh, m canh va p
mang lién thong c6 / dien. Lap d6 thi G’ tir G bing céch bét di canh e
nao d6 trén bién ciia mot dién dé s6 dien hitu han bét di 1. Khi d6, G
cé h — 1 dién. Theo gia thiét quy nap, chu s6 cia G'1a

h—1l=(m-1)-n+p
(p khong ddi vi chi bét di mot canh trén chu trinh). |

Suy ra s6 dién hitu hanctaGlah =m ~n + p=chusSciaG. B

Hé qud 10.1: N&u da d6 thi phing G ¢6 n dinh, m canh,
p mang lién thong va hdign thi: n —m + h = p + 1 (cong thitc Euler
téng quar).

- Clumg minh: S8 dién cia d6 thi phdng bing s& dién hiru han
cong them [ (dién vo han) =chus6 + 1. Vay thi, h=m —n + p+l.
Dodé,n-m+h=p+1. 1

116



Hé qud 10.2: Trong mot don d6 thi phéng c6 it nhdt mot dinh c6
bac khong qua 5.

Chimg minh: Khong mét tinh tdng quat, c6 thé gia thi€t don d6
thi 12 lién thong. Trong don d6 thi phang, méi dién hitu han dugc gidi
han bdi it nhat 3 canh, ma méi canh thudc nhi€u nhat 12 hai
dién, nén:

3 <2m = hs%".

Ching minh bing phan chimg: Gia st moi dinh cta d6 thi G ¢éu
¢6 bac it nht bing 6. Khi d6, tdng 141 cé cac bac cla cac dinh trong
G=2mz=6n.

Do vay: mz= 3In, hay n < —’;1.

Theo cong thic Eulerthi: n —m+ h=1+p=2.

Ta cé: 252 —m+g-”—l— =0.
3 3

Suy radiéuvoly.

10.3. CAC PIEU KIEN CHO TiNH PHANG CUA DO TH|

Vé6i diéu kién nao dam bao cho mot d6 thi 13 phang? DE trd i
cho cau hdi nay, dua vao mot s6 khai niém dugc dinh nghia duéi day.
_ Trude hét, ta c6 ngay nhitng k€t qua hién nhién sau:

Dinh Iy 10.2: ,
Gia sir G 12 mot d6 thi va G’ 12 d6 thi con clia nd.

1) D6 thi G phing thi G’ ciing phéang.
2) D6 thi G’ khoéng phing thi G cling khong phing.

Chimg minh: Hién nhien. W

Ky hi¢u 8 1a do dai chia chu trinh ngén nhét, hodc 12 s6 canh cia

dé thi G n€u né khong cé chu trinh. S8 8 dugc goi 1a dai clia dé thi.
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Dinh Iy 10.3: Néu d6 thi G 13 phing va dai clia né & > 3 thi

m<6
T 86-2

Chiing minh: Ta c6: h.8 < 2m. Do vay, theo cong thiic Euler thi
d(m—n+2)<2m.

(n--2).

Tir d6 suy ra diéu phai chimg minh. B

Vidu 10.1: (Bai todn ba biét thit va ba nha mdy)

Hinh 10.2. B8 thj c(a bai toan ba bist thy va ba nha may
Dai cia d6 thi tren 12 8 = 4. Vay thi:

m=9> -2 _(6-2)=3.
4-2

Theo Dinh 1y 10.3, d6 thi trén khong phéng.

Vi du 10.2: D6 thi hai phdn ddy dn K, ,la mot don d6 thi cé
m + n dinh, g6m m dinh "bén trii" va » dinh "bén phai”, sao cho médi
dinh "bén trdi" déu ké véi moi dinh "beén phai.

Hinh 10.3. Cac 46 thi hal phén phing
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Hé gud 10.3: D6 thi hai phan ddy 40 K, , 1a d6 thi phing khi va
chikhim <2 hoacn<2.

Vi du 10.3: P4 thi ddy di 5 dinh (Hinh 10.4).

Hinh 10.4.D8 thi ddy di 5 dinh

D6 thi ndy c6 dai 8 = 3. Vay m = 10 > %(5«2)=9. Do d6,
6 thi K5 khong phéng. T d6 suy ra, d6 thi ddy i K, véin 25 1a
khéng phang.

Chii ¥ riing, d6 thi ddy dii K,, v6i n < 412 46 thi phing.

Tix d6 thi G’ cho trude, xay dung d6 thi G bang cach: Thém vao G’
cdc dinh méi va cdc canh méi. Dinh m6i ¢6 thé ndi v6i mot dinh khdc
bing mot canh méi. Pinh méi ciing c6 thé dat trén mot canh cii va
chia canh nay thanh hai canh méi. Ta n6i ring, d6 thi G nhan dugc c6
chtra c4u hinh G*. Hay dé thi G’ 13 mot cdu hinh clia d6 thi G.

Chéng han, dé thi riéng clia d6 thi 12 mot cdu hinh cia dd thi nay.

Pinh Iy 10.4 (Kuratowski):

D6 thi 1a phing khi va chi khi né khong chia cfu hinh K,
hoic K.

C6 thé 4p dung dinh 1y Kuratowski dé xét tinh chat phing clia
dé thi.
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Vidu 10.4: Xét cdc d6 thi sau:
1)

Hinh 10.5. Hai d6 th ding hinh chifa cSu hinh 4, ,

D6 thi nay chifa céu hinh K; 5. Do vay, n6 khong phing.
2)

Hink 10.6, Hai 6 thj déng hinh chita c&u hinh A

D6 thi nay chita céu hinh K. Vay n6 khong phéng,

10.4. SAC s& cUA DO THI PHANG

Do dac thi clia d6 thi phéng, ma bai todn t6 mau trén d6 thi
phéng trd nén rét 1y th.

Binkh ly 10.5 (Kemple — Heawood):
Moi d6 thi phang khong cé dinh nit déu c6 sic s khéng 16n
hon 5.
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Chiumg minh: Ching minh dinh 1y bing quy nap theo s6 dinh
n clha 46 thi.

n=1,2,3,4, 5: Hién nhién ding.

(n —1) = (#) : Theo He qua 10.2, d6 thi G c6 it nh4t mot dinh
x v6i bac khong qua 5. Xay dung d6 thi G’ tir d6 thi G béng cich bd
dinh x. Theo gi thi€t quy nap, d6 thi G’ c¢6 séc s6 khong vuot qua 5.

L&y mot cich t6 mau nao ddy ciia G'. Néu céc dinh ké véi dinh x
duoc 16 bing it hon 5 mau thi vin con thita mau dé t6 cho x. Séc s8
clia G bang sic s6 cha G’ (khong vugt qud 3).

Vay chi c4n xét trudng hop dinh x ké v6i 5 dinh va céc dinh ké
véi x duge ddnh s6 thit tu theo chiéu kim déng hd va 16 bing 5 mau
nhu Hinh 10.7.

Khi d6, phai déi mau cua céc
dinh trén &€ danh ra mau cho dinh x.

Xét tat ca cdac dudng di trong G
bat ddu tir dinh a, va gém céc dinh
chi t6 bing mau 1 vi mau 3. Trong
cac dudng nay, n€u khong c6 dudmg
nao di qua dinh ¢ thi c6 thé trdo d6i
mau 1 v6i maun 3 cho t4t ¢ céc dinh
rén cic dudng di dy. Sau d6, to
mau 1 cho dinh x.

Hinh 10.7. Nam dinh k& véi 5 mau

Nguoc lai, néu c6 mot dudng di tr a dén ¢ gém toan cdc dinh
dugc to bing cic mau 1 va mau 3, thi dudng ndy cling vé6i hai canh
(¢, x) va (x, a) s& tao thanh mot chu trinh trong G. Do tinh chat phing
cha d6 thi G, nén hai dinh b va d khong thé cdng ndm beén trong hoac
ching ndm bén ngodi chu trinh ndy dugc. Suy ra khong ¢é dudng di
nao néi b véi d gém céc dinh chi to bing mau 2 va mau 4. Vay lai ¢6
thé trio d8i mau 2 v6i mau 4 cho 4t ca cdc dinh trén cdc dudng di qua
dinh b. Khi d6, hai dinh b va d c6 cing mau 4. To mau 2 cho dinh x.

Pinh 1y duge chiing minh. Ml
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Bai todn bén mau:

Bai todn bén mau xuét hién vio nhimg nam 50 clia the ky XIX.
Mot thuong gia ngudi Anh tén 1a Gazri, khi t6 mau ban dé hanh chinh
cla nu6c minh, di nhan ra ring, luon c6 thé t6 dugc bang 4 mau.
Nam 1852, 6ng ta di thong bdo gia thuy€t nay cho De Morgan,
va nam 1878 Keli da dang bai todn trén trong Tuyén tdp cdc cong
trinh cia Hoi Todn hoc Anh, gay nén sur chu ¥ cia rdt nhidu ngudi.

Mai dé€n tan nam 1976, ba nha khoa hoc ngudi M$ 1a K. Appel,
W. Haken va J. Koch méi ching minh bing may tinh dien tir dugc
ring: gia thuyét cla Gazri 12 ding.

Dinh Iy 10.6 (Appel — Haken):

Moi d8 thi phéng khong c6 dinh niit déu c6 séic s6 khong qué 4.

Dé thdy ring, dé thi vo huéng ddy di K, (n > 5) c6 séc s6 16n
hon 4 nén khong phéng.

BAI TAP
10.1. Cho ba d6 thi. Hay kiém tra xem dé thi nao la phing, dé thi
nao 12 khong phing.

10.2. Vi cdc d6 thi phing xay dyng dugc trong Bai tap 10.1, hay t6
mau va tim sic s ctia chiing.

10.3. D6 thi Petereson dudi day c6 phing hay khong? Hay giai thich.

Hinh 10.8. B3 thi Peterson 10 dinh
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Chuong 11

Trong chuong nay, xét mot dang dac biét nhung c¢6 nhiéu tng
dung clia d6 thi v6 hudng, d6 la khii niém cay.

11.1. CAY

Khéi niém cay dugc Cayley dua ra ddu tién vao ndm 1857.

Pinh nghia 11.1: Gia st T = (V, E) 1a 46 thi vo huéng. Ta néi
ring 46 thi T 1a mot cdy n€u né lién thong va khong ¢6 chu trinh.

Vi du 11.1: D6 thi cho & Hinh 11.1 12 mot cdy.

Hinh 11.1.Cly 7 dinh

Két qua dusi day s cho chiing ta mot s6 tinh chat 1y thi va c6 thé
diing 1am dinh nghia cho cay.

Dinh Iy 11.1: V6i 46 thi vo huéng T ¢6 s6 dinh khong it hon 2,
c4c tinh chat sau day 1a tuong duong:

1) T ia mét cay.
2) T khéng c6 chu trinh va ¢6 n — 1 canh.
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3) Tlién théng va ¢cé n— 1 canh.

4) T khong c6 chu trinh, nhung néu them mot canh ndi hai dinh
bat ky khong ké nhau thi xust hién mot chu trinh.

5) T lién thong, nhung néu bét di mot canh bat ky thi s& mat tinh
lién thong.

6) MOdi cap dinh dugce néi véi nhau bing ding mot dudmg di don.

Chimg minh: Chi y rang, d6 thi T khéng c6 chu trinh khi va chi
khi chu s& ciia né bing 0, nghia 1a: m = n —p.

D=2):Vip=lvam=n-p,suyram=n-1.

2)=>3): m=n—-p,m=n-1chonénp=1.

3)=>4):p= l,m=n-1,suyra:m=n-p.

_ Vay chu s6 ctia d6 thi T = 0, d6 thi T khéng c6 chu trinh. Thém
moét canh vao thi m tang thém 1; cdn n, p khong déi. Khi d6 chu s6
¢ =m-n+p=1.D34thi ¢cé mét chu trinh.

4)=35): c=0nénm=n —p.

Gia sir nguoc lat, d6 thi T khong lien thong. Thé thi cé it nhat hai
dinh 4, b khong lien thong. Khi thém canh (@, b) vio, d6 thi van
khong 1am xudt hién chu trinh. Mau thuin véi didu 4).

Vay d06 thi phai lien thong, nghia 13 p=LSuyraam=n-1.

Khi b6t di mét canh bat ky, d6 thi vin khéng c6 chu trinh. Do d6
m—1=n —p’. Thé thi p’ = 2 vi d6 thi m4t tinh lien thong.

5) = 6): V1d6 thi T lién thong nén méi cap dinh déu cé dudng di
don n6i chiing. Gié st cap dinh a, b duoc néi bing hai dudng di don
~ kbic nhau. Khi d6 c6 canh e thudc dudng di ndy, nhung khéng
thugc dudng di kia. B canh e ndy di, d6 thi vin lien thong. Tréi véi
diéu 5). '

6) = 1) : Suy ra d6 thi T lién thong.

Gid st T c6 chu trinh. Vay thi giita hai dinh ca chu trinh ¢ thé
ndi bing hai dudng don khdc nhau. Mau thudn véi diéu 6). B
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11.2. CAY BAO TRUM CUA DO THI

Gia sit G 12 mot d6 thi vo hudng.

11.2.1. Céy bao trim

Pinh nghia 11.2: Cay T dugc goi 1 cdy bao trium cha d6 thi G
néu T 13 mot 46 thi rieng clia G.
Vidu 11.2: D6 thi G duge cho nhu sau:

@

Hinh 11.2. D6 thi cé cdy bao triim

v mot s6 ciy bao triim cia G la:

1 () (b)
(¢)

© ()

Hinh 11.3. Hai ciy bao triim clia d& thi Hinh 11.2

Cay bao trim c6 nhiu ing dung trong cdc bai todn diéu khién
giao thong, ndi cdc mang dién...

Pinh Iy 11.2: D6 thi vo huéng G ¢6 cay bao trim khi va chi khi
G lien thong.

Chimg minh:

= : Hién nhién, vi cay bao trim lién thong suy ra G lién thong.
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<=: Chon a la mét dinh bit ky trong dé thi G.

Ky hi¢u d(x) 1a d6 dai clha dudng di ngin nh4t néi dinh a véi
dinh x.

Lan lugt xay dung céc tap hop
Dy= {a}
D, ={xldx)=i}v6iiz 1.

S e

Hinh 11.4, Cach xdy dyng cdy bao trim

Chi §: Mdi dinh x thudc D; (i = 1) déu c6 dinh y thudc D,_, sao
cho (x, y) 1a mot canh, vi néu < g, ..., y, x > 12 dudng di ng4n nh4t néi
avéixthi<a, .., y>ladudng dingnnhatnéiavéiyvaiy e D_,.

Lap tap canh T nhu sau: Véi méi dinh x clia d6 thi G, thi x € D,
v6i i 2 1, 14y mot canh nao d6 ndi x véi mot dinh trong D,_,. Tap canh
ndy s& tao nén mot d6 thi riéng cla G v6i n dinh va n — 1 canh. D6
thi riéng nay lién thong vi mdi dinh déu duge n6i véi dinh a. Theo

tinh chat 3) cha cay thi T 12 mot cay. Do vay, T 1a cay bao trim cia
déthiG.

Dinh ly 11.3 (Borchardt): S6 cay bao trdim cda d6 thi vé6 huéng
ddy di: n dinh 1a "7,

Keét qué trén cho thdy s6 lugng cay bao trim ctia mét dé thi néi
chung 12 rat 16n.
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Céc thuat todn duyét d6 thi theo chiéu rong va chiéu sau 1a nhiing
cong cu 6t d€ tim cay bao trum cta d4 thj lien thong.

Thudt todn 11.1 (Tim cdy bao trum cha d6 thi lién thong bing
phuong phdp duyet theo chiéu sau):

Dit liéu: Biéu dién mang DK cédc danh sich ké cta d6 thi vo
hudng G.

Két qud: Cay bao trim (V, T) ciia d6 thi G.
1 procedure CBT_ S (v} ;
2 begin
3 Duyet [ vi := true ;
4 for wu € DK v] do
S if ! Duyet [ u} then
& begin 7 := T W { (v, w} ; CBT_S (u) end ;
7 end ;
8 BEGIN { Chuong trinh chinh }
9 for wue€ V do Duyet [u := false ;
10 T7:=@ ;
11 CBT S (z) ; {2z la &inh tuy ¥y cla &6

thi s& trd thanh g8c cla céy }

12 END.

Tinh diing din clia thuat todn duge suy tir ba tinh chat sau day:

1) Khi thém canh (v, u) vio t4p canh T thi trong d6 thi (V, T) di
c6 dudng di tir z t6i v. Vay thi Thuat todn 11.1 xay dung lén d6
thi lién thong.

2) Mbi canh mdi (v, u) dugc thém vao tap T ¢6 dinh v di duge
duyét va dinh u dang duyét. Vay d6 thi dang duge x4y dung
khéng c6 chu trinh.

3) Theo tinh ch4t ciia phép duyét theo chiéu sau, thi tuc CBT_S
tham tat ca cdc dinh cha d6 thi lién thong G.

Do vay, d6 thi do thuat toédn xay dung s& cho mot ciy bao tram
cua 496 thi da cho.
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Hién nhién, d6 phic tap ciia thuat todn 1a: O(n + m).

Vi dy 11.3: Ap dung Thuat todn 11.1 cho d6 thi (nét méanh), nhan
duge cay bao trum (nét dam) nhu Hinh 11.5.

8
2 5
1 39 6 9
1
4 7

Hinh 11.5. Cay bac trim cia d4 thi tim
theo phuang phap duyét theo chidu sau

Mot cdch trong ty, dp dung phép duyét d6 thi theo chiéu rong dé
tim cay bao triim ctia d6 thi lién thong va nhan duge Thuat todn 11.2.

Thudt todn 11.2 (Tim cay bao trim clia d6 thi lién thong bing
phuong phdp duyét theo chiéu rong):

D# li¢u: Bi€u dién mang DK cdc danh sich ké cia dé thi vo
huéng G. |

Két qud: Cay bao tram (V, T) clia d6 thi G.

1 BEGIN .

2 for u e V do Duyet {u] := false :

3 T := & ;

4 Q =& ;

5 enqueue z into @ ; { z la dinh tuy vy cia
dd .thi va 14 g8c cla cay }

Duyet [ z] := true ;
7 while Q # & do _
8 begin degueue v from Q ;
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9 for u € DK v] do

10 _ if ! Duyet { u] then
11 begin engqueue u into Q ;

12 Duyet [u] := true ;
13 T =TV {{v, )}
14 end '

15 END.

Hién nhién, d6 phifc tap c¢ha thu4t todn 1a: O(n + m).

Vi du 11.4: Ap dung thuit todn trén cho d6 thi (nét manh) ta nhén
dugce cay bao trim (nét ddm) nhu sau:

Hinh 11.6. Cay bao trum ciia dé thi tim
theo phudgng phap duyét theo chiéu réng

11.2.2. Mét 8 Ung dung cla cdy bao trim

1) Kiém tra tinh lién thong cla mot d6 thi: D6 thi 1a lién thong
khi va chi khi né cé cay bao tram.

2) Xay dung hé co s& cla céc chu trinh.

Trudc hét, gia thiét d6 thi lien thong G = (V, E) c¢6 n dinh va
m canh. Trong trudng hop dé thi khong lién thong thi xét timg thanh
phén lién thong.
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D€ xay dung h¢ co s& cdc chu trinh thudc G, ti€n hanh hai budc
sau day:

1. X&y dung cay bao triim T clia G.
Gia sit trong qud trinh x4y dung cdy bao trim 7, da bd di céc
canh: ey, e;, ..., €,y
2. Xay dung he chu tﬁnh cO SO
- Lén luot them vao cay T cdc canh e; (1 <i <m —n + 1), nghia la
khoi phuc lai canh ¢; trong G, khi d6 s& xudt hién chu trinh @; — day
ciing 1a chu trinh clia d6 thi G. Sau d6 lai xo4 canh e; va thém canh

e;;; vao. Ta nhan duge céc chu trinh twong ing: «;, @y, ..., &y -

H¢ chu trinh ndy doc 14p vi: V i # thi «; chita e; nhung khong
chifa ¢, con ¢; chiia e; nhung khéng chita e,.

Hon nita, s6 cdc chu trfinkh ndy lam ~n+1=m —n + p = chu s6
cla G = s6 cdc chu trinh doc 1ap cuc dai.

Vay h¢ chu trinh tim duge 1a mot co s& cha cdc chu trinh trong ddé
thi G.

Vidu 11.5: Xét d6 thi vo6 hudng sau:

Hint 11.7. D4 thj va cac canh bé di

n=5m=8,p=1.Vayc(G)=4.
Mot cay bao trim 7 ciia G la:
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d ®
Hink 11.8, Mot ciy bao trim cia d8 thi Hinh 11.7

Ta nhan duge mot hé chu trinh co so:

(1] = [a, b, d]
o, = [a, b, e, d]
a3 = [as b9 C, d]

CL4 = [a., b9 G &, d]

11.3. CAY BAO TRUM NHO NHAT
Bay gity xét bai todn téng quat tim cay bao trum.

11.3.1. Bdi to@n cay bao trim nhé nhét

Cho 46 thi v huéng G véi tap canh E va ham trong s6 c: E > N.
Hay tim cay bao trum 7 ctia G sao cho tdng trong s6 ctia cdc canh ca
T dat gid tri nhé nhat.

Chéng han nhu, x4y dyng mot he thong dudng day tai dién
tram phdt dién dén céc noi tiéu thy; n6i cdc mdy tinh trong mdt
mang... sao cho day dién sir dung la it nhat.

11.3.2. Cdc thudt todn tim ¢y bao trim nhé nhét

Gia st G 1a mot 46 thi vo hudng, lién thong va cé trong s6. Khi
d6, d6 thi G ¢6 cay bao trliim va s& c6 cay bao trim nhd nhat.

Ta ¢6 thé ding cic thuat todn sau day dé tim cay bao triim nhé
nhat cha d6 thi G.
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Thudt todan 11.3 (Thuat todn Kruskal):
1) Chon canh c6 trong s6 bé nhét, ky hiéu 1a e;vadat W= {e;}.

2) Gia slr dd chon dugec W = {e,, e,, ..., ¢;}. Chon e;,; 1a canh c6
trong s6 bé nhat trong s6 -céc canh con lai trong £\ W sao cho
{e;. ey ..., e, ¢, 1} khong chita chu trinh,
3) baaW :=Wule,,}.
4) Lap lai cdc bude 2‘) va 3) chimg nao con c6 thé.
Tap canh W nhan duge & vong lap cusi cling s& cho cay bao trim
nho nhat.
BDinh ly 11.4: Tap cdc canh W tim duoc theo thuat todn Kruskal 1
céy bao trim nho nhdt clta dé thi G.
Chimg minh: D& viéc ching minh dugc don gian, ta xét hai
trizong hop sau; '

1) Trude hét xét trudng hop G 1a d6 thi vo hudng, ddy dn, c6
trong sd.

Tap canh W khong c6 chu trinh, nhung n€u thém mot canh bat ky
gitta hai dinh (canh nay luén ¢6) s& tao nén chu trinh, vi néu khéng cé

thi qué trinh 13p chua ké&t thic. Do d6 theo tinh chat 4) clia cay, tap
canh W 1a mot cay.

Mat khdc, méi dinh cta dé thi G déu ké véi tap canh W, vi néu
khong thi cdn ¢6 thé thém canh nita vao W. Vay trén W ¢é n dinh va
theo tinh chat 3) clia cay thi W ¢6 n — 1 canh. Suy ra cdy W la cay bao
trim cita 46 thi G.

Bay git s& chimg minh ring, W 1a cay bao trdm nhd nhit cua
dé thi G.

Gia st T 1a mot cay bao trdm nhé nhat nio dé cla G. Ky hi¢u ¢, 1a
canh ddu tién clia W khong thudc T, vay thi;

{e], 82' vary el;_!l QT
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Hink 11.9. Cach thay canhclia 7 vdi

Theo tinh chat 4) ctia cay, trong d6 thi T U {¢;} c6 chu trinh.
Ky hi¢u chu trinh d6 1a H. Hién nhién, chu trinh A phai chifa canh e;.
H cling khong th€ n3m tron trong tap canh W, vi trong W khong c6
chu trinh. Do vy, c6 canh v trén chu trinh nay thugc T nhung khong
thudc W.

Xéttap canh T =T\ {v}Ule;}.

— Tap canh T’ khong thé ¢6 chu trinh. Vi néu né chifa chu trinh
H’ ndo d6 thi H’ phii chita e; va khong chia v. Khi d6, tap canh
(H'\ {¢;}) U (H\ {&;}) 5& 12 mOt chu trinh, va chu trinh nay phdi nam
trong cay T, trdi v6i tinh chét 2) cha cay. '

— S6 canh ca T° 1 n — 1. Vay theo tinh chat 2) cha cay thi tap
canh 7” 12 mot cay va 1a cay bao trim ctia d6 thi G.

Hon nifa, vi T 12 cay bao trim nhd nhét nén: c(e;) = c(v). Canh v
khong thé tgo véi tap canh W & bude lap i - 1 dé c6 chu trinh vi v
nim trong T. Nhung néu c(e;) > c¢(v) thi trong budc 13p i ta di khong
chon canh e;. Vay thi: c(e;) = c(v) va trong s6 ciia cy T bing trong sé’
ciia cay T’. Nhan dugc cay bao tram khic c6 trong s6 khong déi,
nhung ¢6 thém mot canh chung véi Wla e;.
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Tiép tuc qua trinh ndy s& nhan dugc cdy bao uim cé trong s6
bang trong s§ cba cay T va tring véi W. Suy ra, cay W ciing Ia cay
bao triim nhé nhat.

2) Bay git xét trudng hop G 1a d6 thi vo huéng lien théng cé
trong s8.

Ky hi€u s 1a trong s6 ctia d6 thi G.
Ta xay dung dé thi ddy dG G' tir G nhu sau;
Néu hai dinh trong G chua ké nhau thi thém mét canh néi ching

véi trong 56 13 s + 1. Khi d6, n&u 7' 12 mot cay bao trim cha G thi
cling 1a mot cay bao triim cita 5.

Ap dung thuat toin Kruskal cho dé thi diy di G, nhan dugc
cay bao trim nhé nhét W. Vay thi, s + 1 > trong s6 cta T = trong s@
ctia W (vi W 14 cay bao triim nhd nh4t).

Vitrong s cita W < s + 1, suy ra cay W chi chifa cdc canh trong

G. The thi, thuat todn Kruskal 4p dung cho dé thi G’ da khong hé chon
cac canh méi thém vao ma chi chon céc canh thuse G.
Vay cay W cling 1a cay bao trum nhd nhat cia G. @
Thuat todn Kruskal dugc mo ta chi tiét nhur sau:
procedure Kruskal ;
begin
W= ; 2 :=F;
while (|W| < n -1) and (2 # @) do

begin

chon canh e cé trong s& bé nhdt trong 7 ;

Z =2\ {&g ;
if wWwu (e khéng chita chu trinh then

Woi= W u { e o
2 end ;
10 if |W| < n -1 then

writeln(" 26 thi khéng 1ién théng ")
11 end ;

W~ b W N
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Vi du 11.6: Hinh 11.10 13 d6 thj c6 trong s6 va cay bao trium nhd
nh4t cia nd. :

Hinh 11,10, D6 thi trong 8 vA mdt cdy bao trim nhd nhat
Thudt todn 11.4 (Thuat todn Prim):

Prim da cai ti€n thuat todn Kruskal nhu sau: 3 mbi vong lap,
chon canh ¢6 trong s6 bé nhét trong s§ céc canh k€ vdi cic canh da
chon ma khong tao nén chu trinh.

Thuat todn Prim dugc goi 1a phuong phdp ldn cdn gan nhat. Theo
phuong phdp nay, bat ddu tir mot dinh n2o d6 a cia dé thi G, n6i nd
v6i dinh "gdn” nh4t, ching han b. Nghia 13, trong s6 céc canh ké véia
thi canh (a, b) dugc chon cé trong s6 bé nhat. Ti€p theo, trong s6 cic
canh ké véi dinh a hosc dinh b, chon canh ¢6 trong s6 bé nhdt ma
khong tao nén chu trinh véi canh (a, b). Canh nay din dén dinh thi ba
c... Ti€p tuc qué trinh nay cho dén khi nhan duge cay gbm »n dinh va
n — 1 canh. D6 chinh 12 ciy bao trim nho nhdt.

1 procedure Prim ;

2 begin

3 W:={canh c6 trong s& bé nhé&t };

4 for i :=1ton—-2do

5 begin :
6 e :=canh cé trong s8 bé nhdt k& vdi canh
trong W va néu ghép nbé vadc W thi khdng tao
nén chu trinh ;

7 W := W v {e}
8  end ;
9 end ;
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Tix hai thu4t toan di trinh bay & trén, ¢ thé khing dinh tinh duy
nhdlt clia cay bao trim nhd nhét trong trudng hop sau.

Dinh Iy 11.5: Néu d6 thi v6 huong lien thong G ¢6 trong s6
trén cic canh khdc nhau timg d6i thi cay bao trim nhd nhat tén tai va
duy nhat.

Chimg minh: Vi trong mdi vong 1ap chi c6 duy nhat mot canh
duge chon. @ '

11.4. CAY BAO TRUM LSN NHAT

Trong céc thuat todn Kruskal vi Prim khong rang bubc vé& d4u
cua trong s6, nén c6 thé 4p dung cho d6 thi v6 huéng véi trong sé trén
cdc canh c6 ciing d4u tuy . :

Vi vay, dé tim cay bao trum I6n nhat (téng trong s& trén cdc canh
cla n6 1a 16n nhét) ¢6 hai cdch sau day:

1) Déi thanh ddu - cho céc trong s6 trén cac canh. Ap dung mot
trong hai thuat todn da trinh bay & trén dé tim c4y bao trim nhd nhat,
Sau d6 ddi dau + i lai, s& duge cy bao trim 16n nh4t.

2) Sira déi trong cdc thuat todn: Budc "chon canh cé trong sé bé
nhdt... " duge thay bang "chon canh c6 trong sé Iom nhdt...", cdn cic
budce khdc thi giit nguyeén. Khi thuat todn két thuc, s& nhan dugc cay
bao triim 14n nhét.

11.5. CAY PHAN CAP

11.5.1. Bjnh nghia cay phéan cép

Binh nghia 11.3: Cay phdn cdp 12 mot cay, trong d6 ¢6 mot dinh
dac bi¢t goi 1a got, giita c4c dinh c6 m6i quan he phan c4p "cha—con".

S6 cdc con clia mot dinh trong cay phan cap duge goi 1a bdc ciia
dinh dé6. Pinh khéng ¢6 con duge goi la ld cha cay.

- Thong thudng, dinh khéng phai 1a 14 dugc goi 1a dink trong clia

cay, con la duge goi 1a dink ngodi cta cay. Dinh gdc la dinh duy nhat
khong ¢4 cha.
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Vidu 11.7: Cay T dudi day c6 dinh gbc a, cicdinhld la b, g, e, i, k.

Hinh 11.11. Céy phin cap

— Muc cha dinh trong cay phan cap:

Gdc cua cay ¢6 mic 1a 0.

Néu mic ciia dinh cha 13 i thi mic ciia céc dinh con 12 i + 1.
— Chiéu cao cla ciy 1a mitc cao nhat cla céc dinh trong cay.

Trong vi du trén, dinh g6c a c6 mic 0; c4c dinh b, ¢ ¢6 mic 1;
céc dinh d, e, f ¢6 mitc 2; cdc dinh g, k, k ¢6 mic 3. Cay c6 chiéu
cao la 3.

Cay phan c&p dugc 4p dung nhiéu trong thyc t&, ching han:

1) Muc luc clia mot cuén sach d€ doc gia tién tra citu.

2) Cfu triic thu muc trén mot & dia ctia mdy tinh d€ quén 1y céc tép.
3) So d6 té chitc chia mot co quan dé khéch tien lién he.

PE trinh bay chat ché céc khdi niem khdc va cdc phuong phap
duyét cay, ta dua ra dinh nghia d¢ quy cho cay phéan cip nhw sau:

Dinh nghia 11.4 (Dé quy):

1) Tapréng 12 mot cy phan cap (cay réng).

2) Mot dinh 1a mot cay phan c4p.

3) Gia sit @ 12 mot dinh va T, T, ..., T} 12 céc cay phéan clp vdi
céc goc 1A ay, ay, ..., a; tuong tng. Cay T duge xay dung bing
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céch cho dinh g lam "cha" cua cdc dinh ay, a,, ..., a; s& 14 mot

cay phan cép. Trong cay T nay, dinh a la géc vaT|, T,, ..., T,

1a cdc cay con cua g6c a.

Hinh 11.12. Cay phan ¢3p téng quat

—Dutong di trong cay phan cdp T 1a mét day cic dinh < b,, b,, ..., b, >
ma b; 12 "cha" cla b,,;, I <i <m-1.

Budng di nay di tir dinh b, 16i b,, trong cay T. Nhu vay, dudng di
trong ¢4y phan c4p chi di tir dinh "t6 tién" xuéng cdc dinh "con chiu”.

Cay phan cip T véi bac cao nhédt cia cdc dinh trong T 1a m, dugc
g0i 1a cdy m — phdn.

Dinh Iy 11.6: Gid st T 1a mot cy m—phan.

1. Néu cay T c6 chiéu cao 4 thi cAy c6 nhiéu nhat »" 14.

2. Néu cay T c6 /14 thi cay c6 chibu cao h > [log, /).

Chimg minh:

1) Ching minh quy nap theo chiéu cao A.

h =1 : Hién nhién.

(h=1) => (h) : Xét cly c6 chiéu cao . Bd g6c khdi cdy ta duge mot
rimg gém khong quéd m ciy con, mbi cay nay cé chiéu cao < i —1.
Theo gia thiét quy nap, mdi cay con ¢ nhiéu nhét m" ™ 14. Ma 14 ciia
nhitng cay con ndy cling 1a 14 cla cay T. Vay cay T ¢6 nhiéu nht 1a
m.m" ! = m" 14.

2)Vis6la ! sm" suyrah > [log, {]. @
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11.5.2. Cac céch duyét cay

Duyet ciy 1a cdch dua ra mot danh séch tuyén tinh liét ke tat céa
cac dinh clia cay, mdi dinh moét 14an.

Ba cdch duyét cay hay dugce dung la:
1) Duyét theo thit tr trudc (pre—order search).
2) Duyet theo thit ty giita (in—order search).
3) Duyét theo thit tu sau (post—order search).
Céc cach duyét cay nay duge dinh nghia dé quy nhr sau.
Pinh nghia 11.5:
— Néu cay T rdng thi ca ba cach duyét déu cho danh sich rfng.

— Né&u cay T chi cé mot dinh thi ca ba cdch duyet déu cho danh
sdch gém chi mot dinh nay.

— Néucay T c6 g6c a vacac cay con Ty, T, ..., Ty thi:

1) Duyét theo thit ty truéc ctia cay T 12 danh sdch bao gém géc a,
sau d6 12 cdc dinh cha cay con T duge duyét theo thit ty truée, 16i
dén céc dinh cha cay con T, dugc duyét theo thit ty trude... cho dén
céc dinh ctia cay con T, duge duyét theo thi ty trudc.

2) Duyét theo thit i giita cia ciy T 1a danh sdch bao gbm cic
dinh cha cay con T, dugc duyét theo thif ty giita, sau d6 1a g6c a, réi
dén céc dinh clia cay con T, duge duyét theo thit tr giita... cho d€n céc
dinh cta cay con T, duge duyét theo thit tyr giita.

3) Duyét theo thi t sau cha cay T 1a danh sdch bao gém céc dinh
cha cfy con T duge duyét theo thit tr sau, réi dén céc dinh cia cly

con T, dugc ciuyet theo thit tu sau... cho d&n céc dinh clia cay con T,
dugc duyét theo thit tir sau, va cu6i ciing 12 dinh géc a.
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Vidu 11.8: Cay phan cdp T duoe cho nhir sau:

Hinh 11.13. Cy phan cép va két qua ciia 3 céch duyét

Duyét theo thit tir trudce: 1,2,5,6,3,4,7,9, 10, 8.
Duyét theo thit ty giita: 5,2, 6, 1, 3, 9,7,10, 4, 8.
Duyét theo tht tu sav:  5,6,2,3,9, 10,7, 8, 4, 1.

Tha tue duyét mot cay theo thit tu giita duge mo ta nhu sau:

1l procedure D GIUA (a) ;

2 Dbegin

3 if a 1a 14 then write{a)

4 else

5 begin

6 D_GIUA (con bén trai nhd&t cta a) ;

7 write (a) ;

8 for mdi mét con ¢ ¢da a, trir con
bén trai nhdt, tir trdi sang phai do

9 - D _GIVA (¢} :
10 end ;
11 end ;

11.6. CAY NH| PHAN

Cay nhj phan 12 cay phan c4p ma mi dinh ctia né cé khong qu4
hai con.

Céc cay con clia mot dinh ciia cAy nhij phan duoc phan biét 1a cay
con trai va cay con phai.
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Binh Iy 11.7: S6 cdc cay nhiphan ndinh 13 ¢, = %[2’1].
n+l\n

Day s6 ¢, n =0, 1, 2, ... do Catalan tim ra va dugc goi la ddy 56
Catalan.

Cay nhi phan c6 rat nhiéu img dung trong thuc t€.

11.6.1. Cay biéu thic

Cady biéu thitc 1a cay nhi phan ma mdi dinh clia né duoc gdn nhén
theo quy tic sau: Céc 14 dugc gan cdc dai lugng, con céc dinh trong
dugc gan cic ddu phép todn ctia mot biéu thic nao dé.

Cu thé, néu biéu thic E = (E,) 8 (E,) va céc cay bidu thic T, T,

bidu dién cdc biéu thic con E,, E, thi cay biéu thiic 7 bifu dién E
duge xay dung nhur Hinh 11.14.

Hinh 11.14. Cay bidu thitc téng quat
Vidu 11.9: Xét bidu thic: E=(a + b) * (c —4d).

Cay biéu thirc tuong ing:

Hinh 11.15, Cay bidu thirc £
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Duyét cay bi€u thic trén theo thit tu sau, ta dugc danh séch

ab+cd-*

D6 1a dang Balan ngugc clia biu thitc E, gitp m4y tinh tinh gia
tri clia biéu thitc E mot céch thuan tién nhd mot stack luu giit cic
dai luong.

Maéi khi doc mot phép toan, mdy thyuc hién phép todn nay véi cic
dai luong 18y ra tir dinh clia stack, két qua tinh dugc lai dat vao dinh
clia stack ndy. Ct nhu th€ cho dén khi thuc hién xong phép toan
cudi cung.

|- e i Yiah: [ a+b I “a*b | | arb arb | E ]
a b . < [ d - *

Hinh 11.16. Day cac stack phuc vu tinh todn mét biéu thic

11.6.2. Cay ma tién té

Cho mot tap cac ky hiéu. Hay ma cdc ky hiéu nay bing diy cic
chir s6 0, 1 thod man tinh chét tién t6, nghia 1a khong c6 ma cha ky
hiéu nao lai 1a tién t6 clhia ma ctia ky hiéu khéc.

D¢ thuc hién cong viéc ndy, xay dung mot cay nhi phan sao cho
mdi ky hiéu tuong tng véi mot 14, canh di xuéng con trdi cia mot
dinh dugc gén nhén 0, con canh di xuéng con phéi dugc gan nhan 1.

Khi d6, day cdc nhan trén dudng di tir g6c dén 14 s& cho ma tién
t6 clia ky hiéu tuong tng.

Cay nhi phan xay dung nhu trén dugc goi 1a cdy ma tién 6.

Vi du 11.10:

Hinh 11.17. Céc cdy ma tién t6
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C4c b0 ma tién t6 nhan duoce 1a:

Ky higu ' Bdmi1 B& mi 2
a 000 000
b | 001 11
c 010 01
d 011 001
e 100 10

11.6.3. Cay ma Huffman

Gia sit ¢6 mot ban tin 12 ddy cdc k¥ hiéu 14y trong mot tap ky hién
hitu han A. Biét ring méi k¥ hiéu xust hién trong ban tin theo mot tin
sust da biét. Hay xay dung bo mai tién t6 cho tap A sao cho do dai
chudi ma clia béan tin 1a ngén nh4t.

B6 ma tim dugc mang tinh t6i wu va duge goi la b¢ ma@ Huffman.

Goi d 12 s6 ky hiéu ciia ban tin, ¢(x) 12 t4n suat xust hién cha ky
hiéu x trong ban tin. Mdi cay nhj phan T véi nhan 0, 1 trén cdc canh
va c6 s6 14 bing s6 ky hiéu cla tap A s& cho mét bd ma tién t8 cho tap
k¢ hiéu A. Mifc p(x) ciia 14 x chinh 1a chi€o dai ma cha ky hiéu x. Khi
d6, d6 dai chudi ma cha toan bo ban tin s€ la:

M=dY p(x)e(x).

xeA
Cay ma tién t6 T 14 161 wu khi d¢ dai M cla ma ban tin dat gia tri
nho nthat.
Vi du 11.11: Xét ban tin gbm 1000 k¢ hiéu trong t4p k¥ hiéu
A= {a, b, c,d, e} vGi tdn sufl xudt hién cia cdc ky hiéu trong ban tin
nhu sau:

Ky hiéu a b c d e
Tan sudt (%) 23 44 17 4 12
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Bo maé 1 va bg mi 2 chon gidng nhwr trong Vi du 11.10. B6 ma 3
duge x4y dung dya trén cay ma tién 6 (t6i wu) & Hinh 11.18. Do dai
cia ma ban tin tuong ng nhu sau:

Ky higu Béma1 Béma2 . Béma3l
a 000 000 10
b 001 1 0
¢ 010 01 110
d 011 001~ 1110
] 100 10 1111
Do dai ma ban tin: 3000 2270 2050

Hinh 11.18, Cly ma tién t5 161 wu

Trong cay mi ti€n 16 & Hinh 11.18, ching ta dd xay dung dua trén
nguyen 1y: dinh 14 nao c6 tdn sust cang 16n thl dudmg di tir g6c cay 16i
dinh 14 d6 cang ngén.

Vige xay dung b mad Huffman cho tap k¥ hiéu A dugc thuc hien
théng qua x&y dung cay ma tién t6 t6i wu 7. Thuat todn Huffman s&
gidp xay dung cay nay.

Gia slr tap A c6 I ky hiéu.
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Thudt todn 11.5
1) Xay dung rimg T ¢6 ! cay, mdi cay chi gém mot dinh tuong
g v&i mot ky hiéu x trong A va duge gdn nhan ¢(x).

2) Chon hai cay trong T ¢6 g6c vSi nhan nhé nhat. Thém mot
dinh mdi v6i nhan 1a téng cdc nhdn cha hai géc cay vira chon.
N6i dinh méi véi hai g6c nay bing hai canh c6 nhan 0, 1 dé
tao thanh mot cay nhi phan.

3) Néu T vin chua phii 12 mot cdy thi lap lai bude 2), nguge lai
thi dimg.

Cay ma tién 16 trong Hinh 11.18 dugc xay dung dua trén thuat

toén ndy. Tinh ding din cua Thuat todn Huffman duge khing dinh
qua dinh 1y sau:

Pinh Iy 11.8: Khi thuit toin Huffman dimg thi cay ma tién t6
nhan duge 1a t6i vu.

Chitng minh: Ching minh bang quy nap theo s6 ky hi¢u / cha
tap A.

I = 2 : Hién nhién.

() = (I + 1) : Gia st thuat todn diing véi cac tap c6 / ky hiéu,
phai chimg minh né cling ding vdi tap A ¢6 ! + 1 k¥ hiéu.

GiA sl tap A = (X, X3, ..0r Xp» X1 Xp X151 }. KODg mat tinh téng
quat, c6 thé gia thi€t x;, x;,, c6 tdn sudt xudt hién nhd nhat.

Ky hi¢u H 12 cay ma tién t6 cho tap A theo thuat todn Huffman.
Vi x;, ,,, ¢6 tdn sudt nhd nhat nén di duge chon ddu tien & bude 2) va
duge thém dinh méi y ¢6 tdn suat 12 o(x,) + ©(x,,,). Hién nhién, theo
cach xay dung clia thuat todn thi cay nhi phan H' = H\ {x,, x;,,} 1a
ciy mé tién 16 cla tap A’ = {x}, X3, ..., Xj, X1, ¥} €01 ky hiéu.

Theo gié thiét quy nap, cay H' 1a cAy ma t6i wu cho A”. Do dai clia
ma bén tin theo cay H la:
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M =dY p(x)p(x) = dIY. ulx)p(x,) + )] + d(@(x,) + 9(x,.,)

x,eA

dat gia tri bé nhat. Cay ma tién t6 H 12 t6i vu. W

Cay ma tién 16 t6i vu va thuat todn Huffman duge (ng dung rong
rdi trong mat mi hoc.

11.1.

11.2,
11.3.
11.4.

11.5.

11.6.
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BAI TAP
Céc phét bi€u sau day ding hay sai? Hay giai thich.
1) N&u d6 thi ¢6 n dinh va n — 1 canh thi d6 1a mot cay.
2) Néu d6 thi lien thong thi khong c6 chu trinh.
3) Néu bo bat ky canh nao chia d6 thj lien thong ciing lam mat
tinh lién théng thi d6 thi d6 khéng c6 chu trinh.
4) Néu thém mot canh vao mot cay thi s& sinh ra ding mot
chu trinh.
D6 thi G 12 mot rimg gém ¢ cay va » dinh. Hay tim s6 canh
cla rimg G.
Cho ba cay c6 it nhat 15 dinh. Duyét cic cay nay theo ca ba
thi ur: trude, gilra va sau.
Ching minh rang, néu d6 thi G ¢6 duy nh&t mot cay bao tram
thi G 1a mot cay.
Gia sir (x, y) 1a canh ¢6 trong s6 bé nhat trong d6 thi G. Hay
chi ra rang, canh (x, y) phéi thugc vao mot cay bao trim nhd
nhét nio d6 clia G. '
Gi sit e 1a canh c6 trong s6 16n nhat trén mot chu trinh ndo dé
ciia d6 thi G = (V, E). Chiing minh ring, ¢6 cdy bao trim nhé
nhat cta d6 thi G’ = (V, E\ {e}) ma ciing 12 cay bao trim nhd
nhét clia G. Nghia 13, c6 cay bao tram nhd nhét ciia G khong
chita canh e.



11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

Gido su P dua ra thuat todn tim ciy bao trim nhé nhdt cia dé
thi ¢6 trong s6 nhu sau:

Chia tap dinh clia d6 thj thanh hai phén roi nhau, ta nhan dugc
hai d6 thi con. Tim cdy bao trim nhd nhét cha hai d6 thi con
ndy. Sau dé, chon mot canh c6 trong s6 bé nhat ndi hai cay nay
lai thi ta duge cdy bao trim nhé nhat cia dé thi da cho.

Thuat todn cla Gido su P diing hay sai? Néu sai, hiy cho phan
vi du. '

Doan Thanh nién DPHQG HN 16 chitc dém lira trai tai Hoa Lac.
MSéi chi doan cdm mot trai trén mot Khu dat rong. Tat ca cé n
trai. Méi trai c6 toa do (x, y;), i= 1,2, ..., n. D& cdp dién thap
sang cho céc trai, Ban 8 chitc phai mic day dién tr tram bi¢n
4p ¢6 toa do (xo, y,) néi ti€p 16i cac trai. Hay xay dung giip
Ban t6 chic mot so dé mang dién, sao cho s6 day dién cin
diing 13 it nhat.

Ching minh ring, n€u cy nhi phan day da ¢6 /14 thi:

— S6 dinh trong cha cayla /- 1. |

— Chiéu cao cha cy bing log,l.

Xay dung ciy biéu thitc cho céc biu thic sau day:

a) (A + BY(C - D’E).

DAB-C/I)+(D+EYF-G)-H.

11.11. Xay dung bd ma Huffman cho tap k¥ hi¢u sau:

Ky hiéu a b c d | e f g-

Ténsudt{%) | 21 26 9 8 10 22 4
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