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LOI NOI DAU
Cho xudt ban ldn thi nhit

Tap II hau nhu doéc lap d6i voi tap I, néu khong ké dén
mét s6 khdi niém nhu hodn vi, phép thé, ma trén.. ma mot
déi khi de ¢ép dén. Tuy vdy, v&8 mat ngén ngiz va ki hiéu cia
It thuyét tp hop, t¢p II trung thanh véi tap I.

O day chiing toi khong lam viéc thuyét minh titng chuong,
cae ban doc c¢b thé xem bdn thuyét minh chuong trinh Pai s6
cao cdp clia B Gico duc. Sau méi § cia titng chuong, ban doc
¢6 nhitng bai tap dé, hoge hidu sdu Ui thuyét hon va rén luyén
ki nang tinh todn, hogc hifu réng li thuyét hon, véi mot sé
khai nigm maoi dua vao trong bai idp. Mbi vén dé duge nhéc
lai thi duoe chii thich chuong, tiét, muc cia vdn d? daé duge
dua vao, chdng haen ch V, §3, 2 ¢6 nghia I vén d& dé dé néi
dén ¢ chuong V] tiét 3, muc 2. Néu vdn d& duge nhéc lgi cing
chuong véi vdn d& dang xét thi chi chi thich tiét va muc ;
néu lgi cung tiét thi chi chi thich myc. Trong cing mot tiét,
ede dinh nghia, b8 a8, dinh Ui duoc dinh s6 béng 1, 2, 3.

Cudi cing dé x6y dung mét gido trinh Dgi sé.cao cdp cang
ngay cang tét hon, chiing t6i rdt mong ban doc vui long chi
bdo nhitng thiéu sét hén khéng trénh khéi cia cubn séch néy.
Xin c¢dm on PTS Bui Huy Hién ¢ t6 Dai s6 cia khoa Todn
truong Dai hoc su pham Ha Noi 2 dd c6 nhidu dong gop v@
phan Bai tap.

Ha Noi ngdy 13-1-1972
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LOI NOI DAU
Cheo xuit ban ld4n thda hai

Tuy nhitu lin Nha xudt bdn Gide duc dé nghi chiung téi
cho tdi bdn cuén sich Dai s6 cao cdp tap 11, nhung chiing téi
dd tit chéi vi dd ¢6 cudn Dai s6 va S6 hoc cua gido su Ngé
Thiie Lanh. Nhung trong qué trinh day hec, ching toi thdy
cudn Dai s6 cao cdp tdp Il duoc sinh vién cdc trudsng Pai hoc
Su pham dung dé on thi, con sinh vién céc trubng Cao dding
Su pham lgi diung nhu tai liéu chinh khéa, cho nén ching téi
nhan 19 vdi Nha xudt bdn Gido duc cho in lai cudn sach nay.

Trong cubn sdch tdi bdn chang t6i da lam cde viée sau :

1) Chiza lai moét s6 ching minh hay phat biéu dinh Il cho
ngdn gon hon, hay khong thita.

2} Cho thém $3 trong chuong I, néi so luge vé cdc tién dé
cia Ui thuyét tap hop, moét didu can thiét che ngudi gidng va
ciing can thiét che sinh vién c6 tri to mod khoa hoc.

3) Thém vi du, bai tép vé vanh chinh va vanh Oclit, hai
logi vanh déng vai trd quan trong trong Sé hoc.

Chiing t6i tran trong cam on céc ban dong nghiép da co
nhitng y kién déng gop va Nha xudt bdn Gido duc da nhiéu
lan dé nghi cho tdi bdn. '

Ha N&i. ngay 21-12-1994

HOANG XUAN SINH



CHUONG 1

TAP HOP VA QUAN HE

§1. TAP HOP VA ANH XA

1. Khéi niém tap hop

Nhing vat, nhing déi tuong todn hoc... duge tu tap do mot
tinh chat chung nao dé thanh lap nhiing ¢4p hgp. Day khéng
phai la mot dinh nghia ma la mot hinh &nh true quan cda khaj
niém tap hep. Li thuyét tdp hgp trinh bay & day Ia mat i
thuy&t so cdp thec quan diém ngay tho.

Ngusi ta ndi - Tap hup cae hoc sinh treng mét I6p, tap hop
cac Iéip trong moét truong, tdp hap N cac s6 tu nhién,- tap hgp
Z cic s nguyén, tap hgp Q céde sd hitu ti, tap hdp R cédc s6
thuc, tap hop C cac s6 phic...

Cdc vat trong tap hop X goi la cic phan t cua X. Ki hiéu
* € X doc la "x 1a meot phan t4 cia X' hoac "x thuéc X*. Phu
dinh cia x € X ki hitu la x ¢ X

Ta bdo hai tép hop A va B Ia bdng nhau va viét la A = B
khi va chi khi moi phén ti thuéc A thi thuse B va dao lai,
nghia 12 cdc quan hé x € 4 va « € B la tuong dugng Nhu
vy A = B khi va chi khi ching chia cac phan t¥ y nhu nhau.

2. B phan cua mét tip hop

Dinh nghia 1. Gid s A ve B 4 hai tép hop. Ta ki hisu
A C B quan hé sau day
Vol mot X, x € A kéo theo x & B.



N6i mdt cach khde, quan hé A C B cd nghia 14 moi phan
tu cia A déu thuoc B.

Quan hé A C B la quan hé bao ham, doc la "A chuia trong
B", hoac "B chita A", hoac "A 12 mé6t bo phidn cta B", hodc "A
la mét tap hgp con cda B va ngudi ta cing viét B D A. Phu
dinh cia A C B viét 1a A ¢ B hay B 2 A,

Dinh 1i 1. Quan hé bao ham cé cée tinh chéf sau :

(i) Cac quan hé A C B va B C C kéo theo quan hé A C C.

(i) Muén c6 A = B cdn va du ¢c6 A C Buva B C A

Chitng minh. (i) Ta hay 14y mot phan ti thy y x € A Vi

A C Bnénx € B. Nhung B C € nén x € C. Vay v6i moi x,
x € A kéo theo x € C, tdc la A C C. '

(ii) Hién nhién. B .

Thudng mét bo phan A cia mét tip hop B duge xac dinh
bdi mdt tinh chdt T nao dd, ma moi phéin tl cia tip hop B
théa man tinh chat T s& 1a phan ti cta tip hgp A. Ta ki hiéu
nhu sau '

A ={x e B | x ¢d tinh chat T},

va doc 1A : "A 12 tap hop tdt ci ciac phdn td x € B ma x ¢d
tinh chdt T" . '

Vi du. - Xét tap hop Z cdc sd nguyén va bo phan A cic s
nguyén chan, ta viét

A= {x € Z| x chia hét cho 2 }.

3. Hiéu cua hai tdp hgp

Dinh nghia 2. Cho hai tap hop A va B tiy ¥, tap hop
A-B={x€A|x¢&B]
goi 1a hiéu ciia tap hop A va tép hop B. Néu B C A thi higu

A - B goi la phan bi ctie tap hop B trong tip hop A va con ki
hiéu 13 C,B.



Pinh li 2. Gid su A va B la nhing b6 phén cia mét tap
hap X, thé thi '

D X-(X-A4) =
(i) Céc quan h¢ A C Bva X - B C X - A la tuong duang.

Chitng minh. (i) Tap hop X - (X.- A) gém cdc phan ti x € X
sao cho x & X - A, tdc la gébm cac phan ti x € X sao cho
x € A

(i) Gid stACBVi quan hé x € A kéo theo quan hé x € B,
nén quan hé x ¢ B kéo theo x ¢ A, tic la quan hé x € X - B
kéo theo quan hé x € X - A. Dao lai gastu X~-BCX- A
Th& thi bing H luan tuong tu nhu trén ta cd X - (X - A C
X - (X - B), tic 1a theo (i), A Cc B. ®

4. Tap hgp rdng

Gid st X 1a mot tap hop, X cfmg 12 mot bd phan ca X,
‘diéu d6 cho phép ta xét tap hop @ = X ~ X goi 13 bo phan
rongcia X. x € @ ed nghlalax € X vé x ¢ X. R6 rang khang
cd moét phdn t x ndo ctia X lai ¢d tinh chit dd.

Tap hop X - X = @ khong phu thude vao tap hop X Néi
cdch khdc, ta cd

X - X Y~V védi moi X, Y.

Thue vady, ta ¢d th€ coi X - X vi Y - Y chida cac phén ti
y nhu nhau vi ching ching cd phin t¥ nao ca (xin ding coi
ddy la mot ching minh).

Tap hgp X - X = @ khong phu thudc vao tap hop X, vi U
de dd, ta goi nd la tdp hop réng. Tap hdp nay khéng cd mot
phén td nao ca.

R6 rang ta ¢d 2‘». C X v6i moi t4p hop X va tinh chdt nay
dac trung tdp hop réng.

5. Tép hop mdt, hai phan tur

Gia st x 14 mét vat. Thé thi cd mét tap hop k1 hiéu {x} chi

gom c¢6 mot phén ti 1a.x. Mot tap hop thudc loai d6 goi la t4p
hop mét phén ti.



Bay gio gia sit x vd y 1a hai vat phan biét. Th€& thi ¢d mot
tap hop ki hiéu {x, y} chi gém cd hai phén ti 12 x va y. Mot
tap hop thudc leal dd goi 1a tap hop hai phén t.

Ngudi ta cing dinh nghia nhu vdy tip hop ba bén.. phén
ti. Cdc tdp hop d6 cling voi tap hop réng goi 1a cde tip hop
hitu hgn, con cdc tap hgp khac goi 1a cde t4p hop vé han.

6. Tap hgp cdc b phan cua mot tap hop

Gid st X la mot tap hop, cdc bd phan cia X lap thanh mét
tdp hop ki hieu P (X) va goi 1a tap hop céc b6 phén cia X.
Tap hop nay bao giv cling cd it nhdt mot phdn ti, dé la X

Ta cd th€ ching minh duge rang, néu X 1a mét tap hop hiu
han gébm n phén t& thi PP(X) 12 mét tap hop hitu han gom 2" phdn
td. Nhu vay cdc tap hop @&, P (@), PP (D), PP P ),
PP PP@N), PP PP P@M))... theo thi ty cé 0, 1,
2, 2% = 4, 2* = 16, 2'% = 65536... phan ti. TU tap hop &
ching ta da thanh lap nhitng t4p hop cd nhiéu phdn t¥ dén
muc trong thuc t€ ta khéng dém dudc.

7. Tich dé cdc cua hai tap hop

Giad s x va y 1a hai vat, tif hai vat nay ta thanh lap mot
vat the ba ki hiéu (x, y) va goi la cdp (x, y). Hai cap (x, y) va
{u, v) la bing nhau khi va chi khi x = ¥ va y = v. Dac biét
ta ¢6 fx, y) = (y, x) khi va chi khi x = y, didu nay ndi lén thu
ty ma ta viét haj vat cua moét cap la cén thiét.

Ta c6 thé md rong khai niém cap nhu sau. Gia s& cho ba
vat x, ¥, z, ta dat

x, 5, 2 = (fx, y), 2)
vad gol fx, ¥, z) 1A mot b6 ba Muén cd ‘
(I), yl, z]) = (Il}, yJ” z’,)
cin va du la



Thuc vay fix', y's, 2'3 = f((x", '), z2”') tuong duong vdi
fx', y') = (¥, ¥y va 2’ = 2, vay tuong duong v8i x° = x”,
yi=yh o2 =2 |

Ciing vay, cho bfn vat x, y, z, ¢ ta dat

(x, y, 2, t) = ((x, y, 2), t]
va ta goi (x, ¥, 2, £) la mdt b8 bon.

Dinh nghia 3. Cho hai tap hop X va Y, tip hgp cac cap
{x, y) v0i x € X vay € Y goi la tich dé cdc ciic X va Y va
ki hiéu bing X x Y.

Khdj niém- tich dé cdc cd th€é mé& rong cho trudng hcjp nhidu
tap hop. Néu X, Y, Z, T 12 nhing tap hop, ngudi ta dinh nghia
X XY xZ=XxY) xZ
X XY XZxT=(XxYx2Z)x T.

Cac phn tt cua X X ¥ X Z la cde bd ba {x, y, 2) vii x € X,
y € Y, 2z € Z Cing nhu viy, cde phdn td ¢cla X x Y x Z x T
la cdc bo bon (x, y, 2z, Y véix € X,y € Y,z € Z, t € T. Cudi
cung néu X 1a m¢t tap hogp, ta dat

X2 XXX, X =XxXxX, X =XxXxXxX,..

8. Hop va giao cua hai tap hop
Dinh nghia 4. Gia st X va Y 1a hai tap hgp. Ta goi 1a hgp
cia X va Y tap hgp ki hieu X U Y gdm caec phén t hoac thudc
X hodc thudc Y, nghia ta
z € X U Y tuong duong v6i z € X hoac z € Y.

Ta con cd thé ndi X U Y gém cac phin ti thuéc it nhat
mot trong hai tap hop X va Y.

Dinh nghia 5. Gia st X va Y 12 hai tap hop. Ta goi ia giao
cia X va Y tap hop ki hiéu X U Y gom cdc phan tl vita thude
X via thude Y, nghia la

z € XY tuong duong véi z € X vaiz € Y.

Nguoi ta bao hai tap hop X va Y 1a khéng giao nhau hay
roi nhau khi X N Y = (3, nghia 1a khi X va Y khong ¢ phan
ti chung nao.



‘R3 riang ta cd cac quan hé
XNYcXvaY XUuUYD2DXvay.

Ngoai ra, gid si Z 1a m6t tAp hop tuy ¥, muén cho Z C X
va Z C Y, canvadicédz € X viz € Y véi moi z € Z, nghia
lAazeXnY ticelaZ Cc X NY Nhu vay X N Y 13 tap hgp
l6n nhit trong tdt ca cdc tap hgp Z vita chita trong X via chda
trong Y. Cing vdy, mudn Z chida cd X va Y, cdn va du la Z
chfa X U Y ; nhu thé X U Y la tap hop bé nhit chia ca X
lan Y.

Dinh H 3. Vdi céc tap hop A, B Cuva X tuy v, ta cé

(i) Tinh chdt giao hodn

ANB=5B8BnNnA,
"AUB =B UA
(i) Tinh chGt két hop '
ANMBnCl
AU(BUCIC
(ifi) Tinh chdt phan phéi
ANMUC =AN1B UMANC
AUBNC=AUVE NMAULCL
(iv} Cong thuc D& Modc-gang
X-(AUB =(X~A)nNn({X-B),
X-{ANB)=(X- A U (X - B.

Chitng minh. (i) va (ii) hi€n nhién. Ta hay chitng minh cong
thde thd nhat cda (iii). Gid st x € A N (B U (), didu d6 c6
nghia 12 x € A va x thudc it nhat mét trong hai tap hgp B,
C,ching hanx € B.Vayx € AN B, tdclax € 4 N B) U
(AN ) Dao lai gia st x € (AN BY U AN C), diéu d6 cd
nghia 1a x thudc it nhdt mét trong hai tdp hop A N B, A n C,

ching hanx € AN B, ticlax € Avax € B, vayx € A va
xEBUYUCdoddxe AN (B U ().

Ta ching minh céng thdc thd hai cia (i), Gid st x € A U
U (B N (), diéu dd cd nghia 1a x thudc it nh&t moét trong hai

(AnB)nC
(AU B UC
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tdp hop A, B N C. chang han x € A. Viy x € A U B va
tEAUC ticlax e AUBINAUC. Neux € B n
thitaedx €EBvax e C,ticlax €EAUBvax € AU
viy x € (A U B) N {A U ). Dao lai, gid st x € (A U B)
NA U C), didu d6 cd nghia lax € A U Bvax € AU
x € A U B c¢d nghia la x thudc it nhdt mét trong hai tip hop
A B NEux e Athix € AU (BNC). Neux & A thix € B,

vavix €AUC nnxe C. Vayx€EBNCvidodix € A U
UBNC.

C
N
C

(iv) Gid st x € X - (A U B). Diéu d6 ¢d nghia la x € X
vVix@AUB ticlaxeEXvaxeAvaxgEgB Viyxre X-A
vix € X - B, ticlax € (X- A 0 (X - B). Dao lai gia st
x € (X - A n (X - B), didu d6 cd nghia la x € X ~ 4 va
reX-B,ticlare XvaxE Avax & B. Vaiyx € X va
x &€ AUB, ticlax &€ X~ (AU B). Di véi cong thic thd
hai cta (iv) ta ¢d thé ching minh tuong tu, hodc dp dung céng
thic thd nhdt cta (iv) va dinh I 2 (i) néu A, B C X. Ta xét,
vii A, B C X

AnNBAB

1

(X -(X-A)N(X-(X-B) =
=X- (X~ AU (X~ B)
Viy X-ANB =(X-AUX-B.1

9. Anh xa

Dinh nghia 6. Gia st X va Y 12 hai tip hgp da cho. Mot
anh xg f tit X dén Y la mét quy tdc cho tuong dng vdi méi
phén ti x cda X mét phan t xdc dinh, ki hidu fix} cia ¥. Ta
viét

f
f: X —-Y hay X = Y
x > flx) x w— flx)

Tap hgp X goi la riguiﬁn hay mi&n xéc dinh va tap hop Y
goi 1a dich hay midn gi¢ tri clia anh xa f.

Vi du. 1) Xét tap hop N cdc s8 tu nhién va tap hop Z_ cdc
s nguyén khéng &m nhdé hon mdt sd nguyén dugng da cho m.

11



Vi moi x € N ta hay chia x cho m va duge mdt s6 du ki higu
la fix). S8 fix} thuée Z_. Tudng dng '

x — fix)
xd4c dinh mét d4nh xa .
fiN—-2Z
2) Xét tap hop cde s6 thuc R. Twong ung

I'—'Iz

xdc dinh mot dnh xa tt R dén R.
3) Gia st X = {1, 2}, ¥V = {a, b, c}.
Tuong dng

11—
2+— g

xdc dinh mot 4nh xa tdt X dén Y.
4) Gia st X = Y = {l, 2, 3.
Tuong dng

' 1—3
2—2
3—1

xde dinh mét anh xa ti X dén X.

Qua dinh nghia cua anh xa, ching ta thay ring khai niém
dnh xa 12 khdi niém mé réng cta khdi niém ham s6 ma ta gap
g trudng phd théng. Cac ham s6 ma ta gap 0 trutng ph6 théng
12 nhitng 4nh xa ma nguén va dich la tip hop cdc s6 thue R
hodc nhitng bo phan cua R, va sé fix) tuong ung vai s6 x la
mot bi€u thde dai s hay mat bi€u thic lugng gisc, chdng han :

fx) = 222 —x + 3 hay fix) = Ssinx.

Trong dinh nghia dnh xa ta thdy cac tap hop ngudn va dich
khong nhdt thiét 1a nhithg tap hop s§ va phédn ti ffx) tuodng
Ung v6i x lai cang khéng phai la mét bifu thidc dai s6 hay
lugng gide !

12



Trong Gidi tich ching ta thudng cd nhitng bai toan vé vé

d6 thi cia mot ham sé. O diy ching ta cing hay dinh nghla
dé thi cia mot anh xa.

Pinh nghia 7. Gia 51‘1 f:X —-Y Biphan I’ cla X x Y
gom cac cap (x, fix)) voi x € X goi la d8 thi cia danh xa f.

Nhu vay, cho mét 4nh xa f: X — Y, ta dugc mot bo phan
I cia X x Y ¢6 tinh chdt : vai moi x € X, cd mét va chi mot
cap, ¢ phan tu-thd ohdt 1a x, thuéc I'. Dio lai, choc mét bo
phan T cia X X Y ¢6 tinh chdt d6, thi T cho ta mot anh xa
f:X —Y ma d6 thi 1a T. Cho nén ngudi ta déng nhédt anh
xa f v6i d6 thi cla nd la mot bd phan cua tich dé cde X x Y.

10. Anh va tao anh

Dinh nghia 8. Gia s f : X — Y la mét 4nh xa da cho, x
1a mét phan t& thy y cia X, A 13 moét b phan tay y cla X,
B 12 mét bd phan tuy ¥ cia Y. Th& thi ngudi ta goi :

- fix) 1&4 dnh cua x bdi f hay gid tri cua anh xg f tgi diém x

- fltA) = { y€ Y | tén tai x € A sao cho flx) = y ] la
drnh cia A bdi f

-f'B)={xeX| fx) e B } 1a tgo dnh toan phin cia
B bat f

Dacbxetvmbe Y, f‘({b}) = {xeXI fx) = & }. D&
don gidn ki hiéu ta viét f (6) thay cho f! ({b}) va goi la tao
anh toan phédn cla & bdi £. Mbi phan tir x € £ (b) goi la mat
tao dnh caia & bai f.

Ki hi¢u ffA) 1a mét diéu lam dung vi ffA) chi cé nghia khi
A € X. R6 rang ta cd fI) = G v6i moi f. Ta ching minh dé
dang cic quan hé ;

- A C UfA) voi moi b6 phan A cia X.

- B D fif '(B)) v6i moi bs phan B cia Y.

Nhung ta khong cd quyén, trong cac quan hé 4y, thay cdc
ddu bao ham bang ddu ding thdc. Ching han, trong vi du 2)

13



cta muc 9, néu ldy A = {1} thi ta cd f (fFA) = {-1, 1} va
= {-1, 1} thi ta cd f¢"HBY = {1}.

11. Don 4nh - Toadn anh - Song énh

Pinh nghia 9. Aph xa f: X — Y 12 m6t don dnh néu vdi
moi x, x> € X, quan hé fix} = fix') kéo theo quan hé x = x’
hay x # x' kéo theo fix) = flx') ; hay v8i moi y € Y cd nhiéu
nhit m6t x € X sao cho y = ffx). Ngudai ta con goi mét don 4nh
f: X — Y la mét anh xg mot déi mét.

Vi du. 1) Xét anh xa
f:R-=R
X o
R6 rang f la mot don 4nh, vi néu x va y la nhung 56 thuc
thi quan hé © = 5 kéo theo x = y.
Dang 16 14y R, ta ldy C thi 4nh xa
f:C—=0C
% x> '
khong phai 1 don énh nita, v goi £, &, &, la ba gid tri cla

cdn bac ba cia den vi, ta o6

92=g?=532= 1.

2) Gia s X la mét tap hgp, anh xa
X—-X
X — X

gol 1a dnh xa ddng nhét cia X ki higu I hoac e, Hién nhién
. & don dnh. '
3) Cho X C Y. Anh xa
J:X—=Y
X — jlx) = .
goi 1a don énh chinh tédc tit X dén Y. Ta cd thé cd nhiéu dun

dnh td X d8n Y, nhung don anh j goi la chinh tic vi né dugc
xdy dung mdt cidch tu nhién.

14



Dinh nghia 10. Ta bic mot anh xa f : X — Y la mot foan
anh néu flX) = Y, noi mot cach khac, néu véi moi y € Y cd

it nhdt mét x € X sao cho y = fix). Ngudi ta cobn goi moét toan
anh f : X — Y 1a mét anh xe it X lén Y.

Cdc dnh xa trong cdc vi du 1) va 2) 1a nhitng toan 4nh.

Dinh nghia 11. Ta bio mét 4nh xa f: X —= YA mot song
dnh hay mét danh xa moét ddi mot tic X lén Y néu nd via la

don 4nh vita la todn anh, néi mét cich khae néu vsi moiy € Y
cd mét va chi mot x € X sao cho y = fla).

Chiang han anh xa ddng nhat 1, 12 mot song 4nh voi moi X.
12. Tich .énh xa
Pinh nghia 12. Gia st cho
f:X->Yvag:Y—>»2Z
Anh xa X -2
x — g(fix))
goi 1a tich cia énh xq f va ank xa g, ki hisu gof, hay van tat gf.
Dinh i 4. Gid si cho
f:X—->Y, g:Y—>2Z h:2->T
Thé thi :
higf) = (hg)f.
To bdo phép nhén cic anh xa ¢6 tinh chdt két hop.
Chiing rﬁinh. Ta c6 v6i moi x € X -
(R(gf}) (x) = higfix)) = hig(fix)) =
= (hgifx)) = ((hg)f} ix). B

Do dd ta ki higu hA(gf) = (hg)f bang hgf va goi 1a tich cua
ba 4anh xa f, g, A.

Chi ¥ rdng néu f : X — Y la mot anh xa bat ki thi ta cd
_flx = lyf =f
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Dinh nghia 13. Giast f: X - Y va g : Y — X !a hai anh
xa sao cho .
g = Iyvafg = Iy
Thé thi g goi la mot énh xg nguge cue f.
Tu dinh nghia ta suy ra f cing la mét 4nh xa ngude cua g.

Dinh li sau day cho ta biét khi nao mét anh xa ¢6 énh xa
nguoe.

Dinh 1i 5. Anh xa f: X — Y ¢6 mot anh xa nguge khi va
chi khi f la mot song anh.

Chirng minh. Gia st f ¢6 moét anh xa nguogc g 1 ¥ — X,

Theo dinh nghia 13, ta g

gf = 1y va-fg = 1.
tuic la
. Bffix)) = x v6i moi x
Xét quan hé
fix) = flx’),
ta suy ra x = g (fix)) = g (fix')) =

Vay f 12 mot don anh. Bay git gid sa y 14 mét phan to thy
v cua Y Dat x = g{y) € X trong dang thic fig(y)) = y, ta duge

= ffx). Viay f la mot toan anh.

Dao lai gid st f la mdt song anh. Quy tdc cho tuong idng
vl mdi y € Y phan ti duy nhit cda [ '(y) xéc dinh mot anh
xa g : Y — X va ta thiy ngay .

gf = 1y vafg =1, 1

Nhu vay f: X — Y ¢d mot anh xa ngude khi va chi khi f
1a song dnh, va trong trudng hgp dd ta ¢d mét dnh xa nguge
g : Y — X ctia f xdce dinh bdi

¥y — gyl = x, sao cho fixj =y

Ngoai Anh xa ngude nay, f cén cd anh xa nguge nao khiac
khong ? Ta cd
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Dinh i 6. G st g : Y >Xvag' : Y =X la hai Gnh xq
ngugc eia f : X-— Y. Thé thi g = g’
Chitng minh. Ta co
gf = 1y va fg’' = 1.
T dg
8 =81y=gfg’) = (gflg" = I;g" =g A

Nhu vay néu f : X — Y 6 anh xa nguge thi anh xa nguge
la duy nhét, x4c dinh bai

y = x, v6i x la phan ti duy nhit cta £ Uy).
Do lam dung ngudi ta cing ki hiéu phin tu duy nhat x cua
iy biang () va do dd ngudi ta ki higu anh xa
y = ),
la anh xa nguge cua f, bang £ Vi £ 1a 4nh Xa ngudc cua
1 4 = -1 e
" mén f = (h - Tacd 1,50 = 1, .
Hé qud. Cho hai song énh f: X = Y va g: Y =2Z The
thi gf : X — Z la mét song anh.
Chitng minh. Ta o6
@ 'g) =gt ) et =glg! = gg! =1,
& e = G or = 17 = 1F = 1y
Vay g = gnl o m

1)
3

13. Thu hep va md rong 4nh xa

Dinh nghia 14. Gia st f: X > ¥ la mot d4nh xa va A la
mét bd phan cia X, 4nh xa '
g A=Y
x — glx}) = flx)

goi la céi thu hep cia anh xg f vao 66 phan A va ki higu la
E=F1 ’A » con 4dnh xa f goi 12 c4i md réng cda g trén tép hop

X

2. BSPC-A l '?'



14. Tap hop chi s8

Gia s I la mot tap hop tiy ¥ khdc rdng ma cidc phén tu
duge ki hiéu la o, 8, v....va f 12 mot 4nh xa

f:I—-X
Ta ki higu
fla) = x,
B = Xy
f) = %,

L

Ta bac cic phén td x_, Xy Xy oo thanh lap mét ho nhitng
phan ti ctia X duge ddnh sé béi tap hop I, ki higu la (x,), ¢ p
con tap hop I goi la tap hop chi s8. N&u cac Xps Xgs Xy - la
nhitng tap hop thi ta goi (x,), c ; 1& mdt ho t4p hop dénh 88
bdi tap hop I. N&u cac phén t¥ cta X 1a nhing bo phén cia
mot tap hop E, tdc la ta cd x,, %, x, .. C E, thi ta goi
e e 1 la mot ho nhitng b6 phén cua tiap hop E.

Thuc ra ching ta da th&y viéc danh s trudc day roi. Trong
Giai tich ching ta thudng xét nhing day sd thue u, u,, u, ..
Diéu dé cd nghia 13 ta da ddnh s6 bing cde s6 ty nhién 0, 1,
2, ..

Vi du, Giasul =1{1,2 3}, X=1{a b} vadods
PX)={ @ {alt {b} {ab}} va

fo1 - P
1A = {b}
2+"A, = {a b}
3—A; = {aq b}
Nhu vay ho (A). o, g6m ba tap hdp A, A, A, trong dd

].8 . 2. BsEC-B



15. Hop, giao, tich dé ciac mét ho tap hgp

3 day, ching ta hay md rong cac phép toan hdp, giao, tich
ra mét s6 tiy y nhitng tap hogp.

Dinh nghia 15. Gia st (X ) ., 12 mét ho tap hop. Ta goi

12 hgp cia h¢ 46, va ki higu bang U X, tép hop cdc x sao0
ael

cho x thude it nhdt mot t4p hop cia ho (X)), o,

Dinh nghia 16. Gia sit (X)), c; 1a modt ho tap hop. Ta goi

1a giao cua ho dd, va ki hidw bdng M X_, tap hgp cdc x sac
aef

cho x thude tdt cd cdc tap hgp clia ho Xdaer

Dinh nghia 17. Gia sl (X,), ., la mot ho tap hop va
X = {JX, 1a hop cia ho d6. Ta goi 1a tich dé cée ciia. ho
aef

(Xee; va ki hiéu bang IT X, tap hop cac ho (), e nhing
ae’f

phén tif cia X sao cho x, € X, v8i moi @ € I. N&u cic tap
hop X déu biang mét tap hop A, thi tich dé cac cia ho
X,)ye; g0l 1a lay thia d? cac bac I cia tp hop A va ki hiéu
1a A _

Trong trudng hgp I = {1, 2} ta lai tim thdy hop, giao, tich
dé cdc cda hai tadp hop.

Vi du. 1) Xét ho tap hap (I)nen danh s& bdi cac s6 tu
nhién 0, 1, 2,... vai

I = {0, 1,.., n},

n

th& thi Ul =N
nEN
Ni =1 = {0}
nEN
2) Liy thita dé cac RN la tap hop cac day s6 thuc
(g, tyyey B,
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BAI TAP

1. Xét tap hop (A}, A,,.., A} ma cdc phdn td A, A,,.., A_
12 nhiing tdp hgp. Ching minh cd it nh&t mét tap hop A, khong
chita mdt tdp hgp nao trong cde tdp hop con lai

2. Chifng minh ta ¢d A -~ (A ~ B) = B khi vA chi khi B C A.

3. Giad s X 13 mét t4p hop ¢6 n phén tir va r la mot s6 tu
nhigén, 0 < r € n. Tinh :

a) S6 cac bé phan cia X ed r phén tu.

b) S6 cdc phdn td cta P (X).

4. Bi€u dién hinh hoc cdc tap A x B vdi

a) A={x€R|1<2xg 3

B = R, tap hup cac s6 thuc.

b)A = B = Z, tap hgp cdc s€ nguyén.

5. Bigu dién hinh hoc tap hgp X gém cac di€m (x, y} cda
méat phdng dé cdc c6 dang (x, x) v6i 0 € x < 1 hodic cé dang
{x, x+ 1) véix = 0.

6. Ching minh :

a) AU B = A khi va chi khi B C A.

b) A B = A khi va chi khi A C B.

) AUg¢ = A

d)ANg¢ = ¢ .

7. Tap hop X & bai tap 5) c6 phai la d6 thi cta mét anh
xa tt R dén R ?

8, Tap hop G = {(x, x)el x < 0} U {(x, ®) | x = 0} c6
phai 1a dé thi elia mot anh xa tit R d6n R ? Bi€u dién hinh
hoc tap hdp do.

9. Tap hgp

G={(x,xf_1)leIR,x¢1}
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c6 thé coi nhu dé thi cia mdt anh xa thé nao ? Bisu didn hinh
hoc tdp hgp d6.

10. Gia sit f - X ~ Y |2 mot 4nh xa, A v B 14 hai bo phan
cia X, C v& D 12 hai bo phan cia Y. Ching minh

a) fltA U B) = flA) U ((B).

b) flA N B) C f(A} 0 f/B).

o fFlrcup =flc)urim

) Fiic np) =) n o,

e) fiX - A) D f(X) ~ flA).

0l -0=x-r"o

11, Gid-stt n 1a mot s6 ty nhién cho truéc, fla mét dnh xa
t¥ tap hop cac s tu nhién N dén chink a4 dugc xdc dinh béi

n—knéuk <n
iRy = n+knéuk =

f co phai la don anh, toan énh, song 4nh khong ?

12. Gid st f : X Y vag:Y —Zla hai anh xa va h = gf
12 danh xa tich cta f va g. Ching minh :

a) Néu h la don 4nh thi 7 1a don anh, n€u thém f I3 toan
dnh thi g la don &dnh.

b) N&u h 1a toan 4nh thi g la toan 4nh, néu thém g ta don
anh thi f 1a toan anh.

13. Cho dnh xa f : X — Y. Ching minh f 12 mot don anh khi
va chi khi cd mot 4nh xa g : Y ~» X sao cho gf = Iy (X = @),

14. Cho anh xa f : X — Y. Ching minh f la m&t toan anh
khi va chi khi ¢ mot anh xa g - ¥ —» X sao cho fz = ly .

15. Cho ba dnh xa f: X - Y vag g : U —» X Ching
minh : a) Néu £ 1a don 4nh va fg = fg’, thi g =

b) Neéu v6i moi g, g” ma fg = fg’ kéo theo g = g’, thi f 1a
mét don anh.

16. Choba danh xa f: X - Y va h A" : Y — Z. Ching minh
rang néu f la mét toan anh va hf = Rf thi h = i’ Nguoe lai
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néu vdi moi A, k' ta ¢é hf = h’f kéo theo b = A’ thi f la mot
toan anh.

17. Chiing minh néu ¢d mét song anh td X dén Y va mét
song anh ti X dén Z, thi ¢6 mét song 4nh tit Y dén Z.

18. Chiing minh ring mudn cho mdt bd phén G cha tich dé
cdc X x Y la d6 thi clia mét anh xa tit X dén Y thi cdn va
dd la dnh xa (phép chién) :

G- X
(x, y) — x
la mdt song anh.

19. Gia st A el la mot ho nhiing bd phan cua mdt tip
hop X, B 124 mot tap hop tiy ¥. Chding minh

a) \JA, DA, véi moi a € L
aef

b) MA, CA, véimeiacel

acf .

dBMN{JAY =U BNAY.
P X=¥] a€l _

dBUMAY=NBUAY
acl a EF

) X -(UAy=NE-4)
aef aef

DX-(NA4)=UE-A4).
ac] aef

20. Gia sf_r f:X — Y 1a mit anh xa, A)ae 14 mot ho
nhitng b6 phan cia X, (Bﬁ)ﬁej 12 mét ho nhitng bé phan cia
Y. Chiing minh

ay AU 4 = U fla).

ael ael
b) N A) € N A
ac/t ael

=]
L2



& FU By = U £ By,

gers g’
& (0 By = N By,
e et

21. Cho hai tap hop X va Y. Ta ki hiéu bing Hom (X, Y
tip hop tdt ci cdc 4anh xa t& X dén Y. Ching minh

a) C6é mét song anh t¥ Hom (X, Y) dén Y.

b) N&u Y chi c¢6 hai phéin tit thi cd mét song anh ti
Hom (X, ¥) dén P (X).

¢) T& a) va b) hidy suy ra néu X cd n phén ti, thi P X}
e6 2" phin tu.

§2. QUAN HE

1. Quan hé hai 'ngéi

Trong §1, 9 ching ta da dua vae khdi niém anh xa. Mot
dnh xa f : X — Y cho tuong dng v6i méi phén t& x € X mot
phan tit y = fix) € Y. Nhu vay cdc phan t x, y ¢d mot quan
hé v&i nhau, quan hé d¢ 1a y = frx), hay ndéi mét cach khac,
quan hé d6 1a (x, y) € G, v8i G la d6 thi cta £ Téng quat
hon, ngudi ta nghi dén moét cach ghép cap nhing phan ti cia
X vdi nhiing phan ti cia Y d€ thanh lap mot bé phan cia
X X Y, va goi ciach ghép cap dd la mot quan hé hai ngéi.

Dinh nghia 1. Gia st X va Y 1a nhing tap hgp. Mot quan
hé hai ngéi tit X d€n Y la mdt bé phdn S cia tich dé cac
X X Y. Ta bdo, voi hai phdn tt e € X va b € Y, rdng a cd

H

quan hé S véi b néu va chi néu (g, &) € 8. Ta vist aSh.

D6 thi G clia mdt 4nh xa £: X ~ Y cho ta mét vi du vé
quan hé hai ngéi, v trong trudng hop nay ngudi ta viét b = fla)
chd khéong viét aGb. Mot -d4nh xa cho ta mét quan hé hai ngéi,
nhung déo lai khong duang (81, bai tap 5).
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Nhu vay, mét 4nh xa cho ta modt quan hé hai ngsi dac bist.
Ngodi quan hé hai ngéi quan trong nay, toan hoc c¢dn cé hai
loai quan hé hai ngdi quan trong nita, d6 1a quan hé tusng
dugng va quan hé thid tu.

2. Quan hé trong duong

Dinh nghia 2. Gia s X 12 mét tap hop, S la mat ba phan
cua X X X Th& thi S goi 14 mot quan hé tuong duong trong
X né&u va chi néu cac diéu kién sau day théa man :

1. (Phadn xa) V&i moi @ € X ; aSa. .
2. (D61 xing) Voi moi a, b € X ; néu aSh, thi bSa.
3. (Bac cdu) V&i moi a, b, ¢ € X ; nfu aSb va bSc, thi aSe.

Néu S 1a mdt quan hé tuong duong, thi ngudi ta thudng ki
hiéw § bang ~ va thudng doc aSh (@ ~ b) la "a tuong duong
voi b" ‘

Vi du. 1) Ddu bing thudng ding trong s6 hoc thong thudng
cac s6 thuc 12 mot vi du quen thudc vé quan hé tuong duong.

Trong trudng hdp dé tap hop S 12 dudng thing y = x cha mat
phing dé& cac RZ.

2) Ta %8t quan hé ddng du mod 5 chang han trong sd hoc.
Hai 88 nguyén m, n goi 12 d6ng du mod 5 néu m - n chia hét
cho 5. R6 rang quan hé ndy 1a mét quan hé tuong dudng trong
Z. Ta hay ki hiéu bang Cfi), i = 0, 1, 2, 3, 4 tap hop cac s6
nguyén tuong dudgng véi i

Cli) = {bx+i | x € Z},
4
th& thi moi s6 nguyén thuoc U C(@) va Ci) N CU) = @ véi
i=0
t#j, =0 1,.,4;j=0]1,., 4, Ta sé thidy cac diéu kién
tuong tu nhu vdy cho mét gquan hé tuong duong tay y.

3) Ta xét tap hop X cac vecto trong khéng gian cua Hinh
hoc giai tich. Ta bdo mét vecto a 6 quan hé S véi vecta f# khi-
va chi khi o ciing huéng, cing chidu, cing médun véi 8. Quan
hé S r6 rang 12 mét quan hé tuong duong. Ta cing ki hiéu
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bang C(a) tap houp cdc vectd tuong ducng v6i @, thé thi Cla)
ching qua la mdt vects tu do.

Dinh nghia 3. Gia st S la mot quan hé tuogng dvang trong
X va a € X Tap hgp

Cla) = {x € X | xSa)} .
goi 1a iop tuong duong cie a d6i voi quan hé tuong duong 8.
Vi S la phan xa nén a € C(a).
Ta thdy tdc khic rang C(a) cd cdc tinh chit sau :

(i) Cla; # @.
(i) x, ¥ € Cfe) kéo theo xSy.
{iii) x € Cla) va ySx kéo theo y € Cfa).

Bd d& 1. Vdi hai phiin ti bt ki a via b, ta déu 6 hoac
Cla) N Cib) = @ hode Cla} = C(b).

Chitng mink. Gid su Cla) N Cb) # . Ta sé& chiing minh
Cla) = C(b). Goi ¢ la mét diém thude Cla) N Crb). Ta cd cSa
va ¢8b, va do tinh chdt d6i xding va bic cdu, nén ¢ € CH).
Do dé véi moi x € Cfa), tic & véi moi x tuong duong véi q,
ta déu c6 x € Cb), tic 1a Claj C C(b)' Tuong tu, ta ching
minh C(b) C Cra). Vay, ta co Cfa) = -C(b). A

Tt b6 dé trén ta suy ra ngay C(x} = Cfe} vdi moi x € Cla).

Dinh nghia 4. Ta bdo ta thyc hién mét sy chia i6p trén
mét tap hop X khi ta chia nd thanh nhimg bo phan 4, B, C,...
khic @, rdi nhau ting d6i mot, sac cho moi phén tr cta X
thuéec mét trong cac bd phin dé.

Dinh li 1. Gid sz X l&a mot tap hop, S la mot quan hé
tuong duong trong X. The thi cdéc lop tuang duong phan biét
cia X doi vei S thanh Ic‘zp mét su chia [dp trén X

Chitng minh. That vay, voi moi x € X, ta ¢d x € Cfxj. Con
hai ldp tuong. duong phan biét la rdi nhau thi do Bé dé 1. B
Nhu vdy cho mét quan hé tuong duong S trong mot tap
hgp X, ta duuc mét sy chia lap tréen X, d6 12 viée chia X

thanh céc ldp tuong duong. Dinh H sau day cho ta thdy dao
lai cGng ding.
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Dinh li 2. Gid sz fa co mét sy chia lop trén mot tép hap
X va A, B, C.. Ila cic b6 phan ctia X do su chio lop. Thé thi
c6 mot quan hé tuong duong duy nhdt S trong X sao cho cdc
ldp tuong duong cua X déi véi S la cdc 66 phan A, B, C,..

Viéc ching minh dinh I trén, xin danhk cho déc gia, xem
nhu bai tap.

Dinh nghia 5. Gia st X la mot tap hop, S 12 mot quan hé
tuong duong trong X. Tap hgp cdc l6p tuong duong phan bist
cia X d6i voi S goi 1a tdp hop thuong cie X trén quan hé
tuong duong S va duge ki hisu la X/S.

Vi du. Xét quan hé déng du mod n trong S8 hoc (n la mot
s6 nguyén duong cho truge). Hai s8 nguyén x, y goi 14 déng du
mod n néu x - y la bdi clia n. Rd6 rang quan hé nay la mét
quan hé tuong duang trong Z. Tap hgp thuong cua Z irén guan
hé dong du mod n co n ldp tuang duong :

Cro), Cf1j,.. , Cin-1)

vai Cliy={nx+i|xeZyi=201,.,n -1

3. Quan hé thir tu

Binh nghia 6. Gia st X 1a mot tip hop, S 12 mot bo
phan cua X x X Thé& thi § duge goi 14 mot quan hé thu tu
trong X (hay ngudi ta cdn goi S 14 mét quan hé thi ty giva
cdc phén ti cia X} néu va chi néu cdc diéu kién sau day
thoa min

1. (Phan xa) Vdi moi ¢ € X : aSa

2. {Phan d6i xding) Vi moi a, b E_X: néu aSh va bSa, thi
“a = b, '

3. (Bac cau) Vai moi a, b, ¢ € X, néu aSh va bSe, thi aSe.

Ngusi ta bac mot tap hop X la sép the ty néu trong X cd
mét quan hé thd tu.

Vi du. 1) Quan hé < trong tap hgp cdc s8 tu nhién N |4
mdt quan hé thd ty.
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_ 2) Quan hé chia hét trong N : nguti ta ki hidu a{b va doc
"a chia hét b".

3) Quan hé bao ham C gida cdc bd phan cla mot tdp hgp X

Trong vi du 1), véi a va b tuy ¥ ta luén céd a € b hodc
b = a. Nguﬁi ta goi mot quan hé thd ty nhu vay la toan phin.
Trong vi du 2) khéng phai ta iudn luén ¢d a|b hoic bla véi g,
b thy y, chang han vé6i e = 2 vd & = 3. Didu d6 ciung x4y ra
véi vi du 3). Ngudi ta bdo | v& C ]1a nhitng quan hé thd ty
bo phan.

Né&u S 1a mot quan hé thd ty trong X, thi ngudi ta thudng
ki hiéu & bang =< (bat chudc ki hiéu quan hé thd tu théng
thudng cla sf nguyén hay sd thuc) va doc a € & 12 "z bé hon
b". Ngudi ta coi & 2 a la déng nghia véi ¢ < 6 va doc ta "b
Ién hon a”. Nguoi ta con vigt ¢ < b (hay b > a) quan hé
"a £ b vaa # b" va doc 14 "a thuc su bé hon b" hay "b thuc
sy 1dn hon a”

Dinh nghia 7. Giad st X 1a mot tap hop sip thd tu. Mot
phidn ti a € X goi la phén t t5i tiéu {phan ti téi dai) clua X
néu quan hé x < g (x = a) kéo theo x = a.

Vi du. 1) Trong tap hop cdc s6 tu nhién thuc su lén hon 1,
sdp thd tu thes quan hé | . (quan hé chia hé&t), cidc phan t t6i
tiu 1a cdc s6 nguyén to.

2) Trong tap hop cac hé vecto doc lap tuyén tinh cta khéng
gian vecto R" sdp thd tu theo quan hé bao ham C, cdc hé
vectd gdm n vectd la té81 dai.

3) Tap hop cac s6 thuc, v6i quan hé thd tu thong thudng,
khong co phédn tl t6i dai cing khong co phdn tu tdi ticu.
Dinh nghia 8. Gia st X la mét tap hop sdp thu tu. Mat

phdn td ¢ € X goi la phan ti bé nhdt (phan ti 1dn nhit) cla
X néu vii moix € X, tacda € x { x £ a)

Né&u mét tap hop X sap thi tu cd mot phan t@ bé nhit ¢
thi a la phan ti bé nhdt duy nh&t. That vay gid su cd b 1a
phan td bé nhit, ta suy raa € b via b € a, tic la ¢ = b.
Ciang nhan xét nhu vay ddi véi phdn td ldn nhéit.
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Vi du. 1) Tap hop cdc s6 tu nhién sdp thd tu theo guan hé
| ¢ phén ti bé nhat la 1 va phén t& 16n nhit la 0. Néu sép
~thd ty theo quan hé thu ty théng thudng, tip hop cic s6 tu
nhién cd phan ti bé nhdt la 0 va khéng cd phén td lgn nhat.

2) Gid s X 12 mot bo phan khdc réng ciua P (E), tap hop
cdc b phén cia moét tip hop E. N&u X cd phan td bé nhét A
(16n nh&t) d6i v&i quan hé bao ham, thi A ching qua 1a giao
(hgp) ctta cic tap hgp thude X. Do lai, n&u giao (hgp) cac tap
hop cia X lai thudc X, thi d6 12 phan ti bé nh&t (1dn nhat)
cua X. Dac biét, & 14 phédn td bé nhat va E 1a phén ti 16n
nhit ctua P(E). -

3) Tap hgp cic s3 thue, v6i quan hé thd ty théng thudng,
khong cd phén ti bé nhdt cing khong <d phén ti 16n nhit.

Dinh nghia 9. Ta bdo mét tap hop X la sép thit tu 6t néu
nd la sap thd tu vAd néu moi bs phan khic réng clia X ¢6 mot
phan ti bé nhit.

Vi du. Tap hdp cac sé tu nhign N véi thd tu théng thudng
la sdp thu ty tét.

BAI TAP
1. Giad stt f: X — Y 12 m6t dnh xa, S la b6 phan cla X x X
gém cde cap fx, x') sao cho flx) = f(x’). '
a) Chiing minh 8§ 1a mo6t quan hé tudng duong trong X.

b} Xét tap hop thuoang X/S vaA danh xa
p: X-—+X/8
x — Clx).

Chung minh cd moét anh xa duy nhdt 7 . X/S — Y sao cho
bi€u dé sau la giao hoan

X re——Y

p> F
X/S

nghia la f = Fp.
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¢) Ching mink f la don dnh va trong trudng hop f la toan
anh thi 712 song 4nh.

2. Xét tap hop cac s§ nguyén Z va tap hgp N° cac s6 ty
nhién khac 0. Goi § la quan hé trong Z x N* xdac dinh bsi

_ (@, &) S f{c, dj khi va chi khi ad = be.

Ching minh S 14 mét quan hé tuong duong.

3. Gia st S la mét quan hé hai ngéi xac dinh trong tap hop
cac s& nguyén Z boi cic cap (x, y} v6i x, y nguyén va x + y lé.

Ching minh : '

a) S khéng phai l1a d3 thi ctia moét 4nh xa tit Z dén Z.

b) § khéng phai la mét quan hé tuong duong.

¢) S khong phai la mot quan he thyd tu.

d) Néu déi gia thist mot chit bing cach cho x + y chan, thi

th& nao ?

4. Gia s X 14 mot tap hop vad T la mét quan hé hai ngdi
phan xa, déi xing trong X. Ta hay xac dinh mét quan hé hai
ngdi S trong X nhu sau : xSy khi va chi khi ¢d x; = z, x,,..,,
x, = ¥ sao cho xTx,, x,Tx,,... , x| Tx . Ching minh

a} § 1a mdt quan hé tuong dugng va T C §.

b} V6i moi quan hé tuong ducng H sao cho 7 C H thi § C H.

5. Xét quan hé hai ngéi trong tap hop cac s6 thuc R xac
dinh bdi tap hop X (81, bai tap 5).

a) Hay bd sung X d€ cd mét quan hé hai ngdi phan xa, doi
xing T (t4t nhién b8 sung it nhat !). Bidu dién hinh hoc T.

b} Cé T, hdy xay dung quan hé tuong duong S nhu baj tip
4). Bi€u dién hinh hoc S.

6. Gia si X 12 tap hop cac ham s6 kha vi xdc dinh trén tap
hop cédc s6 thyec R Gia si S la quan hé xac dinh bdi ySz khi
va chi khi dy/dx = dz/dx vdi mei x € R. § ¢ phai la quan
hé tuong duong khdng ?
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7. Cho X la khong gian ba chiéu théng thudng va O 1a mot
di€m cd dinh cua X. Trong X ta xdac dinh quan hé S nhu sau :

PSP’ khi va chi khi O, P, P’ thing hang.

a) S cé phai la quan hé tuong duong trong X khong ?

b) S ¢ phai 1a quan hé tuong duong trong X ~ {Q} khéng?
N&u phai, x4c dinh cac lop tuong duang.

8. Gia st X 1a mdt fap hop va S 1a mot quan hé thy ty
trong X. Ching minh rang quan hé T trong X =xac dinh bdi
aTb khi va chi khi bSa cing la mét quan hé thi tu trong X.

9. Gid st X 12 moét tap hop vAd S lA moét quan hé tuong
duong trong X. Ching minh § khong phai 14 mét quan hé thu
ty. :

10. Xét tap hop X = N" (n = 1), véi N la tap hdp cdc sb
tu nhién. Trong X ta xac dlnh quan hé S nhu sau :

(a,.., a S, b,) khi va chi khi (a,, .., a) = 1{b,, .., bn)
hoac ¢6 mét chi s6 i (i = 1,2,... , n) sao cho a = b, .,
a_, =b a, < b,

-}
Chung minh § 13 m¢t quan hé thid ty toin phén.

11. Gid sit f 14 mét don anh t& mot tdp hop X dén tap hop
cde s6 ty nhién N vA § 14 mét quan hé trong X xac dinh nhu
sau

xSx’ khi va chi khi flx) s flx?)
Ching mink S 14 mot quan hé thd tu toan phan.

12. Cho hai tap hop X va Y. Goi @ (X, ) 14 tap hap cac
a&nh xa tit cdc bo phan cta X dén Y, nghia la néu f € ¢ (X 1)
thi / 1a mot anh xa ¢ nguén ]a mot bd phan cia X va e dich
ia Y. Xét quan hé S trong & (X, ¥) xdc dinh nhu sau :

fSg khi va chi khi g 12 md rong cia anh xa f.

a) Chuing minh S la mét quan hé thid tu.

b) Tim cdc phdn td t6i tidu, t6i dai, bé hhat, 16n nhidt cda

® (X, Y) dai v6i S,
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13. Ching minh néu ¢ la phan tu bé nhit {I6n nhit) cia
mbt tap hop X d6i vai mot quan hé tha tu S, thi a la phéan
ta t8i ti€u (181 dai) duy nhdt cua X.

14. Ching minh n&u X sip thd ty tét thi X sap thd ty toan
phén.

15. Ching minh cdc tap hgp trong -cdc bai tap 10) va 11)
la sap thd tu tét.

§3. SO LUQC VEKCAC TIEN DE
CUA Li THUYET TAP HQP

1. M¢é dau

Nhu ta ¢a ndi ¢ ddu chuong, l thuyét tip hop ma ta di
trinh bay 14 mot i thuyét so cdp theo quan di€ém ngay tho.
Bay gid ching ta hiy giéi thiéu so luge cac tién dé cia li thuyét
tap hop. Ban doc mudn tim hi€u ki ¢6 thé tham khac nhiéu
sach, chdng han “Li thuyét tip hgp" cia Bourbaki.

2. Khai niém nguyén thuy

Chiing ta khéng dinh nghia chit t¢p hgp : ta goi nd la khai
niém nguyén thuy. Khai niém thudc vao, duge ki hidu nhu ta -
da biét bang €, cing la moét khai niém nguyén thay.

Tuy hai khai niém tap hop va thudc vao khoéng duge dinh
nghia, nhung ching ta lai ty 4n dinh cac quy tac ; diéu gi ta
cd thé lam duge va didu gi ta khéng thé lam duogc véi hai khai
niém dd. Dd ia bay tién dé cia Zermelo - Fraenkel, ma ching
ta thém vao cai thd tam, tién dé chon.

Thec truyén théng, cdac tién d& ddé duge cho dudi tén va tha
td sau : tién dé qudng #inh, tién dé tuyén lye (hay con goi
tien dé néi ham, hay tién dé chi ré, hay tién dé tdch), tién dé
cdp, tien dé hop, tién dé tgp hop cdc b¢ phdn, tién dé vo han
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thay tién d& cdc sé tu nhién), tien dé chon va cudi citng la tién
dé thay thé. Tién dé cudi cung con goi 12 tién dé thay ché chi
tham dy vao 1i thuyét tap hop khi dua vao khdi niém quy nap
siéu han va s6 hoc thi tu. Tién dé d6 duge Fraenkel dua vao
nam 1922. Heé thang tién d& (khong cd tién dé chon) thanh lap
li thuyét tap hop cia Zermelo - Fraenkel. Mot vai trong cac
tién dé dd ndi lén nhitng tinh chdt it nhiéu hi€n nhién khi ta
phat bigu ching trong ngén ngit théng thudng.

Trudc hét ching ta hay xdc dinh thé nao la mdt van ban
todn hoc. Bang cac chit (1¢n, nhdé, la tinh, hi lap, v.v..), cdc ki
hiéu cua logic kinh di&n, hai ki hitu € va ‘=, va cdc diu ngoic,
ching ta cd thé vi6t bdt ki van ban toan hoc ndo (ma ching
ta clng goi la cong thitc, phat bidu, ménh d@, khing dinh, v.v..)
cia i thuyét tap hop.

Chiéng ta s& goi 13 phat bifu toan hoc hinh thidc cdi ma ta
dudc bang cach dp dung cac quy téc sau :

1" x € y, A = B, trong d6 x, y, A, B la nhitng chir tuy v,
1a nhirng phat bi€u. Cdc phat bi€u d6 goi la nhitng cong thde
so cdp hay nguyén fi.

2°) Néu P va Q da 1a nhitng phat bi€u, th& thi

(p), P A Q, P ve),EP—-Q),P<Q
la nhéng phat bidu.

3%) Néu P la mot phat bigu, thé thi (3 x) (P(x)), (¥x) (P(x))
la nhitng phé4t bigu.

3. Tién dé quang tinh
(VA)IVB)[A = B « (Vx)(x € A & x € B)]

Tryc gidc, diéu dd mudn ndi mét tap hop hoan toan dudc
xdc-dinh béi cdc phan ti cla né ; hai tap hop A va B bing
nhau né€u va chi néu moi phén ti cia A 13 phin ti cia B va
ngude lai.

Chit § : ~ Gia sit X, A, B 1a nhitng tap hgp. Ching ta da
ndi ring quan hé X € A doc 1a X thude A, hay X I1a mét phidn
ti cia tap hop A. Théng thudng ngudi ta hay vist quan hé d¢d
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duéi dang x € A, nhung dd chi ]a mét su lam dung cach viét
trong khi x 12 mot tdp hop cing nhu A, :

4. Tién d& tuyén lya hay ndi ham
(VA) (3B)}{(¥x)[x € A A P(x)) «»x € B}

True gidc, diéu dd cd nghia cho mot cong thic P(x) trén mot
tdp hop bién x, tén tai mot t4p hop B, ma cdc phdn ti la céc
phén ti cda A, cd tinh chdt P(x) (nghia la lam cho cong thic
P{x) dding). Tap hop B lac d6 duge xde dinh duy nhit béi tién
dé quang tinh. Trudc khi phat biéu tién dé tuyén lya dudi dang
da cho, nhiéu nha todn hoc da nghi rdng chi cdn mét cong thitc
la di d& xdc dinh mét tap hop :

{x | P(x)} 4.1)
12 tap hop cac vat lam cho cong thuc P(x) ding.

Nam 1901 Bertrand Russel khim pha ngudi ta c6 thé suy
ra mot mau thudn tit (4.1) bing cdch xét cdc vat khéng thude
chinh nd. That v4y, xét cong thiec x ¢ x. Khi dé ching ta
mudn xét tip hgp cdc tap hgp khéng thude chinh né. Gia si
t&p hop dd tén tai. Vay ta cé thé vidt

. (3 BHVx)}(x € B «&+x & x)
L&y x = B, ta di dén cdng thic :
BeBe«B¢B.

Vé mat lich su, chinh nghich 1i d¢ da dAn tdi céng thic hien
nay cua tién dé tuyén lya.

Nghich i B. Russel dua trén céng thic x € x, dua ching
ta t4i dinh 1i sau day . .

Dinh i 1 - Khéng ton tai t¢p hap ma edc vat cia né la
cic tap hop.

Chitng minh. That vdy, gid st mot tap hop A nhu vy tén
tai. Theo tién dé tuyén lua, ta cd th€ xdc dinh tip hop B héi :

B={xeA|x &z

Theo dinh nghia cia A, t8p hgp B Ia mét phdn ti cta A
Thé thi ta cd B € B n&u va chi néu B ¢ B, diéu nay mau
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thuin vl P va |P khong thé déng thdi ding (nguyén tic khéng
mau thuén).B '

Ta vita thiy ki hiéu dang (4.1) khéng nhdt thigt chi ra mot
tap hop. Nhung ki hiéu dd lai r&t tién. D& sita chita bt tién
d6, ta dua vao mét tit nguyén thiy mdi, dd 1a khdi niém Idp.
Ching ta sé bao (4.1) ki hiéu 16p cdc tdp hgp x théa man tinh
chdt P(x). Vi du :

{x] x = x}

la lop tdt cé cée tap hop. Lic dd ta sé ndi dén ldp cdc nhdm,
I6p céc hhong gian vecto trén moét truomg.

5. Tién dé cap
(Va) (¥b) (A c) (¥x) [x €Ec e (x = aVx =b)

Truc gidc diéu dd cd nghia cho hai tap hgp a vad b cd mot
tap hop ¢ c6 phén ti 1&a a vd b va chi ching. Tap hgp dd 1a
duy nh4t theo tién dé quang tinh.

Pinh nghia 1 - Gia si a va b 12 hai tap hgp. Ta goi 12
cap (khong xép thd ty) thanh lap bdi a va b, tap hop ki hiéu
{a, b} xdc dinh bdi tién d& cap. Ngudi ta goi 13 don ti thanh
iap boi tap hop a, t4p hop {2, a} = {a} chi c6 tap hop a 12
phan ti duy nhéit.

Dinh nghia 2 - Gi& s a2 va b la hai tap hop.. Ta goi la
cGp sép thi ty cia a (ddng th¢ nhat) va cGa b (ddng thd hai),
cip thanh lap béi don t& {a} va eap {a, b}. Cap d¢ ki hiéu :

(a, b) = { {a}, {3, b} }

6. Tién dé hop

(VA @B (Vx)[x e B3 C)((Ce A Arxe )]

Truc gise, diéu cd nghia cho mét tap hgp A ma cac phédn tu
gém nhiing tap hop ki hiéu C, c6 mot tap hop B ma cédc phén
td 13 céc tap hop thude vio mdt trong céc tap hgp C cta bo
(= tap hop) A. Tap hop dé la duy nh4t theo tién d& quang tinh
va goi 12 hop cha cdc tap hop cia b A va ki hidu

UC hay UA hay U {C | C € A}
CEA
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7. Tién dé tap hgp céc bd phén
(VA) (3 BY{YVX)(X € B~X Cc A
Tryc gide cd nghia cho mét tap hgp A, c¢é mot tap hgp B
ma cdc phdn td 12 cdc by phan cia A. T4p hop do la duy nhét

theo tién dé quang tinh va goi 1a tdp hop cdc b6 phén cie tap
hop A, ki higu P {A).

8. Tién dé& chon

VDI =g) (VvieLX @) - X, = @)1
i €1
Tryc gidc diéu d6 e6 nghia né&u (X, iy 12 mét ho khong réng
(I # &) nhitng tdp hop khéng réng, thé thi tich Descartes cia
ho d¢ 1a mét tap hop khéng r5ng

Diéu dd ciing cd nghla ring moi ho khong réng (X
nhing tap hop khéng réng cé mot ham chon, nghia 12 mot anh
xg p xac dinh trong I sao cho véi moi i € I, p(i) € X,

Paul J. Cohen da ching minh ring tién d8 chon 13 dac lap
déi vai cac tién dé cla I thuyst Zermelo — Fraenkel. Trude dd
Gddel da ching minh néu M thuyst tap hop cia Zermelo -
Fraenkel la khong m4u thudin, né sé khong mau thuin né&u ta
thém vao tién dé chon.

Trong bai gidng Dai s6, ching ta hay dung b3 dé Zorn va
dinh i Zermelo (thit ty t6t). Tién dé chon tuong duong vdi cac
phat bigu dd.

B3 dé Zorn - Moi tip hop E khong réng s&p thi tu quy
nap cé it nhét mot phan t 6i dai.

Dinh li Zermelo - Moi tip hop c¢o thé sdp thi tu (6t

‘9. Tién d& vé han

Dinh nghia 3 - Véi moi tap hagp x, ta goi & céi k€ tiép
cia x, tdp hop c6 cdc phdn ti )a cac phén t¥ cda x va tap
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hop x. Vay dd la hop cda tap hogp x va don ti {x}. Nd dugc
ki higu x* :
x* = x U {x}.
Vai ki higdu dé, ta cd
1 =0 2=1%3=2".

vi 0=02,1={0hL2={0 {D }}.-
' Theo cdch xay dung trén, moi s6 ty nhién déu cd thé viét
tudng minh, Vin dé dat ra 13 cd t6n tai moét tdp hop chida tat
cA céc s6 tu nhién dd ? Tién dé v6 han sé tra 13 cdu héi do.

Tién dé vé hen 13 nhu sau :

FA[TEAANNXEA=X € A)] _

Trie gide didu dd cd nghia tén tai mot tdp hop chda Q) va
chita cai k& tiép cla mébi phén ti clia nd.

Ta ¢é thé d& dang chding minh dinh }i sau day :

Dijnh i 2 - C6 mét tép hop bé nhét, ki hiéu N, ¢é cac tinh
chdt sau

(i) & € N,
(ii) Véi moi x € N, x* € N.
Tap hap N goi 12 t8p hop cdc s tu nhién.

10, Tién dé thay thé

f(vx) 3Y) (Vy) ((x € A) A S{x, y) =y € Y)]

= [(3 B)¥y)y € B <=(3 x}x € A A 8(x, y)]

N6i mét cach khde, gid sit S(x, y) 12 mét phat bifu phu
thuoe hai bién x va y va A la modt tap hop. Ta gid st vdi moi
x € A, 16p {y | S(x, y)} 1a mot tap hop. Thé thi tén tai mot
tap hop chia ding cédc phén ti y sao cho S(x, y) la ding voi
it nhdt mot x € A. g

Tien dé nay duge st dung khi ta dua vao khdi niém quy
nap siéu han va s6 thi ty.
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CHUONG I

NUA NHOM VA NHOM

§1. NUA NHOM

1. Phép todn hai ngdi

Lam Dai s6, chd y&u 1a ¢tink todn ma vi du di€n hinh 13 bén
phép todan cia S8 hoc sg cfp. Thuc chdt ma ndi, 1am mét phép
todn dai s6 trén hai phén t& ¢, b cla cing mot tap hgp X la
cho tuong tUng vdi cip (o, ) mot phdn tit xdc dinh ciéa tap
hgp X. Noi mot cich khdac, cho mot phép todn dai s8 la cho
mét dnh xa t X x X dén X,

Dinh nghia 1. Ta goi 1a phép todn hai ngéi (hay con goi
tit 13 phép toan) trong mot tap hop X mot anh xa ftd X x X
dén X. Gia tri f (x, y) cta f tai (x, y) goi la cai hop thanh cia
X vey. .

Cai hop thanh cia x va y thudng duge ki hiéu bing cich
vi€t x va y theo mot thd ty nhdt dinh v4i mot ddu dac trung
cho phép todn dat gita %, y. Trong cdc ddu ma ngudi ta hay
ding t6i nhiu nhdt, 1a cdc ddu + va . ; d6i vdi ddu . ngudi
ta thudng quy uée béd di ; véi cdc ddu dd, cii hgp thanh cua
x vd y duge viét x + y, x . y hay xy. Mot phép toan hai ngdi
ki higu bing dfu + goi 1a phép céng, cai hop thanh x + y lic
d6 goi la ¢6ng cla x va y ; mot phép todn hai ngdi ki hisu
bang ddu . goi 14 phép nhén,cdi hop thanh x . y hay xy lic d¢
goi 1a tich cia x va y. Ngudi ta con ding cdc ki hisu x o ¥,
x*+y xTy x 1 y. &€ chl cdi hop thanh clia x va y.
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Vi du : 1) Trong tap hgp N cde s6 ty nhién, phép cong,
phép nhin la nhing phép todn hai ngdi ; cdi hgp thanh cua x
€ N va y € N bdi cac phép todn d6 ki hiéu theo thd tu bing
x + y, xy. Phép hgp thanh x”, 12 mdt phép todn 2 ngéi trong
tap N° = N-{0}.

2) Phép tri khong phéi la moét phép. todn hai ngéi trong N,
nhung 12 mot phép toan hai ngdi trong tap hgp Z cde sd nguyén.

3) Tich anh xa ia m{t phép toan hai ngéi trong tdp hop cdc
énh xa tit mét tap hop X dén chinh nd.

4) Tich ngoai edc vecto o A B ctia Hinh hoc giadi tich la mét
phép todn hai ngéi trong tap hdp cdc vecto c¢d cling mot d1é’m
g6c O cta khong gian 3 chiéu thong thudng.

5) Tich ma tran la mdt phép todn hai ngbdi trong tép hop
cdc ma tran vudng cp n.

Sau day, trong céc l{ luan tdng qu4t, ta sé viét cdi hgp thanh
clia x va y la xy, n8u khoéng cd lf do nao khifn ta phai viét khac.

Dinh nghia 2. M6t bé phin A cia X goi la dn dinh (d6i
vai phép toan hai ngdi trong X} néu va chl néu xy € A véi
megi x, y € A

Phép todn hai ngéi * xdc dinh trong bd phén &n dinh A badi
quan he x * y = xy voi moi x, y € A goi 14 cdi thu hep vio
A cua phép toan hai ngdi trong X. Ngudi ta cdn ndi rang = la
phép toan cdm sinh trén A bdi phép todn . cia X. Ngudi ta
thudng ki hiéu phép todn cam sinh nhu phép todn cta X

Dinh nghia 3. Mot phép todn hai ngéi trong mot tap hop
X goi 12 k&t hop néu va chl néu ta cd

xylz=x1(yz
véi moi 1, y, 2 € X ; 14 giao hodn n&u va chi néu ta co
' xy = yx

vii moi x, y € X.

Phép cdng va phép nhan trong tép hogp cdc s6 ty nhién N
la ké&t hgp, giao hodn ; nhung phép mi hda khoéng ké&t hgp
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24hY = 21, ciing khong giao hoan : 2! = 12 Tich anh xa trong .
vi du 3) la két hop, khéng giao hodn (néu X c¢é nhiéu hon mot
phan ti).

Dinh nghia 4. Gia st da cho mat phép toan hai ngéi trong
moét t4p hop X. Mot phan td e cia X goi 1a mét don vi trdi
cia phép todn hai ngdi néu va chi néu

ex = x

vdi moi x € X. Tuong ty, mét phdn ti e cta X goi la mot don
vi phdi cta phép toan hai ngdi néu va chi néu

xXe = x

voi moi x € X, Trong trudng hop moét phan ti ¢ cia X vira la
mot don vi trai vita ]1a moét don vi phai, thi e goi la mot don vi,
hodc mot phén ti trung lap cua phép toan hai ngdi.

Trong vi du 1) s& 0 la phan tir trung lap cia phép cong, s6
1 1a phén td trung lap cia phép nhan va la don vi phai cua
phép mu hga. Trong vi du 3), 4nh xa déng nhit |2 phan tu
trung lap. Tich ngoai cdc vecto trong vi du 4) khéng cd don vi
trai cing khong cd don vi phai.

Dinh li 1. Néu mot phép todn hai ngéi trong mot tap hop
X ¢6 mot don v tréi e’ va mot don vi phdi e, thi ¢ = e’

Chitng minh. Xét tich e’e” trong X. Vi-e’ 1a don vi trai nén
e’e” = e”. Mat khdc, vi e” la don vi phai nén e%e” = ¢ Ta
suy ra e’ = e”.

Mot hé qua 'tic khac la _
Hé qua. Mot phép todan hai-ngéi cé nhidu nhdt mot phin
tu trung lap.

2. Nva nhém

Pinh nghia 5. Ta goi Ia nita nhém mot tap hgp X cing voi
mot phép todn hai ngoi két hop da cho trong X. Mot n¥a nhom
cd phdn tu trung lap goi 12 mét vi nhom. Mot nda nhom la
giao hodn néu phép todn cua né la giao hoan.

Cac vi du 1) (trit phép mu hda), 3, 5) trong ! la nhiing vi
du vé nita nhom, va hon nita vi nhém. Moi bd phan 8n dinb
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A cta mot nita nhom X cling véi phép toan cdm sinh trén A
la mdt nira nhdm goi la nia nhém con cia nia ahém X,

Trong moét nita nhém X, ngudi ta ki hidu gid tri chung ctua
hai v& cia ding thidc
(xylz = x(yz)
bang ki hiéu duy nhat xyz, goi la tich cia ba phén ti x, y, z lay
theo thé tu dé. Cang nhu vay, ta dat
' xyzt = (xyzlt
va goi ia tich cta bdn phin td x, y, z, t 14y theo thd ty dé. Mot
cach tdng quat.
X Xy X, = (x, BUE T -
va goi 1a tich cta n phan b Xy, s X .
Tinh chdt chinh c@a cdc phép todn hai ngéi két hop la dinh
li sau day :

Dinh li 2 (dinh li két hop). Gid st x;, x5, ., Xy fa 1 m =z 3

3

phan ti (phan biét hay khong) ciia mot nita nhom X, thé thi
XXy e Xy = @y e X)X xj) (Jcm.+l - X,)

Chitng minh. Vi X 1a mot ntta nhém nén ménh dé la dung
v6i n = 3. Ta gid sit ménh dé la ding cho % nhan td, voi moi
3 <« k < n. Ta cd, theo dinh nghia tich cia nhiéu phan te va
theo gia thiét quy nap

() o XX 4 xj) o Ky py e X)) =

= [(x; %) - Xpuy X, ) @y hy o X)) =
= (@ e X)X, o %) =y x X, 4y - x, - %) =
(=, - Jtn'l)(:vcm+l o Xy oM, = G X, o K, = XXy e Xy

Pinh nghia 6. Trong mét nia nhém X, lay thita n m 1a
mot tu nhién khac 0) ciia mét phén tif ¢ € X 1a tich cha n phén
tif déu bing a, ki hiéu a" Ta ¢ cdc quy tac (do dinh i 2

m " m+n m.rn ni
a .a =a , @)y =a .
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Trong trudng hgp phép toan hai ngéi cta X ki higu bang
ddu cong +, thl tdng ctha n phan tdt déu bang a goi 1a bdi »
cla a, ki hidgu na. Quy téc trén lic dd viét

ma + na = (m + nja, nfma) = mna ,

Trong rﬁ@t nita nhom giac hodn, tich cta ba phin td khéng
phu thugc vao thd ty cde nhan td, cu thé

XXXy = XpXgXy = XXy T XKy = XXy = Xg¥oXy
Téng quit hon ta cd dinh i
Dinh 1i 3. Trong mét nia nhém gico hodn X, tich
I1I2 I"
khéng phu thube vao thu ty cée nhén tid.

Chitng minh. Vi X 1a giao bhodn nén ménh dé la dung vdéi
n = 2 Ta gid st ménh 48 14 ding cho 2 nhan td, v6i mei
k < n. Ta hay ching minh

XXy oo Xy = Xy X
trong dd (i, i, .., {;) 12 moOt hoan vi cua {1, 2, .., n}. N&u
X, = x;, ta c6 thé viét v& hai cia ding thic trén nhy sau theo

L4

Dinh H 2 va tinh giao hoan cia X :

x’l I‘t—l Iik Ijk+1 x{-n -
= (x; xf.k )} I;'k+] X)) =
- (x‘_.l xit—l) ((xfk'i-i xin).r”)
= ((xJ] .tl-k_l) (Iix+| . x,-n))xn
= (.'vci.1 N xt.n).xn- theo Dinh li 2

il

(X, %y ... x, _ )%, theo gid thi€t quy nap

hay
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Vi du. 1) Tap hagp ecdc s6 ty nhién N v8i mét trong céc phép
toian hai ngdi sau day
phép céng,
phép nhan,
phép 18y UCLN (uéc chung 16n nhét),
phép ldy BCNN (boi chung nhé nhat),
la mft ni¥a nhdm giao hodn. D6i v&i phép cong, N con ]a mét

vi nhdm goi la vi nhdm cdng cdc sd tu nhién. (Diéu dd cd ding
véi cdc phép todn con lai khong ?7)

2} Tap hop P(X) cdc bo phan cia mét tap hop X la modt vi
nhdm giao hoan déi voi méi phép todn hai ngéi giao va hop.

BAI TAP

1. Gid st ¢ va b 1a hai phan t¢ cia mé6t nita nhdm X sao
cho ab = ba. Ching minh (ab)" = a"b” véi moi s6 tu nhién
n > 1. Néu a va b 1a hai phan t¥ sao cho (ab)? = a’b® thi ta
cd suy ra duge ab = ba khong ?

2. Goi X la tap hgp thuong cia Z trén quan hé déng du
mod n (ch I, §2, 2, vi du).

a) V6i méi cap (Cla), C(b)) ta cho tuong dng Idp tuong’ duang
C (a + b). Ching minh nhu vay ta ¢6 mét anh xa tor X x X
dén X,

b) Ching minh X la m6t vi nhdm giao hoan d6i vai phép
toidn hai ngéi xdc dinh & a).

¢) Né&u v6i méi cap (Cla), Cb)) ta cho tusng ung lop Clabj,
ching minh lic d6 X ciing 12 mét vi nhém giao hodn.
3. Gia st X 13 mét tap hop tuy y. Xét anh xa

X x X—+X
(x, y) —» x.
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Ching minh X 13 mdt nda nhdm d8i véi phép toan hai ngoi
trén. Nua nhém dé c6 giao hoan khong ? cd phin ta don vi khéng ?

4. Goi X la tap hop thuong cta Z x N* trén quan hé tuong
duong § xdc dinh béi '

(a, b} S (¢, d) khi va chi khirad = be (ch I, §2, bai tap 2). Ta
ki hidu céc phan ti Cfe, &) cua X bing a/b, (a, b) € Z x N°.
a) Vai mbi cap fa/b, c/d) ta cho tuong dng lap tuong duong

ad + be/bd. Ching minh nhu vay ta cd mot 4nh xa tit X x X
dén X.

b} Ching minh X 14 mot vi nhdm giao hodan dé&i véi phép
todn hai ngdi & a).

¢) N&u véi mbdi cap (a/b, c¢/d} ta cho tuong ing ldp tuong
duong aec/bd. Chitng minh lic dd X cing 124 mot vi nhdm giao
hoan.

5. Xét tich d& cac N" (n 2 1) v4i N ]2 vi nhém cong giao
hoAdn cde s8 tu nhién.

a) Ching minh N ciing véi phép todn :
(al, ey @) F (bl s o By = (@, + bl oo @, F bn) 1a mét vi
nhom giao hoan. '

b) Trong N" ta da xac dinh mét quan hé tht ty (ch I,

§ 2, bai tap 10). Ching minh néu a, § € N" sao cho a < §
thi a +y < B+ v voi moi y € N™.

§2. NHOM

1. Nhém

Pinh nghia 1. Ta goi 1a nAém mo6t nlia nhém X cd cdc tinh
chdt sau : 1°. ¢ phan ti trung lap e ; 2% vdi moi x € X, <¢
mét x° € X sao cho x'x = xx” = e (phdn tu x’ goi la mot phan
td dadi xing hay nghich dao cta x). Nhu vay, mdt nhdm la méot
vi nhém ma mbi phdn tu déu cé nghich dao.
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Né&u tap hgp X la hitu han thi ta bao ta c6 mét nhém hiru
han va s6 phén tit cia X goi 14 ¢dp ctia nhém. Né&u phép toan
hai ngdi trong X la giao ho4n thi ta bao ta c6 mot nhém giao
hoan hay nhém aben.

Vi du. 1) Tap hop cac s6 nguyén Z cung voi phép cong théng
thuong 14 mdt nhém giao hoan ma ta goi 12 nhém cong cac sd
nguyén. Cing vay, ta ¢ nhém cdng cic s6 hitu ti, nhém cong
cde 5§ thuc, nhdm cong céc s6 phic.

2) Tap hop cdc s8 hitu ti khéc O cing v4i phép nhan théng
thudng la mdt nhém gizo hodn ma ta goi 12 nhom nhan cac sé
hitu ti khdc 0. Ciing vay, ta ¢ nhém nhan cdc 8 thue khic
0, nhdm nhén cic s6 phic khac 0.

3) Tap hop S, cac phép thé& cia (1, 2, .., n} cling véi tich
cac phép th& 1a mét nhom hitu han, khong giao hoan véi moi
n oz 3

4) Niua nhdm cong cac 36 td nhién N khong phai 1&a mét
nhdm (tai sao ?).

Ngoai cdc tinh chdt cha mét vi nhém, mét nhdm con cé mot
sG tinh chit eg ban sau day.

Dinh li 1. Mé: phan ti cie mét nhém chi co mot phdn tu
déi xing.

Chitng minh. Gid s x', x” la hai phdn tif d6i xing cia x. Ta cd

Nhan hai v& v8 bén trai véi x', ta dudc

(xx) = x'e, vy (x'x)x” = xle.
hay
ex’ = x'e
tuc 1a =2 N

Trong trugng hgp phép todn hai ngéi cia nhdm ki hiéu bing
(dﬁu cong +), thi phan td d6i xing duy nhdt cua x ki )

hxeu la ! (=) va con goi la nghich ddo eta x (déi cha x).’
Tt dinh nghia cia phin - td nghich dao (phan ti d6i) ta co nehich
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x D™ = x, (<(=x) = x). N&éu nhém la aben va phép toan cua
nhém ki hiéu bing ddu . (ddu +) thi phin tit xy” ! = y Iy
(x + {-y) = (=) + x) ki hiéu 1a xfy (x - y; va goi la thuong
cua x trén y (hiéu cta x va y).

Dinh li 2 (Juat gian udc). Trong mot nhom, ddng thuc

xy = xz (yx = zx) kéo theo ddng thic y = z

Nhu vay, ta bdo trong mét nhém luat gian udc thue hién
duge v6i mei phan ti.

Chiing minh. Nhan bén trai hai v& cia ding thic xy = xz
vii :r", ta cd

@) =1 @)

hay @ lxy = @ lae
hay ey = ez
tiic 1a y=z 01

Dinh 1i 3. Trong mot nhém, phuong trinh ax = b (xa = b)
¢6 nghiém duy nhdt x = o b (x = ba U, _
Chitng minh. Ta thdy ngay gid tri x = a”'% 1a nghiém cua

phuong trinh vi a(a™'0) = (@a™)6 = eb = b. Dd la nghiém duy
‘nhit, vi néu ¢ 12 mét nghiém ciia phuong trinh nghia 13
ac = ax = b, ta suy ra ¢ = x theo luat gian uéc. Ching

minh tuong ty cho phuong trinh xa = b. B
Dinh li 4. Trong mét nhom ta c6
@y =y
vdi X, y la hai phan ti bat ki cia nhém.
Chitng minh. Ta cd

ENO T =2yl =l = e
O Ny =y la Ty =yl = e

H
il

Il
2

“tic la

BRCHRE A
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Dinh li nay md réng tdc khic cho tich mét s6 n tuy y nhan

: -1 _ -1 -1 -1 ia
tu{xx, .ox,) " =x," .. x, x; . Dac biet

(an)'—l = (a—l)n
vl moi s6 tu nhién khac 0 ; ngudi ta quy udc viét phdn ti dg
dudi dang a™", va mat khéc dat o = e, nhu vidy ta di hoan
thanh viéc xac dinh o’ cho moi s8 nguyén 1. Ta van cd (déc gia
hay ching minhk disu dd)
a). 7 = )_ +;¢ l)u - aﬁ,u

voi moi A, u € Z. Cha y : ki hiéu o’ dung cho phép nhan, trong
trudng hop phép céng ta viét Aa. '

Duéi day ta hdy dua ra mot s dinh nghia tuong duong cia
nhdm.

Dinh li 5. Mot nita nhom X la mét nhém néu va chi néu
hai diéu kién sau duoe théa mdn :

1°. X ¢6 mot dan vi. tréi e.
2° Véi moi x € X, 6 m.dt x' € X sao cho x’x = e,

Chitng minh. Hi€n nhién' hai diu kién trén 1a cdn, ta hay
ching minh ching 1a du. Gid st cd cdc didu kién 1° va 2°
Ldy mot phdn ti tiy y x € X. Theo 2° ¢d mét 2’ € X sao
cho x'x = e. Vin theo 2° cd mét x”” € X sao cho x'’x' = e,
Ta co

Mat khde, ta lai cd
xe = x(x’x) = (xxX')}x = = x.

Két luan e la don vi cia X va x’ la nghlch dio cda x. Vay
X 1a mét nhdm. W

- Ta cidng dudc mét dinh I tuong ty néu ta thay th& don vi
trai bang don vi phai va phdn ti x’ trong diéu kién 2° dang
16 & bén trai cha x thi viét & bén phai cua x.
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Dinh li 6. M6t nia nhém khac rong X la mot nhém néu

va chi néu céc phuong trinh ax = b va ya = b ¢6 nghzem trong
vamoza,bEX

Chitng mink. Dinh i 3 cho ta biét diéu kién la cin, ta hay
ching minh nd la d4. Vi X ]a khéc réng nén ¢d mot phan
tt @ € X. Gid st e 12 mot nghiém cua phuong trinh ya = a.
Ta hay ching minh e la don vi trdi cta X. Gia st b 1a mét
phdn td tuy ¥ cia X. Goi ¢ }a mot nghiém ctua phuong trinh
ax = b Ta cd

eb = e(ac) = (ea)e = ac = b.

Viy ¢ 1a mét don vi trai cua X. Bay gi ta hay ching minh
voi moi b € X, ¢d b’ € X sao cho b'b = e. Mudn vay ta xét
phuong trinh yb = e. Sy tdn tai nghiém ctia phytng trinh nay
cho ta &’. Nhu vay cdac diéu kién 1° va 2° cia dinh I 5 duge
théa man, ta ¢d X 12 mét nhém. H .

2. Nhém con

Gid st A 12 mét by phan cda mdét nhom X, ta c6 thé cd
xy € A v6i moi x, y € A, tic ]2 A A mdét bd phan 8n dinh
caa X (§1, 1, dinh nghia 2). Nhu vay phép todn hai ngdi trong
X cadm sinh mot phép toidn hai ngéi trong A. Néu A cung voi
phép todn cidm sinh 14 mot nhdm, thi ta bdc A 1A mot nhom
con cia nhém X Chéng han ta ¢d bs phan cdc s nguyén Z 1a
mot nhém con clia nhdm cong cdc s6 hitu ti Q. Ta chu ¥ bo
phan {-1, 1} tuy l4p thanh moét nhom dsi v4i phép nhan, nhung
khong phai 13 mét nhém con ctia nhém cdng cac s0 nguyén Z.

1

Pinh nghia 2. M6t bs phan 6n dinh A'cia mét nhém X Ia
modt nhdém con clia X néu A cung vai phép todan cam sinh la
mét nhdm.

DPinh 1i 7. Mot b6 phan A cia mot nhom X & moét nhom
con cia X néu va chi néu cac didu kién sau day thée maén :

1) Véi moi x, y € A, zy € A.
 2) e € A, vdi e la phan it trung lip cie X

3) Voi moi x € A, x ' € A
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Chitng minh. At c6. Gia st A la mét nhém con cta X. Theo
" dinh nghia nhém con, ta cé ngay 1°. Goi ¢’ 13 phin ti trung
lap cia nhém A. Ta cd

e'n = a vl moia € A
Mat khac ta cing cd ‘
: ea = a
vie la phén t¥ trung lidp cia X.
Do dé “

hay e = e

vi luat gian w6c thuc hién duge v6i moi phdn t& cla nhém X
Vay ta c¢d 2° Cudi ciing goi x’ 1a nghich ddo trong nhdm A cla
mdt phan td x € A Vay ta od

Thuc hién luat gidn uéc, ta duge ¥ = x| . Didu nay ching
minh 3°.

D, Gia st A 13 mdt bd phén cda X théa man cdc diéu kién
da cho, Véi 1°, A 124 mdt nlta nhém, vi phép toan hai ngdi da
cho trong X la k&t hop. 2° va 3° ndi 1én nia nhdm A cé phén
ti trung la&p va moi phédn td cla A cd nghich dao trong A. Vay
A la mét nhdm, do dd A 124 mdt nhém con cta X. R

Hé qua. Gid sz A la mét bo phin khdc réng cia mét nhom
X Cdc diéu kién sau day la tuong duong :

a) A @ mét nhém con ciia X
b) Vai moi x, y €E A, xy € A va e A
e a

Chicng minh. Theo dinh li 7 ta c¢d ngay a) kéo theo b). Hién
nhién b) kéo theo ¢). Ta ching minh c) kéo theo a). Vi A = &

nén cd mot x € A. Theoc) tacd e = xx | € A. Vay diéu kién
2% cta dinh i 7 thda man. Gid st * € A. VAn theo c) ta cé

¢) Voi moi x, y € A, xy~
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sl =exle A Ta duge didu kigén 3Y cta dinh If 7. Cuéi citng,

gid st x, y € A Vi y7! € A, nén ¢ cho xy )7 = xy € A,
Nhu vay diéu kién 1Y cta dinh i 7 théa man. Do d6 A la mét
nhém con cia X M

Vi du. 1) B6 phan mZ gém cac sé nguyén 1a bdi cua mot
s6 nguyén m cho truéc 14 mét nhém con ctia nhém cong cac
s6 nguyén Z. That vay, 4p dung diéu kién ¢) cta hé qud trén,
ta c6 mZ 14 nhom con vi mx - my = m{x - y) € mZ, tde la
hi¢u cta hai phdn tit thuéc mZ lai thude mZ.

2) Trong mot nhém X, bé phin A gém céc 1ty thita ' cia
mot phén td ¢ € X 14 mét nhom con cta X. That vay,
ot @) =de¥ = # e A Dac biet cdc boi cla mot sé
nguyén 14 mot nhom con cda nhdm cong cac s nguyén Z. Nhu
vay, vi du 1) chi 12 mét trudmg hop dac biét cua vi du 2).

3) Bo phan { e } chi gém ¢6 phdn t trung lap va bs phan
X la hai nhom con ctia mét nhdm X. Ngudi ta goi ching la
cde nhém con tém thudng cta X.

Dinh 1i 8. Giao cia mot ho bét ki nhitng nhém con cia
mot nhém X la mét nhém con cita X,

Chitng minh. Xét mot ho bdt ki (A), < ; nhitng nhém con
cia X va goi A la giao cla ching. Trudc h&t ta c6 4 = @, vi
phdn ti trung lip e cda X thude A, voi moi a € I, do do
e € A. Bay gio ta ldy hai phén tt bat kix, y € A Vix, y € A,
nén x, y € A, véi moi @ € I. Vi cac A, 14 nhitng nhém con

nén xy ! € A, v6i moi @ € I, do 46 xy”' € A. Hé qua cla

dinh i 7 cho ta biét A la nhém con cia X. B

Gia st U la mdt bd phan cia mét nhém X. The thi chya
trong it nhit mot nhom con cla X, cu thé X. Theo dinh 1i 8,
giao A cia tdt cd cdc nhdm con cia X chua U Ia mét nhém
con cia X chéa U. D6 1a nhom con bé nhdt cia X chua U
{quan hé thd ty 14 quan hé bao ham).

Dinh nghia 3. Gia sit U 12 mét bs phin cda mét nhom X
Nhém con A bé nhdt cia X chda U goi 12 nhém con sinh ra
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~ bdi U. Trong trudng hgp A = X, ta ndi réng U 12 mdt hé sinh
cia X va X duge sinh ra boi U

Néu U = { e}, a € X, thi dé dang th&y rdng nhém con A
sinh ra bdi U cé cdc phdn ti 1a cdc ldy thua a’l, A € Z. That
vay, theo vi du 2) b6 phan gém céc liy thita o' 1a mot nhom
con cta X. Hon nita, dé 14 nhém con bé nh&t cia X chia {e}
vi moi nhém con ctia X chda { e } thi déu chita cic ldy thua
cia a. Ngudi ta goi A 12 nhém con sinh ra bdi 6. :

Dinh nghia 4. Mot nhém X goila xyclic néu va chl néu X
dugc sinh ra bdi mot phdn tit ¢« € X Phén tU e goi 12 mot
phdn ti sinh cia X.

Nhu vay mét nhdm X 12 xyclic néu va chi n#u cdc phdn tu
cia né 14 cdc luy thita @ , A € Z, cla mot phén ti ¢ € X.

Vi du. 1) Xét nhém cdc phép thé S; ma cdc phén ti 1a

123 123 123 123
e=(123) fl‘(231]'f2=(312)’f3“(213)

123 123
f4=(321}’f5=(132]'

Ta hiy nghién cdu cdc phén ti cia nhdm con sinh ra bdi
f;- Ta c6

fi=f,fi=ce
Te hay ching minh ring cac lay thia £} khi A chay khap Z

chi cho ta ba phdn td phan biét l1a e, f,, f,- That vay ta hay
l&y mot ldy thira tay y f1 . Chia A cho 3 ta duge

=3 +r, 0sr<3
r la du cia phép chia A cho 3. Ta xét

R AR S N T L
Nhung f? = ¢ , nén
Pl = el = =1
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Vi r ldy mot trong ba gia tri 0, 1, 2, nén f’} la mot trong

ba phan ti £ =, fl = f,, f2 = f, . Nhu vAy nhém con A,

sinh ra bdi f, gém ba phén td, d¢ la e, fi v& f,. Nghién cdu
£ ta c6

f2="r.fi=e

Bang li luan tuong tu, ta cing cd nhom con sinh ra bdi o
gém ba phdn tid e, fi» - Vay nhom con sinh ra béi f, trung
vOi nhém con sinh ra bdi fi-

Con f;, £y, f5 12 nhitng chuyén tri nén ta cé ngay
f%:fi:f%:e_.

Cing li luan nhu trén ta dude { e, fi } 12 nhém con sinh

ra bdi fy, {e, f4} 12 nhém con sinh ra bai fp e, f5} 12 nhém
con sinh ra bdi fs-

Cusi cng, vi & = e véi 'moi A € Z, nén nhdm con sinh ra
bdi e la nhdm con tdm thudng {e}.

Nhém S, khéng duge sinh ra béi mdt phan t¥ n3o cia nd
cd, vy 'S, khong phai 12 xyclic. Codn céc nhém con k& trén cia
S, déu 13 xyclic. .

2) Nhdm cbng cdc s6 nguyén Z 12 xyclic vi cdc phén t& cda
no 1a cac béi cia 1, vay 1 1a mét phan tu sinh cia Z. Ta ciing
cd thé coi cdc phén td cha Z 1a cac bdi cia -1, cho nén -1
cling 14 mot phén td sinh céa Z.

Ngodi 1 va -1 ra, Z khéng con phﬁn tir sinh nao khéc. Z
12 mft nhém xyclic v6 han, cdn cdc nhém xyclic trong vi du
1) 14 hiu han.

Gia st X 12 moét nhom, e 1a phdn td trung ldp cia X va a
12 mgt phin ti cia X. N&u khong cé mot s6 nguyén dudng n
nao sao cho @” = ¢ thi nhém con sinh ra bdi ¢ Ja vo han, vi
ot = o vl 4. Trong trudng hop trai lai, goi m 13 s6 nguyén
duong bé nhdt sao cho a™ = e, th€ thi nhém con sinh ra bdi

a cd m phén tk : @” = e, 2! =g, a?,..., ¢! (ching minh
tuong tu nhu trong vi du 1)). :
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Dinh nghia 5. Gia sit a la mot phdn td bat ki cia mét
nhém X va A 12 nhém con sinh ra bdi a. Phin t a goi la ed
cip vé han néu A v6 han ; trong trudng hgp nay khdng céd mot
s6 nguyén duong n nao sao cho o” = e. Phéin tif ¢ goi 1a cd
¢Gp m n&u A cd cdp m ; trong trudng hop nay m {2 s§ nguyén
duong bé nhit sao cho a” = e.

Mbt phén tit ¢ € X cd cdp 1 khi vad chi khi 2 = e

3. Nhém con chulin tic va nhém thuong

Gid sit A la mft nhdm con cia mdt nhém X, ta hay dinh
nghia quan hé ~ trong tdp hop X nhu sau : vdi moi x, y €
A x ~ y néu va chi néu x7'y € A,

Bd dé 1. Quan hé ~ trong X la mét quan hé tuong duong.

Chitng minh. ~ 13 phan xa vi xly = e € A ~ 1a d6i xing
vinux !y € A thi 3y lx = ¢7'y)7! € A. Cudi cing ~ 1a bic
cdu vingu x 'yvaylze Athlx7 2= (:rc"ly)(_y_1 HEAR

Vdi mbi phén td x € X, ta ki hidu 16p tuung duong chda x
la x va ki hidgu bd phan cua X gém cic phdn td cd dang xza
v0i a chay khap A 12 24, tdc 1A xA = {xa | a € A }.

B3 dé 2. ¥ = xA. '

Chitng mink. Trudc hét ta hdy ching minh x C xA. Gid sw
y € x. Vay x ~ y, tic Ia x 'y 1a mot phdn ti ¢ nao dd cia
A, do d6 y = ta € xA. Bay gi¥ ta ching minh bao ham nguge
lai : xA C x. Mufn v&y ta ldy m6t phdn td y tuy ¥ cha xA.
y ¢6 dang xa véi a 12 mot phén t& nao dé cha A. T y = xa,
tasuyrax 'y €A, viyx ~ y, ticlay € x. i

Pinh nghia 6. Cdc bo phén xA goi 12 cde I6p tréi cla nhdm
con A trong X Tuong tu, cdc lép phdi Ax cia A trong X 1a
cdc b phan ma céc phéin td cd dang 1a ax véi @ € A.

Cing nhu d8i véi cdc ldp trai, ta ¢6 thé chdng minh cdc 1dp
phai cia A 12 cic 16p tuong duong theo quan hé tuong dudng :
X ~ y néu va chi néu xy! € A.
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Tt cdc b6 dé 1 va 2 ta suy ra

Hé qua. Gid s¢ x va y la hai phan ti tuy y cia rhém X,
the thi :

(i) xA = YA néu va chi néu x" 'y € A.

(ii) XA N yA = @ néu va chi néu x 'y ¢ A

Tap hgp thuong cia X trén quan hé tudng duong ~ goi la
tdp hgp thuong cia nhdm X trén nhdm con -A, ki hiéu la X/A.
Cac phan tir cia X/A 1a céc lép trdi xA.

Bay gis ta hay 4p dung cdc két qua trén d& nghién ctiu quan
hé gilta c&p cua mot nhdm hitv han vd cdp ctia mot nhém con
cua ng. Ta c6 :

Dinh li 9 (Dinh li Lagranggio). Cép ciia mét nhém X hiu
han lé bl cia edp ctia moi nhém con cia no.

Chiing minh. Gia sif X c6 cip la n va A, mét nhém con bat
ki clia nd, cd cép 1a m. Truéc hét ta hay ching minh moi lép
trdi xA, x € X, déu cd s5 phén ti la m. Mudn vay ta hay xét’

‘ A={x,x, .,x.)
vd cac phan tu _
: ' XX, XXy, ., XX,

Cac phdn ti nay la phan biét, vl néu c6 xx, = xx, chéng
han, thi x; = . D6 1a t4t cd cdc phin td cda lcp trai xA.

Nhu vay xA c¢6 m phan id. Vi X 1a hitu han nén sd cac lép
tral xA 12 hitu han, goi ! 1a s0 cdc lép trai xA. Do cac lép trai
la r&i nhau nén ta ¢d n = mi.

Tudng ty ta clng cd ! 1a s6 cic 16p phai Ax |

S6 I cac 16p trai xA (hay lop phai Ax) gm la chi s6 cia
nhém con A trong X

Vi moi phén t& x cia mét nhdm X sinh ra mdt nhom con
cd cdp bang cdp cua x, nén :

Hé qua 1. Cdp cde mot phldn #& tiy y cia mét nhom hitu
han X la udc cia cdp cia X

Vi moi phdn tif x # ¢ cia mét nhom X déu sinh ra mot
nhdém con cd l:ap khong nhd hon 2, nén :
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Hé qua 2. Moi nhém hitu hgn c6 cdp nguyén 6 déu la

xyclic ve dugc sinh ra bét mot pht‘in tix bdt ki, khdc phan iu
trung lap, ctia nhém.

Vi du. Ta hay 14y nhém cac phép th& S, c¢d cdp 6 Vi du ¢

mue 2 cho ta biét cdc phan t ctia nd o6 cfp hoac 14 1, hoac
la 2, hoac Ia 3, d6 la nhitng uéc cia 6. Bay giv ta hay ldy mot
nhdm con cia S}, chang han nhém con A = {e, f,}. Dinh I

Lagranggio cho ta biét s8 cdc l10p trai cia A 12 3. Ta hay thanh
lap céde 16p trai dé. Ta c6 '

= fee = e, of, = f3}

fA = (fie = f, fify = £}
LA = {fe="f, Hfy =15
A = eA, vi ‘f3 € eA
f.A=fAVif € fA
fsA=fAvifs € [A

Bay gio ta hay xét cac idp phai ciua A
Ae={ee =¢, fe=[f} = Af
Af, = {ef, = f,, f[sf, = [} = Af;

Afz {efz = fza f3f2 = f4} = Af4 .

H

Chi y ta cé
flA = Af|, [A # Af, .

Tré vé trudng hgp téng quat, gia st X & moét nhom va A
la mét nhom con cua nd. Ta duge tap hop thuong X/A ma cac
phan ti la cac 1dp trdi xA, x € X. Ta mudn trang bi cho X/A
mét phép todn d€ nd trd thanh mot nhém. Nhung ta lai muén
phép tydn dé khéng phai 14 tiy y ma suy ra tit phép toan cla
X, cu thé ta mudn cho tuong Ung voi cap (xA, yA) lop trai xyA,
thé thi tuong Wng do cé phai 14 mét anh xa ti X/A x X/A dén
X/A khéng ? D& tra 1o cau héi_dd, ta xét vi du trén. Ching
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han ta cho tuong ung voi cap (f A, f;4) l6p FA VIf =, ,
nén f;;A = fZA. Mat khac. vi fiA = f, A, nén cing vdi quy tac
tuong dng ay, ta cd 1dp trai ed = fEA tuong dng vdi cap
(f4 4, f;A) = (f{A, f{A). Nhung fHA # eA, vay quy tac trén
khong cho ta moét 4dnh xa. Mufn quy tdc dd cho ta mot anh

xa, ta cin 4n dinh che nhém con A cia X mot didu kién, ma
ta goi la didu kién chudn tic. _ _

.Dinh nghia 7. Mot nhém con A ctia mét nhom X goi la chudn
]

the néu vachi nfux 'ax €E A voimoia € A va x € X.

Dinh 1i 10. Néu A la mot nhém con chubn tic cia mot
nhom X, thi :

(1) Quy tac cho tuong ung vdi cdp (xA, yA) I6p trdi xyA la
mét arnh xa tit X/A x X/A dén X/A

{(ii) X/A citng véi phép todn hai ngoi
(xA, yA) »» xyA
la mét nhém, goi la nhom thuong cia X trén A.

Chitng minh. (i) D& ching minh quy tic d6 13 mét 4nh xa
thi ta phai chdng minh ring néu A =xA vd y A = yA thi

x, ¥, A = xyA, hay theo he qua cia bd dé 2, néu Jc'lsvc1 € A va
y_]yl € A thi (ay)~} (x,y) = y_lx_]xlyl € A. Dat ‘x_lxl = g,
ta cd a € A theo gid thigt. Xét tich y_]x-l?clyl =y ay, . Ta
c6 thé vist : y~! ay, = ! ay)(y—'yl). Nhung y“lay € A vi 4
la chudn tdc, va y_lyl & A theo gia thist, vay {.y;lay)(y_ly])
€ A, tic 1a (xy) ' (x;y) € A Ta ki hiéu cai hop thanh cia xA
va yA la xA.vA.

(ii) D€ thit nghiém tinh chat két hgp cta phép toan hai ngai
trong X/A, ta hdy ldy ba phdn tit thy ¥ x, ¥, z cia X. Thé thi

fxAyA)zA = xyzA = xA.(yA.zA).
Do dd phép toan hai ngdi da cho la k&t hop.
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D& tht nghiém sy tén tai cia mét don vi trdi, ta hiy xét
1op trai eA = A, trong d¢ e la phan t¥ trung lap. Ta ed

eAxA = exA = xA
voi moi 10p trai xA € X/A. Vay eA = A 12 mét done vi trai.
_Cudi cung voi moi xA € X/A, ta co
x'A 2A = 27" xA =
Theo dinh 1i 5, X/A cung vdi phép toian hai ngdi di cho trong
X/A 13 mdt nhom, voi eA 1a phén td trung lap va x A la
nghich ddo cha xA. W

Dinh li sau day cho ta biét m¢t dinh nghia tuong duong cia
nhoém con chudn tie.

Dinh Ii ¥1. Gid sit A la mot nhom con cia moét nhom X.
Cac diéu kién sau ddy la tuong duong :

a) A la chudn tdc.

b) xA = Ax véi moi x € X

Chitng minh. Ta hay ching minh a) kéo theo b). Gia st xg,
a € A, la mot phan tid tiy ¥y cia xA. Vi A 12 chudn tic nén
ylaye Avoimoiye X Layy = x|, ta c6 zax™! € A. Dat

xax ' = a € A, ta cd xa = a’x € Ax. Vay xA C Ax. Dao lai

gid st ax, ¢ € A, 12 mot phdn ti tuy ¥ cta Ax. Vi A 12 chudn
tic nén x lax € A. Dat x"lax = o’ € A, ta cd ax = xa' € xA.
Viy Ar C xA. K&t luan x4 = Ax

Bay gid ta ching minh b) kéo theo a). GiA s o va x la hai
phén t tiy ¥ theo thd tu cia A va X Ta c6 ax € Ax. Theo
gia thiét Ax = x4, nén ax € xA, tic 12 ax = xa’ véi a’ )12 mdt
phin ti nio dd cua A. Ta suy ra x 'ax = ' € A. Theo dinh
nghia 7, A 14 chufin tédc. W

Do dinh i trén, tit gid néu A 13 chuén tdc thi ta khéng phan
biét lép trai, lop phél cia A va goi mét 14p trdi (hay mot lcp
phai) cia A 1a moét Idp cia A. :
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Vi du. 1) Trong mot nhém X, cdc nhém con tdm thudng {e)
va X la chudn téac.

2) Trong mét nhdm aben mgi nhém con 13 chuidn tic.

3) Trong nhém céc phép th& S, ta hiy xét nhém con A3 -gom
cidc phép th& chan (2, vi du 1) Ta g

8A3 = A3 = {e) fllfz]
Vifl,fz € eA, , nén

ey = f1A; = f144 .

Vi cac 16p trai clia A; la cic 19p tuong duong, nén ching
thanh iap mot sy chia lap cha S, , vay ngoai ldp trai eA; ra
‘ta chi cdbn mét 16p trai gém cdc phédn td con lai f3,f4, fs Ta
Suy ra

f34 = [4A; = fsA; = {fg, f4s fs)-
Cing bang li luan tuong tu, ta duge
Ay = Aye = Ayf) = Ayf, = {e, 1, fr}
Afy = A1y = Ayfs = (f, fy) £
Do dd, A, 14 chuéin téc theo dinh 1i 11.

4) Xét nhém céng cde s nguyén Z va nhdm con nZ cha Z
gom cdc 88 nguyén 1a bdi clia mot s§ nguyén n di cho. Vi nhom
cOng cdc s& nguyén la aben, nén nZ la chuén tic, va do dd cie
l6p trai, phai clia nZ bang nhau. Cac 1ap cia nZ duge ki hiéu
}a x + nZ, x € Z, vi phép toan 0 day l1a phép cong + Quan
hé tuong duong xdc dinh bdi nZ 14 : x ~ y néu va chi néu
x ~y € nd, tic la hidu x - y 12 mot béi cva n. Quan hé nay
ching qua la quan hé déng du mod n. Vay Z/nZ gom r 1dp,
dé 1la 0 + nZ, 1 +nZ, ., (n - 1) + nZ (Chuong [, §2, 2, Vi
du) Tap hop thuong Zan cung v&i phép toin

x +nZ) + (y +nZ) = x +y) + nZ
goi 1a nhdm cdng cdc $6 nguyén mod n. Ki hitu x + nZ bing
¥ va ldy n = 4, ta cd bang cong cia Z/4Z nhu sau
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4. Ddng cédu

Dinh nghia 8. M6t déng cdu (nhdm) 12 mdt 4nh xa f ti
mdt nhdm X d&n mot nhdm ¥ sao cho
flab) = ffa) fib)

véi moi a, b € X. N6u X = Y thi déng cdu f goi la mot tu dong
edn cta X

Mot dong cdu ma la mot don anh thi goi 1a mot don cédu,
mot déng cdu toan dnh goi & mdt toan cdu, mot déng ciu song
anh goi 1a mot ddng cdu, moét tu déng cdu song anh goi la mot
ty dang cdu. Néu f 1 X — Y 1a mot ding cdu tit nhém X dén

nhdm Y thi ngudi ta viét f : X = Y. (Trong trudng hop X va
Y 12 nhitng nia nhom, ta cing dinh nghia déng ciuv (nda nhom)
nhu trén va cing ed cdc khai niém tuong tu).

Vi dy. 1) Gia si A 1a mdt nhdm con cia mdt nhém X. Don
anh chinh téc

A—-X

a — ad
12 mét déng cdu goi 14 don cdu chinh tdc.

2} Anh xa d6éng nhit cla mot nhom X 13 mot déng cau goi
la ty ding cdu doéng nhdt cia X.

3) Xét anh xa tU.nhdm nhén cdc s6 thuc duong R dén
nhém cong cic s6 thuc R

log : R* = R
' x — logx
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trong dé log x 14 logarit oo s6 10 cia x. Vi loglxy) = log x + log ¥,
nén log 14 mdt d6ng cdu. Dong cfu niay cdn la mdt song amh
nén la mot ding céu.

4) Gid st A 12 mdt nhom con chuidn tdc cia mét nhom X
Anh xa :
h: X — X/A
x — hfx) = xA
la mdt déng cdu t¥ nhdm X d&n nhdém thuong X/A. That vay,
hixy) = xyA = xA. yA = h(x) h(y). Déng cdu nay cdn la mot
toan ciu, goi 1a toan cdu chinh téc.

5) Gia st X va Y 13 hai nhdm tly ¥, 4nh xa

X->Y
X e,

vé#i e 14 phdn t¥ trung lap cla Y, 12 mdt dong cdu goi la
déng cdu tam thudng.

6) N&u f : X — Y 12 mdt ding cdu t¥ nhém X dén nhém Y
thi anh xa nguoc £ ! : Y — X cing la mét ding cfu. That vay,
ta ¢6 f ! la mot song &nh, ta chi con ching minh f' 1a mot
‘d6ng cHu. Gid s y, y’ 12 bhai phin ti tuy § cia Y. Dat
x=fl,x =F'0) tacd flx) =y va fix} = y. Vifla
mot dbéng cdu nén flxx) = flx) fix’) = yy’. Do dd

Fly) = xx = L) F () Vay £ ' 1a mot déng cdu. Ta bao
hai nhém X va Y 14 ding cdu vdi nhau, va ta viét X = Y, néu
cd mot ding cdu tit nhdm nay d&€n nhdm kia.

Dinh nghia 9. Gid st f ; X — Y la mot déng cdu ti nhom
X dén nhom Y, cac phdn ti trung lap cia X vd Y dude ki hiéu
theo thit tu la e, va e, . Ta ki hiéu
i Imf = fiX)
Kerf = { x€ X | fly) = e, } =F"(e},)

va goi Imf 1a dnh cta déng cdu f, Kerf la hat nhén cia dong
ciu f

Sau day, ta sé dua ra mot s6 tinh chdt cha ddng cdu.
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Dinh Hi 12. Gid s X, Y, Z la nhitng nhém va f: X — Y
vd g+ Y — Z la nhitng ddng cdu. Thé thi dnh xa tich

gf - X - Z

cing l& mét dong clu. Pge biét tich cue hai dang cdu la mét
déng cdu.

Chitng minh. Gia st a, b 14 hai phan td tay § cia nhém X
Ta cd, do f va g 1a nhitng dfng cdu, gffab) = gffiab)) = glfta) f(b)}
= g(fla)) g(ftb)) = gflajg fib). A

Pinh 1t 13. Gid sz f: X —>Yla mét dong cdu tit mét nhém
X dén mét nhom Y. Thé thi :

(i) fley) = ey
i) f) = [y véi moi x € X
Chitng minh. (i) Gid si x 13 mot phdn t& tiy y cta X
Ta cd flep)fx) = flexx) = f(x) = ey flx)
Vay fley) f(x) = eyf(x) hay fley) = ey sau khi thuc hién luat
gidn ude,
(ii) Ta cd
fa™f(x) = flx™ z)

suy ra

fleyy = ey = )17 flx).

fc™) = 017 . -
Dinh 1i 14. Gid sit f: X — Y la mot ddng cdu tit mot nhom
X dén mét nhém Y, A la mét nhém con cua X va B la mot
nhém con chudn tdc cia Y. Thé thi :

(i) ffA) l& mot nhém con cria Y.
(i) ' (B) la mot nhém con chudn tac cia X.

Chitng minh. (i) Trudc hét flfA) # & vi A 12 mdt nhém con
nén e, € A, do dd ey = fle,) € f(A). Ta hay ldy hai phén tu
tly ¥ : ¥, y; € ffA). Viy, y, € flA), nén ¢ x, x, € A sao cho
y = flx) va y; = flx). Xét tich yy,'. Ta cd yy;! = flw) fix)' =
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= fe)f(x;") = fxx'). Vi A la nhém con nén xx' € A, do do

yyi! = fixx;') € f(A). Ta suy ra ffA) 1a nhdém con ctia Y.

(i) f;'(B) # @, vl B 12 nhdm con nén e, € B, do d¢
fle) = e, € B, tasuyrae € £ 1 (B). Bay gis ta 18y hai phidn
td thy ¥ x, x; € f1(B), ta ching minh xxl_l € 1 (B). Muén
vay ta xét f(xx;'). Ta cd fx, ) = flx)fix; ) = f(x)f(xl)"‘. Nhung
fix), fx) € B va fix)ftx;)”" € B vi B 1a nhém con. Vay
fcx ) € B, tic 1a xx;' € ' (B), do d6 ' (B) 1a nhém con
cia X. CuGi cung ta ching minh go la chudn tdc. Mudn vay
gidsta € f (B)vax € X Xét
fe™ ax) = fx" ") fla)fx) = fix) ' fle)fx) € B vi fla) € B va B
la chuédn téc. Do d6 x 'ax € ! (B) v6i moi @ € f ! (B) vA moi
x € X Vay /! (B) chuén tic. @

Tt dinh li 14 ta cd hé qua tic khée

Hé qua. Gid s f: X — Y la mot déng cdu tit mét nhom
X dén mot nhom Y. Thé thi Imf la mét nhém con cia Y v
Kerf la mét nhom con chudn tde cia X

Dinh 1i 15. Gid s¢ f: X — Y la mét ddng cdu tic mot nhém
X dén mét nhém Y. Thé thi :

(i) f la mot toan anh néu va chi néu Imf = Y.
(it) f l& mot don Gnh néu va chi néu Kerf = {e}.
Chitng minh. (i) Suy ra td dinh nghla cia toan dnh.

(ii) Giad s& f la mot don anh. V&i méi phén td y € ¥ 6
nhiéu nhdt mot phan ti x sao cho flx) = y. Vay Kerf = {ex},
Dao lai gia sit Kerf = {e}. Xét hai phén tif x, x, € X sao cho

f(x) = f(x;). Ta suy ra f(x)f(x,)"' = e,. Nhung
f(x)f(-'fl)_l = !’"(Jf).'f(i'f])L1 = f(xx;l)- Vay f(xxfl) = e, tic Ia
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xxl_l € Kerf = {ex}. Do dd xxl_l = e hay x = x|. Nhu vay f ia

don anh. B '
Dinh li 16. Gid stz f - X = Y la mot ddng cdu tit mét nhom

X dén mét nhém Y, p : X — X/Kerf i toan c@u chinh téc (Vi

du 4) tic nhém X dén nhom thuong cua X trén hgt nhan cua
f. Thé thi : ’

(i) Cé mot dong cdu duy nhét }—P : XfKerf — Y sao cho tam
gidc sau

la giao hodn, tic la f = fp

(il Dong cdu f la mot don cdu va Imf = f(X).

Chitng minh. (i) Dat Kerf = A va cho tuong dng vdi mdi
phin ti xA clia X/A phén ti flx) cia Y. Quy tdc cho tuong dng
nhu vay la mét 4nh xa. That vay, gid sd xA = 1A, thé thi ta

co x_lxl € A (hé qua cta bg dé 2). Nhung A 1a hat nhan cua
£, omen  falx) = faTWE) = @R = e tie 1A
fx) = fx,). Ta dat

[: XA —-Y
xA — fxA) = f(x).
Ta ching minh £ 12 mot dong cfu. Ta cd, vai xA va yA la
hai phdn tu tiy ¥y cia X/A,
FfixAyA) = flxyA) = flxy).

Nhung f la mét déng cAu nén flxy) = f(x) fly), do dd

FixAyA) = flx) fly) = TxAFyd)
theo dinh nghia cia 7 Vay 7 12 moét déng cdu. Td déng thic
T(xA) = fx) v6i moi x € X, ta cd th& viét

flxy = fix4) = Fp(x) = frx)
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v6i moi x € X Vay f = 7p. Cudi ciing gid s cd mot dong cdu
¢ X/A — Y sao cho f = gp. Vay, voi moi xA € X/A, ta cd

_ - pxA) = plp() = pp(x) = flx) = FxA),
do dé ¢ = F.. '

(i) Gia st xA € X sao cho f(xA) = e,. Theo dinh nghia cia
T, fxA) = f(x), vy f(x) = ¢, Do dé x € A = ed, tic Il

xA = eA Ta suy ra Kerf = { eA }, vay 7 12 mét don cdu (dinh
li 15). Vip 1a toan cdu va vi f = Jp nén ta suy ra Imf = Imf =
= fiX). B

Hé qua. Viéi moi dong cdu f: X — Y tit mot nhém X dén
mot nhom Y, ta co :

f(X) = X/Kerf.

Vi du. 1) Gia st A 14 moét nhdm con chudn tic cia X, & la
toan cdu chinh tic tit X dén X/A. Ta 6 Ker h = A. That vay,
ta c6 h{x) = xA = eA néu va chi nfu x € A (hé qua cta bg
dé 2). Trong trudng hop A = {e} thi toAn cdu A con la don
anh, do dé h la mot ding cdu, vay X = X/ e} (diéu nay ta c6
thé ching minh truc ti&p). Trong trudng hgop A = X thi nhdm
thuong X/X 13 nhém chi cd moét phén tl, dd 1a 16p eX, vi ta
¢ xX = eX voi moi x € X. Toan cdu chinh tdc A Iic dd 1& tdm
thudng vi "bién" moi phén ti ctia X thanh phén tit trung lap.

2) Gia s f la moét d4nh xa ti nhdm cong Z cic s nguyén
dén nhém nhan C’ cdc 56 phic khac 0 xdc dinh nhu sau

f: 2 —>cC"

2km .. 2km
k — cos— + isin—
n n

trong d6 n 1a mot s6 nguyén duong cho trude. R6 rang f 1a mot
déng cdu vi

fltk + h) = co

2k + +
S__“_({Z hje + isin_—z(k -h)ﬂ
n n

2kn . 2kn 2ht . . 2h=m '
= (COST + ssm—n——) (cos—n— + ism—n—> = f(k)f(h)'
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Mit khae vi -
2k . 2kw
(cos~n—n + isin—n~)" = cos2kn + isin2kn = 1

nén cdc phin tt cda f{Z) 1A cdc can biac n cia don v1 Ta suy
ra tip hgp céc cédn béc n cia don vi cing vdi phép nhan cédc sé
phdc 1a2 mét nhém. Bay gity ta xét tdi Kerf. D6 1a bo phén cua
Z gom cac'sd0 nguyén k sao cho

2kn

JT ..
cos— + isin— = 1.
n n

Vay k la bdi cua n, do d6 Kerf = nZ. Theo hé qua cta dinh
Ii 16 ta cd

fz)y = z/nz,

tic 14 nhdm nhan cde cian bic n cia don vi ding cdu v6i nhom.
cdng cdc s6 nguyén mod n.

5. DOi xirng hoéa

Ta da bi&t rdng trong mot nhém, ding thic ab = ac (hay
ba = ca) kéo theo dang thic & = c. Diéu nay do sy tén tai
clia d6i xing o' cia a. Nhung néu ta xét mot nia nhém, thi
ab = ac chua chic da kéo theo & = ¢ ; ching han trong nia
nhdm nhén cac sé tu nhién N ta ¢d ding thie 0.2 = 0.3, nhung

2 # 3. Tit diy ta ¢ khai niém :

Dinh nghia 10. Cho mét tap hop X ciing vdi mét phép toan
hai ngoi trong X. Mot phén ti ¢ € X goi 1a chinh quy bén trai
(bén phdi) néu v4i moi b, ¢ € X sao cho ab = ac (ba = ca) thi
b = ¢, a goi 1la chinh gquy néu nd 1a chinh quy bén trai va bén
phai.

Nhu vay, trong mét vi nhdm, moi phdn ti cd d6i xing déu
la chinh quy, nhung ngugc lai khéng dung (xét vi nhém nhéan
N cdc s6 tu nhién). Diéu kién chinh quy chi la diéu kién cén
d€ cd d6i xdng.
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Bay giv ta hay xét vdn dé sau ddy : "nhuing” mét vi nhom
giao hoan X vio mo6t vi nhém X 'réng” hon sao cho moi phén
td chinh quy cta X ¢ ddi xdng trong X

B6 dé 3. Gid s X la mét nue nhom giao hodn c6 phin tu
trung lap e va X" o b6 phén ciia X gom cdc phan ti chinh
quy cua X, Thé thi

{i} e € X*.
(i) X* l& én dinh,

Chitng minh. (i) Vi ex = x v6i moi x € X, nén tit ea = eb
ta ed @ = b. '

(i) Gid st a, b € X". T4 abx = aby ta suy ra bx = by vi
¢ 1& chinh quy. Nhung b cing chinh quy nén bx = by kéo theo
X = y. Vay ab 12 chinh quy, tic 1a ab € X' W

Binh U 17. Gid si X la mot vj nkém giao hoan, X* I bo
phan cia X gom cde phian tit chinh quy cua X. C6 moét vi nhom
giao hodn X va moét don cGu f tic X dén X ¢6 cée tink chat
Sau

1°. Cée phan ti cia f(X') c6 déi xung trong X.

2% Cac phén ti cia X cé deng fla) foF' véi
a € X, be X

Chitng minh. Ta hay xét quan hé S sau day trong tap hop
X x X

{a, b) S(a’, ") néu va chi ndu ab’ = a'b.

Quan hé § 1a mot quan hé tuong duong : that vay, rd
rang nd 12 phdn xa va d6i xing ; nd 13 bac cdu, vi néu ta cd
ad’ = a'b va a'd” = a’b’, ta suy ra ab®d” = a’hb” = a’bb’
nhung b’ 1a chinh quy, nén ab” = o”6. Gia st X la tap hop
thuong cla X x X" trén quan hé tuong duong S. Cac phdn tu
cia X la céc l6p tuong dudng Cfa, b) ma ta ki hitu la (a, b).
Ta dat fle) = (a, e} v01 moi a € X, e la phén td trung lap
cia X. Ta hay trang bi cho X mot phép toan d& X la mot vi
nhém giao hodn va ta sé thdy ring cap (X, f) thda man bai
todan dat ra.
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Gia st x = (@, b) vay = (¢, d) la hai phin tif coa X. Phin
tit (ac, bd) chi phu thusc vao x va y ; that vdy gid sk
'(a_,_i_), vay ab’'=a’b hay nhan hai v& véi cd, ab’cd = a'bed,

ta suy ra (ac, bd) = (dc, b'd). Ta thay ngay réng X cing vdi
phép toan (x, y) — xy = (ac, bd) 14 mot vi nhém giao hodn véi

phdn td don vi la (¢, ¢). Ta chi ¥ la ta co (e, e) = (a, a) véi

moi a € X*. Ngodi ra ta ¢d ngay f la m6t don clu va, vdi moi

e € X', d6i xing cua f(a) = (a e) irong X la (e a) Cudi cing
moi phén ti x = (a, b) € X co thé vist

x=(z,b)=(a o b =@, 0 ¢ =)’

Cap (X, ) cha dinh 1 17 la duy nhat (sai kém mét ding
cdu) nghia la néu cd mot cap (¥, g) khéc théa man bai todn
thi ¢ mot ding cdu p : X — Y vad g = ¢f. That vay, ing voi
m&i phén ti x = f(a)f(b)"}, ta xét phan ti g(a)g(b) ' Phdn tu
g@)g®) ™' chi phu thuéc vac phén td x, vi néu c6
fayf)™ = @) fe)T tie & A} V) = fle))fb)  hay
flab’) = fla’d) (f 12 ddng cdu), ta suy ra ab’ = a’b (f l&a don
ank), do dé glab’) = gla’h), hay glajgd’) = gla’) gb) (g 1a dong
c&u), tic 1a g(@) g) ™ = g(@’) g(®")"}; vay ta ¢d 4nh xa g

fl@)f0) " — g@) g®)™

E dén Y. D& dang ching minh ring d6 12 moét ding cdu va

= ¢f

Trong dinh H 17, vi £ 12 mét don cdu nén ta hiy dong nhit
a va fla) v6i moi @ € X. Do d6 cac phdn tir cla X viét dudi
dang ab”! v6i a € X, b € X".

Hé qua. Néu tdt cd cic phan nl cie X deu la chinh quy
thi tdt cd cdc phén ti cha X déu c6 ddi x:mg, do dé X la mot
nhém, _

Ung dung. 1) S6 nguyén. Ta hay ldy X 1a vi nhdm cac s§
ty nhién N, phép toan la phép cong thong thudng : moi phén
ti cida N la chinh quy nén X la mot nhém. Ta ki hiéu X bang
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Z ; cdc phéan ti cta Z goi la cdc s6 nguyén ; phép todn trong
Z xay dung nhu trong dinh 1i 17 goi 1a phép cong cic s6 nguyén
va cing ki hi¢u bang diu + nhu phép céng cic s6 tu nhién.
MS&i phén tlit cia Z viét dudi dang m - n véi m, n € N. Néu
m Bntacdm—n=p,plasdt1;nhiénsao‘chom=n+p.
Néum < n, tacd m - n = -p, p 1a s6§ ty nhién sao cho
m +p = n. V&y cdc phén t cia Z la... -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,...
2) 86 hitu ! duong. Liy N* tap hop cdc s6 ty nhién khéc
0 lam X, phép todn !4n nay la phép nhan théng thudng cdc s8
tu nhién ; moi phin t& cia N* 1a chinh quy nén X la mét
nhém. Trong trudng hop nay X ki hidu 1a Q' va cac ph-ﬁn tl
cla nd goi 1A cdc s6 hau ¢/ duong ; phép toin trong Q* xay
dung nht trong dinh If 17 goi 12 phép nhan cdc s6 hitu ti duong |
va ki hiéu bing xy hay xy cai hop thanh cia hai s8 huu ti
duong x va y. Méi phdn t cia Q' vist dudi dang pg! vai
P, g € N*, ta con quy udc vi€t phdn ti pg ' cta @ la p/q
P p pp
hay P ; tich ctia i va 2 nhuy vay la 2
q g, q; . 192
duge déng nhdt véi m/l = mn/n (n € N,

Chia . Tai sao vai Z, ta c6

; 88 ty nhién m

Z=Nu{-1,-2,-3, .., -, .}
(xem Ung dung 1)), trong khi d6i véi Q' ta khéng cd
111 1'
N5 g b

(xem Ung duné 2)) ? D€ tim hi€u ta xét cdc dinh Ui sau day.

X trong hai dinh li sau chi mot vi nhdm nhan giao hoan
(tdt nhién ta cling cd thé 14y mot vi nhdm codng), va X la bs
phin céc phdn td chinh quy cia X ma ta gia thiét X =X
Theo Hg qua cia Dinh i 17, X la m6t nhom, ma céc phin tg -
cé dang ab"! véiao b € X (Pinh 1 17).

D;nh i 18. N&u véi moi e, b € X, hoic phuong trinh_
= b cd nghiém trong X, hoac phuong trinh bx = a cd nghier
trong X ; th& thi :
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X=XU{c?]|ceXx

Ching minh. Gia st ob™! € X . Néu phudng trinh ax = b
¢6 nghiém trong X, nghiém dé phai ed dang ba~! € X, vay
bl € { ¢ | ¢ € X }. Néu phuong trinh bx = a c¢é nghiém
trong X, nghiém dd phai c¢6 dang ab"! € X Vay
XcXuicl|ecex).

Bao ham thite nguge lai 14 hi€n nhién. Vay ta cd

X=XU{cl'|lcexl n

Dinh li 19. Dio lai, gia su

X=XuU{c!]|ce X}

Thé thl véi moi a, b € X, hoac phuong trinh ax = b cd
nghiém trong X, hoac phwong .trinh bx = @ ¢é nghiém trong X.

Chitng minh. Gia st e, b € X Xét phuong trinh = b.
Phuong trinhk nay cd nghiém trong X,délax = Theo
gid thist vé X , ba™’ EXhoécba,IE{ e cEX} Né&u
ba”! € X, diéu d6 c6 nghla phuong trinh cd nghiém trong X ;
neubale[c"/ ceX), tacdbal =clceXx hay
ab™! = ¢, hay phuong trinh bx = a cd nghiém trong X. B

Tit hai dinh I trén, ta thdy rang : "Véi moi @, b € N, heac
phuong trinh ¢ + x = b cd nghiém trong N hodc b +x = «
cé nghiém trong N". Cho nén

Z=NuU{-1, -2, -3, .}

Trong khi dd, v6i moi ¢, b € N, khong phdi bao git ta cing
¢6 ax = b ¢ nghiém trong N* hay bx = o ¢é nghiém trong N".

Ching han @ = 2, b = 3, cd 2x = 3 va 3x = 2 déu khéng
"ed nghiém trong N°.

BAT TAP

1. Lap cdc bing toan cho céc tdp hgp gébm hai phdn td, ba

ph&n ti d& duge nhitng nhdm.

2. Thit xem cdc t4p hgp sau day vdi phép toan da cho co
lap thanh mét nhém :
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1) Tap hgp cdc s6 nguyén véi phép cong.

2) Tap hop céc s8 hiru ti voi phép cong.

3) Tap hop cdc s§ thuc véi phép cong.

4) Tap hdp cac s6 phic v6i phép cong.

5) Tap hop céc s8 nguyen la boi cha mot s§ ng'uyén m véi
phép cong.

6) Tap hgp cdc s8 thuc duong vdi phép nhan.

7) Tap hgp cac s8 thuc khiac 0 vai phép nhan.

8) Tap hop cic s§ phic c6 modun bang 1 v6i phép nhan.

9) Tap hgp cdc sd phic khdc ¢ voi phép nhan.

10) Tap hop cdc s6 hitu ti c6 dang 2% n € Z, v6i phép nhan.

11) Tap hgp cdc can phidc bac n cha 1 véi phép nhén.

12) M = {1, -1} véi phép nhan.

13) Tap hop cdc s8 thue dudng véi phép toan T xdc dinh
nhu sau : aTh = a%? vai mot s§ thuec ¢, & > 0.

14) Tap hop cac s6 thuc ¢6 dang e + Y3 (2, b € Z) vai
phép cong.

15) Tap hgp céc sé thuc c6 dang o + bY3 (e, b € Q va
a® + &% = 0) véi phép nhan.

16) Tap hop cdc s8 phic o6 dang a +bi (a,b € Z) véi phép chng.

17) Tap hop cdc vects n chibu clia khéng gian R" vdi ‘phép
cbng vectd.

18) Tap hdp cdc ma tran vudng cdp n véi phép cong ma tran.

19) Tap hgp cdc ma tran vudng cdp n khong suy bién véi
phép nhan ma tran.

20) Tap hop cac ma tran vudng cdp n cd djn'h thée bang 1
vOi phép nhan ma tran.

21) Tap hop cic ma tran vudng cdp n ¢d dinh thm: bing
*+1 v6i phép nhan ma tran.

22) Tap hop cdc da thic (c6 hé s8 thye) vai phép cong céc
da thuc.

23) Tap hgp gom da thie 0 va cac da thic cd bac khéng
qui n (n la mot s6 nguyén, n = 0, cho trudc) véi phép cong
cac da thiec. :
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3. Ching minh ring moi nita nhém khdc réng hitu han X
la mot nhém néu va chi ndu luat gian udéc thuc hign dugc vai
moi phén ti cua X,

4. Cho X la mét tap hap tuy ¥. Ki hiéu Hom (X, X) 1a tap
hgp cac anh xa tit X dén X. V6i phép nhan dnh xa Hom (X, X}
¢6 lap thanh mot nhém hay khéng ? Ching minh ring bé phan
S(X) cia Hom (X, X) gébm céc song énh td X dén X la mot
nhém véi phép nhan anh xa. Hay tim efp cla S(X) trong truong
hop X c6 n phén ti.

5. Cho X 132 mét nhom véi don vi la e. Ching minh rang
néu véi moi @ € X ta ¢d a* = e, thi X 1a aben.

6. Cho mét ho nhitng nhom (X)), o ; ma cdc phép todn déu

ki’ hiéu bang dZu nhan. Ching minh ring tap hop tich dé cac
I X, v4i phép todn xdc dinh nhu sau :
a e f

(xa)a =3V (ya)a el ™ (xaya)a =
la mét nhdm (goi la tich cac nhdm X).

7. Cho X 1a mot tap hop khac réng ciung v8i mot phép toan
hai ngdi két hgp trong X, ¢ 134 mot phdn tu cia X Ki hidu
. aX = { ox| x € X},
Xa = {xa| x € X}.

Ching minh X 14 m6t nhdm khi va chi khi v6i moi a € X
ta ¢ aX = Xe = X.

8. Chiing minh rdng moi bd phan khac réng 8n dinh cta
mét nhdm hitu han X 1A mot nhdm con cha X.
9. Trong cic nhom -6 2) nhém nao 13 nhém con cia nhém nao ?

10. Ching minh rang trong nhdm cong cidc s nguyén Z,
mot bé phan A cha Z ]2 mdt nhdm con cla Z néu va chi néu
A ¢d dang mZ, m € Z.

11. Trong nhdm cic phép thé §,, ching minh ridng céc phép
the sau 1 e, a = (12) (34), b = (1 3) (24 vac=(14) (223
thanh lap mét nhém con ciua S, Nhdm con dé cd aben khéng ?

12. Cho Y 12 mét bé phan cia mét tdp hop X. Ching minh
ring bo phan SfX, Y} cta 8rX) gém cdc song 4nh f : X — X
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sac cho f{Y) = Y l4a mét nhom con cia S7X} (béi. tap 4). Tim
58 phén ti cha S(X, Y) trong trudng hop X cd n phén ta va
Y c6 mot phan ti.

13. Cho A va B la hai b¢ phén cda mét nhdm X. Ta dinh
nghia :
AB={abla€ A, beB}
Al={¢'aeA}
Ching minh cic déng thic sau day :

a) (AB) C = A(BC).

by A7) = A

c) (AB)"l = 71 A7 _

d) Néu A 12 mot nhém con cia X thi A™ = A

14. Cho X la mét nhdm va A Ia mot bd phan khac réng cia X.
Ching minh A 12 nhdm con céa X khi va chi khi 447} = A.

153. Cho A 12 mét nhdm con cua nhdm X va a € X. Ching
minh aA 12 nhém con cia X khi va chi khi a € A,

16. Trong mét nhdm X ching minh rdng nhém con sinh ra
bdi bé phin & 14 nhdm con tdm thuong {e}, e la phin td trung
lap cua X.

17. Gid st § 14 m6t bé phan khde réng cla mé6t nhom X,
Ching minh rdng cac phan t¥ ciia nhém con sinh ra bdi S 1a
cac phdn ti cd dang xx,..x, vdi cic x,..., x, thudc S hoac

$7!. Tim nhém con cia nhém nhan céc s6 hitu ti duong sinh
ra bdi bé phén céc s6 nguyén td.

18. Ching minh ring moi nhém con eda mét nhém xyclic
14 moét nhdm xyclic.

19. Cho X 14 mét nhdm v6i phén td don vila e, ¢ € X 6
cap 1a n. Ching minh rang @ = e khi va chi khi % chia hét
cho n. .

20. Cho a, b la hai phan t{ tiy ¥ cia mdt nhdm. Ching
minh abé va ba cd cung cdp.
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21. Gid st X la moét nhom xyclic cdp n vA ¢ € X 12 mot
phédn tit sinh ctia nd. Xét phdn t& b = o Ching minh ring :

a} Cdp cha b bang n/d, & day d la UCLN cia %k va n.

b) & la phan tit sinh cda X khi va chi khi & nguyén t6 véi
n (tif dd suy ra s6 phan t sinh cia X).

22. Gia s @, b ]a hai phin tU cua mot nhdm, va giA si ta
cd cdp cua a bang r, cdp cha b bing s, voi r, s nguyén t4 clung
nhau, va thém nita ab = be. Ching minh cdp cia ab bing rs.

23. Ching minh ring moi nhém cdp v6 han déu cé vé han
nhom con.

24. Cho X va Y la nhing nhdm xyclic ¢ cép 1a m va n.
Ching minh radng X x Y la mét nhdm xyclic khi va chi khi m
vA n nguyén td cliing nhau.

25. Cho A 14 mdt nhdm. con ctia mdt nhom X. Gia si tap
hogp thuong X/A c¢d hai phan ti. Ching minh A 13 chudn t4c.

26. Trong nhom cdc phép th€ S, bd phan A, gém cac phép
thé& chin 1a nhdm con chufdn tic cla S,

27, Gia st X )4 mdt nhém xyclic vé han, va o € X 12 mot

phan tit sinh. Goi A 12 nhém con cia X sinh ra bai o Ching

minh ridng cdc 16p trdi cha A bang cac lop phél cla A va 50
cac ldp d6 bing 3.

28. Gia st X 12 médt nhom, ta goi la tém cta X bd phan
CX) = {a € X|ax = xa véi moi x € X}.

Ching minh rdng C(X) 12 mét nhdm con giao hoan cia X
vA moi nhdm con cuia C(X) 1a mét nhém con chuin tic cia X,

29. Tim tdt cid cdc nhdm con va nhém con chuin tic cua
nhdm cdc phép thé S _

30. Gia stt X la m6t nhém, x va y 14 hai phan tif cia X. Ta
goi la hodn ti cia x va y phin ti xyx”'y"!. Chdng minh rang
nhom con A sinh ra bdi tadp hdp cdc hodn tU clia tit ca cic

cap phén td x, y cla X 12 mdt nhém con chufn tic cia X goi
12 nhém cdc hoan ti, vA nhdm thuong X/A 1A aben.
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31. Ching minh rdng mudn cho mét nhém thuong X/H cia
mot nhém X 1a aben, 4t ¢d va d0 14 nhdm con chufn tic H
chita nhdm cdc hodn t cia X

32. Tim nhdm cic hodn ti cua 8,

33. Ching minh rdng moi nhom cd cdp bé hon hoac bang 5
la aben.

34. Hay tim cdc nhém thuong cia

a) Nhom cong cédc s6 nguydn la bot cia 3 trén nhém con
cac sb nguyén la bdi cia 15.

b) Nhém c¢fng cdc s6 nguyén la bsi cia 4 trén nhdm con
cac s0 nguyén la boi cia 24,

c¢) Nhém nhan cdc 36 thuc khde 0O trén nhom con cdc sO
thyc duong.

35. Cho D 1a tap hop cac dudng thing A trong mat phf‘ang cd
phuong trinh 12 y = ax + b fa ¢ 0, b 1A nhitng 8 thyc). Anh xa
DxD-—-D
B, &) — &,

trong dé A,, A,, A, l4n lugt cd cdac phuong trinh 12
y=ax +b,y=ax + b,, y = ajax + (b, + b,) xac dinh
mot phép toan hai ngdi trong D.

a) Chung minh D la mét nhdm véi phép tosn trén.

b Anh xa

¢ : D =R
Aroan

trong dd R 14 nhém nhan cac s6 thuc khic 0 va A la dudng
thing ¢ phuang trinh y = ax + b 1a m6t dong cdu.

c) Xdc dinh Kerp.

36. Cho G|, G, la nhitng nhdm véi don vi theo thd tu la e

e, va G 1a nhom tich G, x G2 (bai tap 6), A va B 1a cac bﬁ
phan G x {e;}, {e;} x G cia G. Xét cdc anh xa
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PG —~G,
(Xp0 %) = %)
py: G—~G,
(Il ' xz) Xy
g,:G —-G
Xy {1y, €)
g, : G, = G
Ty = (e, xy)
a) Ching minh p, p, 12 nhitng toan ciu. Xac dinh Ker p,
va Ker p,.
b} Ching minh g,, ¢, 12 nhitng don cdu. X4c dinh Img, va
Img,. T d6 suy ra G, dang cdu v6i A, va G, ding cdu vai B.

¢) Ching minh A vad B 1A nhitng nhém con chufn tac va
AB = BA = G

37. Chiing mich rang moi nhdm xyclic hitu han cdp n déu
ding cdu vdi nhau (ddng ciu v6i nhém cong cdc s6 nguyén mod n).

38. Chung minh rdng moi nhém xyclic v6 han déu ding ciu
véi nhau (dang cdu vdi nhém cong cdc s6 nguyén Z).

39. Gia s X la mét nhdm va Y 12 mot tap hop dugc trang
bi mét phép toan. Gid su e¢é moét song dnh

f:X->Y

théa main _tinh chat flab) = fla)fd) voi moi ¢, b € X. Ching
minh Y cung vdi phép todn da cho trong Y la mot nhdm ; thém
nifa ia aben néu X aben, la xyclic néu X xyclic.

40. Cho X va Y la hai nhém xyclic c6 cdc phan tid sinh theo
thd tv 1ad x va y va 6 cdp la s va L.

a) Ching minh ridng quy tic ¢ cho tuong Ung voi phan ta

x* € X phin tit (*)* € Y, trong d6 % 12 mét s& ty nhién khdc
0 cho trude, 14 mét déng cdu khi va chi khi sk la boi cua ¢

b) N&u sk = mt va p la ding c&u thi (s, m) = 1.
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41. Che X la mdét nhdm giao hoan. Ching minh rang anh
xa

p: X=X
a — o
voi k£ 1a mot s8 npuyén cho trude, 1& mét dong cau.
Xac dinh Ker .
42. Cho X 1a mot nhém. Anh xa
p X=X
avsa!
12 mét ty ding cdu cda nhdm X khi va chi khi X la aben.

43. Cho X la mot nhdm. Ching minh rang tdp hop cac tu
dang cdu ciua X cung vdi phép nhan 4nh xa la mét nhdm.

44. Gid su X, G, G, 12 nhing nhém, G =G, x G, va
f: X — G] g X — G2 I&_ nhitng danh xa. Xét dnh xq
h:X—=6G
x = h(xy = (fix), g(x))

Ching minh rang A la moét ddng cdu khi va chi khi f va g
la nhiing déng cdu.

45. Trong tap hgp X = Z*, v6i Z 1a tap hop cac s§ nguyén,
ta xdc dinh mot phép toan hai ngdi nhu sau :
k .
ey by R)UL By Bg) = (R + (1)1, ky + 1, Ry Uy)
a) Ching minh ring X cing v6i phép todn d6 la mdt nhom.

b) Chfrﬂg minh rang nhdm con A sinh ra bdi phén td (1, 0, 0)
la chudn tac.

¢} Chding minh rdng nhém thuong X/A ding cdu véi nhom
chng cac sd phic ¢6 dang a + bi véia, b € Z.

46. Ching minh rang :

a) Nhém cong cdc s6 thuc ding c&u véi nhém nhan cac s8

thuc dudng.
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b) Nhém céng cdc s6 phic ¢ dang a + bi véi a, b nguyén
dang cdu v4i nhém tich Z x Z trong d6 Z la nhém cong cac
s8 nguyén.

47. Cho X'la mét nhdm. Vai mdi phdn tlt ¢ € X ta xét 4nh xa
f,: X=X

x — a lxa.

a) Ching minh f, 12 'mét tu ddng cfu cua X, goi la ty ding
cdu trong xéc dinh bdi phdn ti a.

b) Chung minh cdc ty. ding ciu trong lap thanh mét nhdm
con ctia nhdm céc tu dang cdu cla X (bai tip 43).

¢) Ching minh m¢t nhdm con H cia X la chuéin tic néu va
chi néu f(H) = H v6i moi ty ding cdu trong f, cda X. Vi li
do dd, cdc nhdm con chuédn tdc cing cdn goi 1a cdc nhdm con
bdt bién.

d} Ching minh &nh xa ¢ ~— £, la mot déng cdu ti nhém X

dén nhém cdc ty ding cdu trong cda X va hat nhan cla ding
cdu dd la tam CrX) (bai tap 28) cua X.

- ¢} Ching minh X/C(X) ding cAu véi nhém cidc tu dang cdu
trong ctia X,

48. Ching minh rang néu f: X — Y 1A mét ddng céu ti
mdbt nhém hitu han X dén mét nhdm Y thi

a) Cdp cta a € X chia hét cho cdp cia fla)
b) Cdp cia X chia hé&t cho cdp cia fX).

49. Chdng minh rdng nhém Y la anh déng cdu cia mot
nhdm xyclic hitu han X khi va chi khi Y la nhém xyclic va cdp
cita nd chia hét cdp cia X

50. Hay tim tdt ca cdc doéng cdu tud

a) Mot nhdm xyclic ¢dp n dén chinh nd.

b) Mat nhom xyclic cdp 6 dén mot nhom xyclic cdp 18. -

¢} Mét nhdm xyclic cdp 18 d&n mdat rhdm xyclic cdp 6.
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61. Ching minh raAng ngoai déng cdu tdm thudng ra thi
khéng cd mot déng ciu nio tit nhdm céng cdc s8 hiu ti dén
nhdm coéng cdc s6 nguyén.

52. Gia si C’ 1A nhdm nhan cac s6 phic khac 0, H la tap
hop cdc s6 phiuc cda C* nidm trén truc thue va truec do. Chung
minh rang H 14 mét nhdm con cta C* va nhém thuang C'/H
ding cdu véi nhdm nhan U cac s phic ¢éd moédun bing 1.

53. Ching minh ring nhdm thuong R/Z (R la nhdm cong
cac s thuc, Z 1a nhém cdng cac s8 nguyén) ding cfu véi nhém
U (bai tap 52).

54, Goi X la nhdm nhén cdc ma tridn vudng cdp n khong
suy bién ma cac phdn tu la thuc. Hay ching minh

a) Nhém thuong cta X trén nhdm con cdc ma trdn cd dinh
thide bang 1 ding cAu véi nhdm nhidn cac sd thuc khde 0.

b) Nhém thuong cda X trén nhdm con cdc ma trén cd dinh
thdc bing +1 ding cfu véi nhdm nhan céc s6 thuc duong.

¢} Nhém thuong cua X trén nhdm con cdc ma trén cé dinh
thic duong 12 mft nhdm xyclic cdp hal.

55. Gid si X 12 mdt vi nhdm (nhén) sinh bdi modt phan td
a cd cdp vé6 han, nghia 1a :

X ={d"| n € N} _
Ching minh vi nhém X (Dinh H 17) 14 nhom va cdc phén
td cia X I3 ... a"3,a_2,a_1,a°,al,a2,a3 ... nghia la
X=XuU {a?, a2 a3 }
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CHUGNG 111

VANH VA TRUONG

§1. VANH VA MIEN NGUYEN

1. Vanh

Pinh nghia 1. Ta goi la vanhk mét tap hgp X cung vdi hai
phép todn hai ngéi da cho trong X ki hidu theo thi ty bang
cac ddu + v& . fnguoi ta thudng ki hiéu nhu vgy) va goi la
phép cong va phép nhan sao cho cic didu kién sau thdéa man :

1} X cung vdéi phép cong 14 mot nhoém aben.

2) X cung voi phép nhan 12 mét nda nhom.

3) Phép nhan phan phai d6i vdi phép edng : véi cac phdn
tiy tuy ¥ x, ¥, z € X ta cd

' xly + 2z} = xy + xz,
(y +z)x = yx + zx.

Phin ti trung l4p cla phép cong thi ki hisu 1a 0 va goi la
phan td khéng. Phan tu d6i xding (d6i v4i phép cong) clia mot
phén ti x thi ki hiéu la -x va goi 1a ddi cita x. N&u phép nhan
la giao hodn thi ta bao vanh X la giao hogn. Né&u phép nhan
cé phan td trung lap thi phén ta dd goi 14 phan & don vi clua
X va thudng ki hiéu 12 e hay 1 (nfu khong c6 su nhdm i&n).

Vi du. 1) Tap hop Z cde s6 nguyén cing voi phép cong va
phép nhan thong thudng la mot vanh giao hoan cd don vi goi
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1a vanh cac s§ nguyén. Ta cing cé vanh cac s6 hitu ti, cic s6
thye, cde . s6 phic (cdc phép todn vin la phép cong va phép
nhan thong thudng).

2) Tap hop Z/nZ céc s6 nguyén mod n cung vdi phép cong
vad phép nhan cic s§ nguyén mod n (ch II, §1, bai tap 2) va
ch II, §2, 3, vi du) la mét vanh giao hoan cé don vi, goi 1a
vanh ede s6 nguyén mod n.

3) Tap hop cdc ma tran vudng cdp nn >1, (vai cac phan
.t la thuc ching han) cung véi phép cong va phép nhan ma
tran 12 mdt vanh c6 don vi. Vanh nay khong giao hoan.

4) Tap hgp cac s§ hguyén la bdi cia mét s6 nguyén n > 1
cho trudc 12 mot vanh voi phép cong va phép nhan théng thudng.
Vanh nay la giac hodn, nhung khong ¢é den vi.

5) Tap hop cdc ma tran vudhg cdp n > 1 cd dang

trong dé cac a, ]a nhing s6 thyc, cing v6i phép cong va phép
nhan ma tran la mot vanh. Vanh nay khéng giao hoan, khong
cd don vi.

6) Gia s0 X 12 mét nhom giao hodn ma phép toan ki hidu
bing ddu cong + Téap hop E cde tu déng clu tif X dén X dugc
trang bi hai phép toan két hgp : moét mat, phép toin cong
. g) — f+glf + g)ix) = flx) + gfx) v6i moi x € X) khién cho
E 12 mét nhdm cdng giao hodn (phén ti khdng )4 anh xa 0
xdc dinh bdi 0(x) = O v6i moi x € X, phén ti déi eda f 13 4nh
xa —f xac dinh bdi (-HHlx) = ~(fix)) véi moi x € X) : mat khac,
phép todn nhan (fg) —fg. Tacd (g + h)f = gf + hf vaflg + h) =
fg + fh. That vay, (g + hifitx) = (g + R)f(x}) = glfix)) +
hifix)) = gfix) + hflx) = (gf + hfix), va (flg + h))(x} = fl(g +
hi(x)) = flg(xi + hix)} = fligx)) + flhix)) = fglx) + fh(x) =
= {fg + fhix). Vay E cing vdi hai phép toan dd 1a mot vanh,
goi 1a vanh cdc tu ddng cdu cta nhém X. Vanh nay cd don vi,

+ o+ oy
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dé 14 anh xa déng nhdt cua X, nhung khong giao hodn néu X
cé qua 2 phan tiu.

Ngoai cac tinh chdt 12 mét nhom cong giao hoan va mot
nita nhém nhan, mdt vanh cdn c6 mot 86 tinh chdt suy ra ti
tuat phan phoi.

Binh li 1. Cho X la mot vanh. Véi moi x, ¥,z € X ta &6 :

(i) xfy - z) = xy — x2, (y - z)x = yx — zx.

i) O0x = x0 = 0.

(i) x(-y} = (~x)y = -xy, (~x){-y} = _

Chitng minh. (i) Theo luat phan phdi ta ¢é xy = x(ly - 2z} + 2) =
= x(y - z)-+ xz. Ta suy ra x(y — 2z) = xy — xz. Dang thie thd
hai ching minh cédng tudng tu.

(ii) Theo (i} ta c6 Ox = (y — yjx = yx — yx = 0 = xy - xy
= x{y — y) = x0.

(i) Tu (@) va (i) ta duge x(-y) = 20 - y) = x0 ~ xy =

= 0 - xy = —xy = Oy —xy = (¢ — x)y = {(-x)y ; ta suy ra
(—x}-y) = xy. Dac biét, voi moi s6 nguyén n > 0, ta duge
{-x)" = x" néu n chin, va (~x)" = -x" néu n 18. A

Tir (ii) ta suy ra néu vanh X cd don vi vd ¢6 nhidu hon moét
phan td thi e = 0.

2. Udc cua khdng. Mién nguyén.

o} day ta hay tdng quit hda khai niém udc va bdi d trong
vanh cdc 36 nguyén.

Dinh nghia 2. Gia st X 12 mot vanh giao hodn, Ta bio mot
phdn td ¢ € X la b6i cua moét phin tit & € X hay e chia hét
cho b, ki hidu a ! b, néu ¢d ¢ € X sao cho a = b¢c ; ta cdn ndi
rang b la udc clia ¢ hay b chia hét e, ki hidu b |a.

Nhu vay theo dinh 1l 1 (ii}, moi phdn tif x € X 13 udc cua
0 ; nhung do lam dung ngbn ngidt, ngudsi ta dinh nghia :

Pinh nghia 3. Ta goi 14 udc cia 0 moi phin ti a = 0 sao
cho ed & # 0 théa man quan hé ab =
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Ta suy ra ngay ti dinh nghia rang phédn tU 0 va cac udc
cia O khong phai la chinh quy. Trong mét vanh khong cd uéc
cia 0, moi phén tt khic 0 déu la chinh quy. That vy, quan
hé a¢b = ac tuong duong véi quan hé afb - ¢} = Q.

Dinh nghia 4. Ta goi 13 min nguyén mét vanh cd nhiéu
hon mét phén tu, giao hoan, cé don vi, khéng cd ude ectia 0.
Vi du - Vanh cac s6 nguyén Z 14 mét mién nguyén,

3. Vanh con

Dinh nghia 5. Gia xd X la mot vanh, A 12 mét bo
phdn cta X 6n dinh d6i véi hai phép toan trong X nghia la
xt+ty € Avaxy € A voi moi x, y € A, A 1a mot vanh con

clia vanh X néu A cling v6i hai phép toan cam sinh trén A la
mdt vanh.

Dinh I 2. Gid sz A la mét b6 phan khdc réng cia mot
vanh X. Cdc dieu kién seu day la tuong duong :

a) A la méf vanh con cia X ‘

by Voi mpix,yEA,x+yEA,xyEA,“IEA‘

c)Vc‘rimoix,yEA,x—yEA,xyEA. _

Chitnig minh. a) kéo theo b). Vi 4 1a mét vanh con che nén
ta cd ngay x + y vd xy thudc A vdi moi xry € A Mit khdc i
A 12 mdt vanh nén nd 12 mét nhom d6i véi phép céng, ta suy
ra -x € A v0i moi x € A (ch II, §2,2, dinh li 7).

b) kéo theo c) theo (ch II, §2, 2, he qua eiia dink I 7).

¢) kéo thec a). Trudc hét ta chu y rang cdc phép todn cam

sinh trén A cing c¢d tinh ch4t k&t hop va phan phsi. Do do

cung vdi hé qua cda dinh Il 7 (ch II, §2, 2) ta c6 A la mét
vinh con cia X. B

Vi du. 1) B6 phan {0} chi gém c6 phdn tu khéng va bo
phan X la hai vanh con cia vanh X. '

2) B3 phan mZ gém cac s6 nguyén 1a bgi ctta mét s§ nguyén
m cho truéc 14 mét vanh con cia vanh cac s§ nguyén Z.

5. BspC-A
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Dinh )i 3. Giao ctia mé¢t ho bdt ki nhiztng vanh con ciic mot
vanh X la mot vanh con cia X.

Chidng minh tuong tu nhu trong nhdm.

GiA st U 1a moét bd phan cia mdt vanh X Thé& tki U chia
trong {t nhdt m&t vanh con cia X, cu thé X. Theo dinh 1 3,
giao A cila tdt cd cdc vanh con cia X chda U la mét vanh' con
cia X chua U, vanh con nay goi 13 vanh con cia X sinh ra
bai U.

4. |déan va vanh thuong

Dinh nghia 6. Ta goi la idéan trai (idéan phdi) cia mét
vanh X, mét vanh con A cia X théa man diéu kién xa € A
(ax € A) véi moi a € A va moi x € X. M6t vanh con A cia
mot vanh X goi 1a mot idéan cia X néu va chi néu A via la
idéan trdi via la idéan phai cia X.

T dinh nghia ta suy ra ngay tuc khéc

Dinh i 4. Mot bo phan A khac réng cla mét vanh X 1a
mét idéan cua X néu va chi n&u cde didu kién sau théa man

IYaea-b € A viél moi g, b € A,

2)xa EA viax EA vii moia € A va moi x € X.

Vi du. 1) B6 phan {0} va b6 phan X 13 hai idéan cia vanh X

2) Bo phan mZ gém céc s6 nguyén 1a boi cia mot s6 ngﬁyén
m cho trudc la mét idéan cia vanh cac s8 nguyén Z.

Dinh 1i 5. Giao cia m¢t ho bGt ki nhing idéan ciia mot
vanh X i@ mét idéan cua X

Ching minh tuong tu nhu dinh li 3.

Gia st U 1a mot bo phén cia mét vanh X Thé thi U chida
trong nd it nhdt mot idéan cia X, cu thé X. Theo dinh i 5,
giao A cla tdt ci cac idéan ciua X chia U la mét idéan cta X
chia U, idéan nay goi la idéan sinh ra boi U ; néu U =

= {a, a;, .., a,} thi A goi 1a idéan sinh ra bdi cdc phan tu

a,, @y .., @, ldéan sinh ra boi mét phdn ti goi 1a idéen chinh.
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Dinh li 8. Gid st X & mét vanh giao hodn c¢é don vi va
a5, a,,...a, € X. B¢ phn A cite X g6m céce phén i cé dang
e +txa, + ...+ x.a, vo‘rz'_ Xy, X, ,..'.,_xn € X la idéan ciia X
sinh ra bdi a

a a

1! 2, ':‘) n‘ )
Chirng minh. Gia st a = xa, +.. txe,b=ya +.. +y,0, la

hai phdn ti tuy ¥ thudc 4 va x 1a mét phén t tiy y thuse
X Ta co

a—-b = (xa +.. + x.a) — e, + .. tya) =

(@) = ya) + . + (e, - ya) =

(X, —ype, + .. + {x, —y)a, €A, _

e = ax = x(xa; + .. +xa)= e, + .. +axe € A

Vay A 1a mot idéan cta X. A chda cdc a, véi i=1,2.,n,

vi g = OIa] Yoot le; + L+ 0a,,i=1,2,..,n

Cu8i cung moi idéan chua a..» a, thi clng cHt’Ia
xla‘i oo X8, VO x,. x € X va do d6 chia xa + .. +txa.
K& luan A la giao cha t4t cd cac idéan chia {a,.., q, } tic
la idéan sinh ra bdi a, Gy, a,. &

Tu dinh nghia ta cing suy ra ngay

Dinh 1i 7. Néu X ta moét vanh cé dan vi v@ néu A le mot
idéan cia X chie don vi cia X thi ta 6 A = X

Bay gio ta hiy xét moét idéan A tly ¥ cua mét vanh da cho
X Vi A la mét nhém con cia nhdém aben cong cla X, nhdm
thuong X/A 1a mot nhom aben hoan toan xac dinh theo (ch TII,
§2, 3). Cdc phédn ti clia X/A 1a cac ldp khac nhau x + A caa
A trong X. Ta hay trang bi cho X/A mot phép toan nhan dé
no tré thanh mét vanh.

Dinh U 8. Néu A lo mét idean cia vanh X, thi .

iy Ldp xy + A chi phu thuée vao céc ldpx + Avay + A
ma khong phu thuée vao su lya chon ciia cde phiin it x, vy tit
cde lop dé6.
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(i) X/IA cing vdi hai phép todn
(x +A y+ A —x+y+ A
fx + A y+ A —xy+ A
la moét vanh got la vanh thuong cia X trén A,
Chifng minkh. (i) Gia st x' + A =x+Avay +A =y + A
Vayx' ~x =a € Ava y - y=5b€A hayx' = x+a
va y' =y + b.

‘Dodd xy’ = (x +a)y +b) = xy+ay +zxb +ab. ViAla
mot idéan, nén tit a, b € A ta suy ra ay, xb, ab € A vay
x'y'+ A =2xy+ A Ta ki hieu (x + Ay + A) = xy + A Nhu
vy ngoai phép céng (x + A) +(y + A} = x +y + A trong X/A,
ta ¢d phép nhan xdc dinh bdi (x + Ay + A) = xy + A

" (ii) Phép nhan trong X/A r6 rang la két hgp do tinh két hop
cia phép nhan trong X. Ngoai ra ta ciing <6 luat phan phéi.
Vay X/A 14 mot vanh. Néu X la giao hodn thi X/A cing giao
hoan. Néu X ¢d don vi 1 thi 1 + A 14 don vi cua X/A. W

Vi du. Vanh thuong cia Z trén idéan nZ goi 12 vanh cac
s6 nguyén mod n. Phép coéng va phép nhah trong Z/nZ xac
dinh béi _

(x +nZ) +{y +nZ) =x +y +nZ
{(x + nZ}{(y + nZ) = xy + nZ

Ki hiéu x + nZ bing x va ldy n = 4 ta cd bang cong va bang
nhin cha Z/4Z nhu sau
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5. Ddng céu

Dinh nghia 7. Mot dong cdu {vanh) la mot anh xa t¥ mot
vanh X dén mét vanh Y sao cho

fla +b) = fla) + f(b)
flab) = fla)ftd)
voi moi ¢, b € X. Néu X = Y ¢thi déng cdu f goi 1a mot tu déng
cdu clia X,
Ta cling dinh nghia don cfu, toan- cfu, ding cdu tuong tu
nhu d3 dinh nghia trong nhém.

Vi du. 1) Gia sit A la mdt vanh con cla mot vanh X. Don
“anh chinh tac

A—-X
a—a
14 mdt déng cdu goi 14 don ciu chinh tac.

2) Anh xa déng nhdt cia mot vanh X 12 mot déng ciu goi
l1a tu ding cdu déng nhdt cua X

3) Gia st A la mét idéan cha mdt vanh X. Anh xa
h X —» X/A
x—zx+ A

la mét déng cdu tit vanh X dén vanh thuong X/A. Déng c4u nay
con 12 toan cdu, goi la todn cfu chinh tAc. '

4) Gia st X va Y 1a hai vanh, anh xa

X -7

x— 0
vGi 0 1a phdn ti khong cia Y 13 mot déng ciu goi la dbng cdu
khong,

Dudi day ching ta hay dua ra cdc dinh I tuong ty nhu trong
nhdm ma viéc ching minh, hodc tuong ty hoac ap dung cic
két quad trong nhdm, xin nhudng cho doc gia.

Dinh i 8. Gid s X, Y, Z l& nhang vanh, f - X — Y va
g - Y — Z la nhang dong cdu. Thé thi tich énh xa
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gf : X =2

cing Za mot dong cdu. Pdc biét tich cia haz dang cdu la mot
déng cdu.

D;nh i 10. Gid sit f: X = Y l&a mot dong cdu tit mét vanh
X dén ‘mot vanh Y. Thé thi :

(i) f10) =

(ii) fl-x) = —ffx) vdi moi x € X

Pinh 1 11. Gid s# f : X — Y la mot ddng cfu tit mot vanh
X dén mét vanh Y, A la mét vanh con cia X va B lda mét
idéan ctia Y Thé thi -

(i) f(A) la mét vanh con cia Y.

(i) £ (B} la mét idéan ciia X.

He yua. Gid s f : X — Y la mot dong cdu ti mot vank
X dén mot vanh Y. Thé thi Imf la mot vanh con cte Y va Kerf
la mét idéan cua X

Pinh 1i 12. Gid st f: X — Y la mét dong cdu tit moét vanh
X dén mot vanh Y. Thé thi :

(i} f la mot toan énh néu va chi néu Imf =

-

Wi

(i) 7 la mét don dnh néu va chi néu Kerf = {0}.

Dinh 1i 13. Gid sit f: X — Y @ mét dong cdu tit mot vanh
X dén mot vanh Y, p : X — X/Kerf l& toan cdu chinh téc (vl
du 3) tit vanh X dén vanh thuong cia X trén Kerf.

Thé thi :
(i) C6 mot dong cdu duy nhdt : f - X/Kerf — Y sao cho tam gidc

X—>sY : )

X/Kerf
la gico hodn.

(ii) Pong cdu f la mét don cdu va Im = fiX)
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Hé qua. Voi moi dong cdu f ;. X — Y tt mét vanh X dén
moét vanh Y, ta cé

fiX) = XiKerf

BAI TAP
1. Chding minh cdc tap hgp sau day vai phép céng. va phép
nhan cdc 86 lap thanh moét vanh -
a) Tap hop cdc s6 c6 dang @ + 6 V2 véia b € Z.
b} Tap hgp cac 8 phic ¢S dang a + bi véi g, b € Z.
Ching minh cdc vanh dd giao hodn cd don vi.

2. Ching minh tip hdp cac ma tran vuéng cdp n voi cdc
phan td 14 nhitng sé nguyén lam thanh mdt vanh voi phép cong
va phép nhian ma tran. :

3. Ching minh tidp hogp cac da thdic cua x v8i hé s8 nguyén
lam thanh mét vanh v6i phép cong va phép nhan da thie.

4. Gia sl da cho trong mét tap hop X hai phép toan cong
va nhan saoc cho : 1) X cing vdi phép cong la mdt nhdm ; 2
X cung v&i phép nhan la mét vi nhém ; 3) phép nhan phan
phéi déi v6i phép cong. Chung minh X 14 mét vanh.

5. Tim cac udc cia khong trong vanh Z/67Z.

6. Ching minh Z/nZ (n = ) 124 mo6t mién nguyén khi va
chi khi n 14 nguyén t4.

7. Ching minh tap hop X = Z x Z cung vdi hai phép todn
(al, bl] + (az, bz} = (a] + az,'b1 + bz)
(a, bl)(az, bz] = (a]a?_, blbz) _

~ la mdt vanh giao heén, ¢d don vi. Hay tim tdt cA céc udc cta
khéng cbia vanh nay.

8. Gia st X la moét vanh ¢d tinh chit sau day :

x2=xv6imqixEX.
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Ching minh ring

a) x = -x v6i moi *r € X.
b) X 1a vanh giao hoan.

¢} Néu X A vanh khéng ¢ udc cia 0, cd nhiéu hon mot
phian t7, thi X la mién nguyén.

9. Cac vanh & cac bai tap 1), 2), 3) 14 nhitng vanh con cda
nhing vanh nao ?

10. Cho X la mét vanh tuy ¥, A va B 12 hai idéan clia X
Chiéng minh rdng bd phén

A+B={a+b| aec A be B
1A moét idéan cia X
11. Cho X la mét vanh tiuy ¥, n 1a mét s6 nguyén cho trude.
Ching minh b phéan
A={xeX| nx =0}
la mét idéan cia X,
12. Cho X la mét vanh tiy ¥, ¢ € X. Chidng minh ring bd phan
aX = {ax | x € X} ' '
la mot idéan phai cua X, va bd phén
Xa = {xa | x € X} |
la mot idéan trai cia X.

13. Gia st X 14 moét mién nguyén va n la cdp (ch II, § 2,
2, dinh nghia 5) cha phdn td don vi e. Ching minh

a) n la mb6t sG nguyén td.
b) Moi phédn td khac khong x € X ¢6 cdp n.
¢) Bo phan
mX = {mx | x € X},
- vdi m 12 modt s§ nguyén cho trude, 1a mot idéan caa X.
d) XimX = X néu m 1a bdi clia n,
X/imX = {0} n&€u m khong phai la béi cia n.
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14. Gia st X ]A modt vanh giao hodn, ¢d don vi. Mét idéan
A 2 X cla X goi 13 idéan 18 dgi néu va chi n&u cac idéan
cia X chda A chinh 14 X va ban than A Mot idéan P = X cia
X goi la idéan nguyén t6 néu- va chi néu véi u, v € X tich
uv '€ P thi « € P hodc v € P. Ching minh rang :

a) X/P 1a mién nguyén khi va chi khi P la idéan nguyén tg.

b) X/A la trudng (§2) khi va chi khi A 1a t6i dai.

15. Giad st A 12 m6t vanh, B 12 mét tap hgp cé hai phép
todn edng va nhan, va f: A — B la mot song dnh thda man
fla +b) = fta) + f(b)
flab) = fla)ffb),

i

il

vii mol a, b € A.
Ching minh : a) B 1a mét vanh.
b) N&u A 1a vanh giao hoan thi B cing la vanh giao hoan.
c) Néu A la vanh cd don vi thi B cing la vanh c6 don vi.
d) N&u A 12 mién nguyén thi B ciing 14 mién nguyén. .

16. Hiy tim t4t ca cac tu déng cfu cla vanh cic s
nguyén.

17. Gid sd f: X — X 12 mot tu dong cdu cia vanh X. Ching
minh rang tap hgp

A={xeX| flx) =x)
12 mét vanh con cta X

- 18. Gid s X 13 mot vanh tiy y, Z 1a vanh cdc s§ nguyén.
Xét tap hop tich X x Z. Trong X x Z ta dinh nghia cac phép
todn nhu sau :

(x, m) +(x, n) = (x; + Xy, ny + 75}
(x1, 1) (%, ny) = (xy 2, + n, x, + 1, x;, n, n,)

a) Ching minh ring X x Z la mot vanh ¢é don vi.
b} Anh xa
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f: XX x Z
x v+ (x, 0)
la mdot don cdu.

19. Cho A va B 1a hai vanh tuy y. Xét tap hgp tich dé cac
X = A x B. Trong X ta dinh nghia cdac phép toin

fa, ) + (¢, d} = fa + ¢, & + d)
fa, bjfe, d) = (ac, bd)
Ching minh : '
a}) X 14 mdt vanh.

b) Cac bo phan A = {(a, 0) | a € A} va B = {{0, b }| b € B}
la nhitng vanh con ctia X ding cfu theo thu tu v4i A va B.

c) ;P: vé_ﬁ la hai idéan ctia x sao cho A N B = {(0, O} va
X = A + B (bai tap 10).

d) Giad sit A vA B 1a nhitng vanh cé don vi, hay tim céc don
vicaua X, A va B .
20. Gia st X la mdt vanh v2a ¢ € X. Ching minh ring :
a) Anh xa
h,: X =+ X

X — ax

la mét déng clu (nhdm) ti nhdm coéng aben X d&n nhdm cong
ahen X.

b) Anh xa
h: X - FE
a — hfa) = a

- 1a mét déng cdu tu vanh X d&n vanh E céc ty dﬁng cdu cla
nhém cong aben X (1, vi du 6). '

¢) Tim Kerh. Ching minh ring A 12 don cfu khi X ¢d
don vi.

21. Gid st X va Y 1a hai vanh, f: X = Y 1a m6t déng clu
tit vanh X d&n vanh Y, A vA B theo thy tu la hai idéan cta
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XvaYsaochof(A}CBp X—>XAvap :Y —YBlacac
toan cdu chinh tde (5, vi du 3). Ching minh réng ton tai mot
déng cfu duy nhéat f tit X/A d&n Y/B sao cho hinh vuéng

f
X——Y
P P
A

la giao hoanm, tuc la fp=pf

Néu f 12 mot toan clu thi f cd phai la mot todn cfu hay
khong ?

§2. TRUONG

1. Jrudng

Dinh nghia 1. Ta goi la ¢{ruong mét mién nguyén X trong
dé moi phan td khdc khong déu c¢é mot nghich d&o trong vi
nhém nhan X Vay mot vanh X giao hodn, cé ddn vi, ¢d nhiéu
hon mot phén td la mot trudng néu va chi néu X - {0} la mot
nhém d6i v4i phép nhan cia X.

Vi du. Tap hop Q céc s6 hitu ti cang vdi phép cdng va phép
nhan cdc s6 la mot truong. Ta cing cd trudng sé thuc R va
trudyng s6 phic C.

2, Truybng con

Dinh nghia 2. Gia st X la mét trugng, A 12 mot b6 phan
cia X 6n dinh d6i vdi hai phép todn trong X. A la mot truong
con cha trudng X n&u A cing voi hai phép toan caAm sinh trén
A 12 mét trudng.

T¥ dinh nghia 2 va 4p dung hé& qua cia dinh i 7 trong
(ch 1I, §2) cung vai dinh 1 2 (§1, 3) ta duge
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Dinh 1i 1. Gm s A la mot b6 phén cé nhtéu hon mat phan
tu cia mot truong X Cde didu kién sau day l& tuong duong :

a) A la mét truong con cia X

b) Voi moi x, y EA, x+yEA xy EA -xEA x' €A
néu x = 0.

c)Véimoix,yEA,x—yEA,xy_IeAnéuyatO.

Vi du. 1) X la trubing con cua trucng X. Bo6 phan {0} khong
phdi 12 mot trudng con cla X, vi theo dinh nghia mét trudng
cd it nhdt hai phdn ti,

2) Trudng s6 hitu ti Q la trudng con cta truttng s6 thue R,
ban thin R lai 13 trudng con cta trudng sd phuc C.

Coi mot trusng X nhu mét vanh, ta cd thé dat van dé xét
cdc idéan cla X. Miac di mét trudng X cé thé ¢ nhiéu trudng
con, nd lai chi c6 hai idéan tim thudng : X va {0}. Thuc vay,
gid st A 1a moét idéan cha X va A = {0}. Vay cd mot phan
td x # O thuéc A. Vi A 12 mot idéan nén x 'x = 1 € A. Do
dé A = X (§1, 4, dinh i 7). Vay hat nhan cta moi dong ciu

f:X—->Y

t mot trudng X dén mdt trudng Y chi cd thé hose 1a {0} hoac
la X. Trong truong hop Kerf = {0} thi f 1a mot don cdu (§1, 5,
dinh i 12), Kerf = X thi f la déng cfu khéng.

3. Trudng céc thuong

Gid st X 14 mot mién nguyén. Theo dinh nghia cic phan
td khic 0 cia X déu i3 chinh quy, nhung di€u d6 chua dam
bdo ching cd nghich dao trong X, ching han trong vanh céc
s6 nguyén Z chi trit 1 va -1 c6 nghich dio trong Z con cac s8
khde thi khong. Bay gio ta dat vdn dé nhing X vaoc mét trugng
X sao cho moi phén ti khic 0 cla X c6 nghich ddo trong X .
X 12 mdt mién nguyén nén X la mot vi nhom nhan giao hoan.
Theo (ch II, §2, 5 dinh If 17) ta cd th& nhing X vio moét vi
nhdm nhin giao hoin X sao cho moi phiin tu chinh quy cia X
¢d nghich dao trong X. Néu ta cd thé€ trang bi cho X thém
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phép todn cong dé X la mét trudng thi van dé dudge giai quyét )
xong. Cu thé ta cd

Dinh li 2. Gid su X la mot midn nguyén, X' la b6 phan
cdc phén tu khdac O cia X C6 mét trudng X va mot don cdu .
(vanh) f tic X dén X ¢6 cée tinh chét sau :

1% Céc phan i cia X 6 dang fla)fo) ' véia € X, b € X'.
2% Cap ( X , [ la duy nhdt sai kém mét ding cdu, nghia
la néu c6 cap (Y, g) théa mdn didu kién 1° thi ¢6 mot ding
cdu ¢ : X = Y sao cho tam gidc - '

fo_
X—X
AN
y

{a giao hodn.

Churng mink. Vi X 12 mot mién nguyén nén X l1a médt vi nhdm
nhan giao hoan. Ta xAy dung vi nhdm nhan giac hoian X va
anh xa f nhu trong dinh i 17 cta (ch II, , §2, 5). Bay giu ta
hay xét hai phin tt x = (@, b) va y = (c, d) tay ¥ cha X .
Phédn t (ad + bc, bd) chi phu thudc vao x va y ; that vay
gid st x = (&', b') , viy ab' = a’b, ta suy ra (ad + be)b'd =
= (a’d + b’c)bd, tic 1a (ad + bec, bd) = (e'd + b'c, b’d) . Tuong
te d8i voi y. Ta thdy ngay rang X cung voi phép céng (x, y)
— x + y = {ad + be, bd) 12 moét nhom giao hodn ; phén ti
khong la (0, 1) ; phén t& d6i cta x = (g, &) la -x = (=g, b).
Mat khic X ciing v6i phép nhan (x, y} — xy =
={a, b) (c, &) = (ac, bd) , nhu ta da bist, 14 mjt vi nhém giao
hoin. Thém nita ta cd thé thd d& thdy phép nhan phan phéi
d6i voi phép cong. Vay X Ia moét vanh - giao hodn ¢é don vi. Moi
phin tt x = (a b) khac phdn t& (0, 1) , do dé a = 0, c6
nghich ddo la x*! = (b, @) . Vay X 12 mot trudng. Anh xa
f: X — X cho tuong dng v6i mdi phan t¥ a € X phén td
(@, 1) € X c6 tinh ch4t

fla +b) = fla) + ftb)
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- ngoai cdc tinh chdt da biét trong dinh 1 17 caa (ch II, §2, 5).
Do d6 f 14 mot dan ciu (vanh) ti X dén X . Cap (X, /) xay dung
nhu vay cd tinh chat 1° Cudi cung gia st (Y, g) la cap cing
thoa méan timh chat 1° cda bai toan. Anh xa
p:X—>Y
x = fla)fby ! — glajglt)!
la ‘'mét song anh bio tén phép nhan : oxy) = efx)p(y), nhu ta
da bist. Mat khac ta cing dé dang thé ring '
pfx +y) = pfx) + ply) voi moi x, ¥y € X .

T d6 ¢ 12 mdt ding cu va hién nhién ta cd g = ¢f

Vi f 1 mot don cdu (vanh) nén ta déng nhft cdc phidn ti
a € X vdi cdc phén tu fla) € f{iX). Lic d6 mdi phdn td x € X
cd thé viet dudi dang ab” ! voia € X va b € X, Ta con ki
hiéu phan tit ab™' bang a/b (ch I, §2, 1). Vay a = a/l = ab/b
vii moi @ € X va b € X'. Hai phan i a/b va c/d 12 bing nhau
khi va chi khi ad = be. Cdc quy tdc cong va nhan la.

afb + c/d = (ad + be)fbd
(a/b)(c/d) = ac/bd.

Ddi cta afb 1a -afb = a/~b. Nghich ddo cia e/ vai a = 0
l1a b/a. Ta thiy lai cdc quy tic cta s6 hiu til

Dinh_nghia 3. Gia st X la mot mién nguyén, X la mot
trudng. X goi la mot trudng cdc thiong cha mién nguyén X néu
¢d mot don cdu (vanh) f : X — X sac cho cap { X, ) thoa
man tinh chdt 1%) cia dinh 1 2.

Tu dinh nghia 3 va dinh li 2 ta suy ra trudng cdc thuong
cia moi mién nguyén toén tai va xdc dinh duy nhdt (ly lai mot
ding ciu).

Vi du. Trudng cie thuong cta vanh cdc s§ nguyén Z la
trudng cdc sé hitu ti Q.

BAI TAP
1. Ching minh moi mién nguyén hlu han 14 mét trudng.
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2, Ching. minh vanh cac s6 nguyén mod n la mét trudmg
khi va chi khi n 14 nguyén té.

3. Chuing minh rang trudng céc s6 hitu ti khéng cd trudng
con nao khéac ngoai ban than nd.

4. Ching minh ring bé phan

A={a+bV2|e,b e @) la mot trubng con cla trudng
s6 thue R.

5. Ching minh rang bd phan
= {a +b V2 +cVi|la,b,ceg}

1a mﬁt tryong con cda trudng sd thuc R.

6. Gia st X 12 mét trudng, e 1a phén tu don vi cia X Xét
b6 phan

z{ne|nEZ}

a) Ching minh A l4 mét vanh con cua vanh X, A cd phai
la mét mién nguyén khomg ?
b} Ching minh A ding cAu v6i vanh cde s6 nguyén Z khi e

co cdp v6 han, va dang cdu vai vanh cac sd nguyén mod p khi
cd cdp p.

c) Trong trudng hgp e cd cdp p, hdy ching minh A 1A mot trutng.

7. Gid st X 12 mét trudng, Y 12 mot tip hop da cho clng
v6i hai phép toan cOng va nhan trong Y, f: X — Y la mobt
song dnh t¥ X dén Y thda man

fla + b)
flab)

i

fla) + fib)
flalfb)

vii moi ¢, b € X
Ching minh Y 13 mot trudng va X = ¥
8. Hﬁy‘tim :
a) Céc tu déng cdu cha trudng cdc s6 hitu ti.

b) Céec tu déng cdu cua trudng cac sd phic gid nguyén cic
s thuc.

c¢) Cac tu dong cdu cia trudng cdc sé thuc.
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9. Chung minh rang tap hop cdc ma tran cd dang

<

véi a, b 14 nhing s6 thuc 14 mot trudng d6i voi phép cong va
phép nhan ma tran, trudng nay dang ciu véi trudng cdc s6 phiec.

10. Ching minh rang tdp hgp cdc ma trdn cd dang
a b
2b a
vdi g, b € Q la mgt trudng (cac phép toan vin 12 cdc phép cong
va nhan edc ma tran) dang ciu voi trudng A & bai tap 4.
11. Tim truong cdc thuong cia mién nguyén A trong bai tap 6.

12. Ching minhk ring moi trudng déu ed trudng con bé nhit
(quan hé thi tu 13 quan hé bao ham) dang cdu hodc véi trudng
s0 hitu ti, hodc véi trudng cdc s6 nguyén mod p vdi p la mét
s& nguyén t6 (bai tip 11).

13. (Gi4 si X 14 mdt trudng, A 1A mét vanh con etia vanh X

a) Chung minh ring néu A cd nhidu hon mot phén tit va A
cé don vi, thi phdn td don vi cia A tring véi phan td don vi
cia X, va ldc dd A 12 mdét miédn nguyén.

b) Gia s A 1A mién nguyén. Chdng minh ring bd phan
P={ab'|abeAb=o0)
12 mét trudng con cia X va P la trudng cdac thuong ctia A

¢) Ching minh ring P 1a trudng con bé nhat trong cdce
truéng con cia X chua A

14. Gia st p la mét 38 nguyén t6. Ching minh ring tap hop
edc s6 hitu ti ¢d dang m/n, trong d6 n nguyén t6 vdi p, 1a mot
mién nguyén. Tim trudng cic thuong cia mién nguyén nay.
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CHUONG 1v

VANH DA THUC

$1. VANH PA THUC MOT AN

1. Vanh da thic mét &n

Khai niém da thic 13 khdi niém ma ta da lAm quen it nhiédu
4 phd thong. Ta goi 1& da thde, moét tdng cd dang

a, +cf_x+,.,+a.”,‘;c.}'l

trong dd cdc a;, ¢t = 0, .., n, 1A nhing s6 thyc va x 12 mdt chu.
Phép céng va phép nhdn da thic la
(@, +ax + .. +e X+ 0, +bx+ .. H) =

a, tb, + .. +(ag o W b T+ L+

m+1
(@ + ax + .+ oMb, +bx + ..+ b)) = &
ab, +(ab; tapx + .. +(eb +ab 4+ ..+

+ akbo):rk +.. + ambnrm"'" trong d6 ta gid st n = m.

o] day ching ta hay dinh nghia da. thic mot cach téng quat’
hon va chinh xdc hon. Gid sit A la mét vanh giao hoan, ¢d don
vi ki hiéu la 1. Got P 1a tap hop cac day

@y @) 2oy By}

tmng dd cdc a; € A vOi moi i € N va bang 0 tit cd tri mot
s0 hitu han. Nhu vidy P la mét bé phan cha ldy thiia dé cac A
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(ch I, §1, 15). Ta dinh nghia phép cong va phép nhan trong P
nhu sau

(D (@, ;s ) T (B, s b)) =
(@, + b, a +b,.,a +b,.)
(2) (a,, ay-.., a,,.- )0, bl,..., b,,.) =

(c, Cysoey Cpyes)
vai
e =ab +tab |+ .. Fab = E alb}-, k=201, 2.
- Pivj=k
Vi cac a; va b, bang 0 tdt cd tri mot s6 hitu han nén cac
a; + b; va ¢; ciing bing 0 tdt ca tri mot s6 hdu han, cho nén

(1} va (2) cho ta hai phép todn trong P. Ta hiy ching minh
P la mbdt vanh giao hoan c6 don vi. Trudc hét hi€n nhién phép
cong la giao hodn va k&t hop. Phin ti khong 1a day

(0, 0, ..., 0 .,
phin t¢ ddi cta day (e, @..;,e,.) B day (-a, —a,.,
—a,..). Vidy P 14 mdt nhém cOng giao hoan. Vi A 14 giao hoan,
nén
2 a;bj = E b}af. -
P =k P+i=k

do d6 phép nhén la giao hodn. Do phép nhan trong A ¢d tinh
chdt k&t hop va phin ph6i d6i véi phép cong, nén voi moi
m = 0,1, 2, ... ta cd thé vist

z 2, ( E-bfcj ) = Z ah(bfch =
r+j=sk

h+k=m htitj=m
DRCLATES 2 ( > ab, ) ¢
h+itj=m j¥l=m h¥i=I
tir d6 ta cd phép nhan trong P la két hop. Day
{1, 0,.., 0,..)
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la phan ti don vi cda P. Vay P 13 mdt vi nhém nhan giao hoan.
Cusi cung luat phan phsi trong A cho phép ta viét

E a‘;(b}. + c}.) = z a;bj + 2 ag;

i+ji=k i+j=k t+i=k

véi-moi £k = 0, 1, 2, .., ta suy ra tit dé luat phan phéi
trong" P.

Bay git ta hay xét dﬁy
x =140, 1,0,.,0,.)
Ta ¢d theo quy.t:‘ic nhan (2)
=00 1,0,..
2 =0,001,.,0,.)

Ta quy ude vist
) 2 =1(,0 ..,0 .)
Mat khac ta xét dnh xa
A—-P
ar g, 0, ..,0 .

Anh xa nay hién nhién 1a mét don ciu (vanh). Do d¢6 tu gis
ta déng nhdt phian td 2 € A4 vai diay (e, 0, ..., 0, ..) € P, va
vi vy A la mot vanh con ctia vanh P, Vi m&i phdn ti cia P
la mot day

(@, @y @y o)
trong d6 cdc g; bang 0 tdt cd trit mét s6 hitu han, cho nén méi
phén t& cia P cg dang

(a, ay,.., a, 0,.)

trong dd a, .., a, € A khong nhat thiét khac 0. Viéc déng nhit
a véi (a, 0, ..., 0, ..) va viéc dua vao day x cho phép ta vist
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(B v 8, 0, ) = (3, 0, .0 +(0, a, 0, .) +

40, 8,0 ) =(,0 .)+(@,0 .)(0© 1,0 )+
+..+(@,0 .0, .,010 .)=a+ax+. +tax"=
N B
n
=ax"+ax+ .. +ax"
Nguti ta thudng ki hidu cdc phén td cia P vigt dudi dang
a, +ax + .. +ax"
bang f(x), glx)...

Dinh nghia 1. VAnh P goi la vanhk da thic cta én x ldy
hé ta trong A, hay van tat vanh da thiic cia én x trén A, va
ki hidu 12 A fx]. Cic phdn tU cia vanh d6 goi 12 da thic cia
an x ldy hé tt trong A. Trong mot da thic

fx) = a@’ +ax + .. ¥ ax
cic a, i = 0,1, .., n goi la cac hé iz cia da thic. Cdc aixi gol
l1a cde hang i cua da thic, dac biét ¢ x” = o goi 12 hang tu
tu do.

2. Bac cua mdt da thic
Xét mot day {(Gps By B

thudc vanh P. Vi cic a; bing 0 t4t ca trit mét s6 hiu han nén
néu :
(@, ap g, ) # 0,0 ..,0, .}

thi bao giy ciing cd mot chi sd n sao cho a # 0 vaag =0
i > n. Theo nhu trén, ta viét

o
(@, ap, e, 0, ) =ar + ax + ..+ anxﬂ_

n?

Dinh nghia 2. Bgc clia da thic khic 0

flx) = apx® + ..+, _ " + o

n=1

viie # 0,n > 0,14 n He tua goilahé ot cao nhdt cha fix).
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Nhu vay ta chi dinh nghia bac ctla m6t da thic khdc 0. Déi
vOi da thic O ta bic nd khéng cd bac.

Dinh 1i 1. Gid si f(x) va gfx) l& hai da thite khic O.
(i) Néu bac f(x) khac bdc glx), thi ta 6

flx) + glx) = 0 va bge (fix) + gix)) =
max (bdc f(x), bac gix)).

Néu bac fix} = bac g(x), va néu thém nila
flx) + gfx) = 0, thi ta cé
bac (f(x} +glx)) € max (bge fix), bac gix)h
(ii) Néu fixj gix) # 0, thi ta ¢6
bac fffx) glx)} s bgc fix) + bae gix).
Viée ching minh khéng cd gi khd khan, xin nhudng cho ban doc.

Dinh li 2. Néu A la mét midn nguyén f(x) va gfx)
la hai ‘da thic khae 0 cia vanh Afx], thi fix) gtx) = 0 va
bac (fix) glx}) = bac fix) + bac gx).

Chitng minh. Gid su f(x), g(x) € Alx] la hai da thdc khde 0
fx) = a, + .. +a, 2" (a_= 0)
glxy = b, + .. +b2" (b, = 0)

Theo quy tdc nhan da thie ta od

flx)gx) = a b, + ... +(ab, + .. +akbg)xk +.. +a,bx" m

a,, va b khic 0, nén a b # 0 (A khong c6 ude cta khong), do

dd fix} glx) = 0 va bac (fix) gx)) = m +n = bac fix) + bac gx/A
Hé qua. Néu A la midn nguyén, thi A [x] cang la mién nguyén.

3. Phép chia véi du

Trong muc 2 ta da thdy néu A 124 mot mién nguyen thi Alx]
cung la moét mién nguyén. Ta tu dat cau héi : néu A 1a mot
trudng thi A [x] cd phai 12 mét trudng khéng ? Cau hdi duge

101



trd 181 ngay tdc khic, Alx] khéng phai 12 mot trudng vi da-
thic x chdng han khong cd nghich dao. Tuy vay trong trudng
hop nay Alx] 12 mot mién nguyén dac biét, nd 1a mét vanh oclit
(ch V, §2) nghia 12 mot vanh trong d6 cd phép chia vdi du.

Dinh li 3. Gid s A la mot trudng, fix) va gx) = 0 la hai
da thic cie vanh Alx] ; thé thi bao gis cing cé hai da thic
dity nhdt q(x) va r(x) thudc A [x] sao cho

flx) = glx) glx) + rix}, véi bdc ri(x) < bge gix)

néu rix) = 0.
Chitng minh. Trude hét ta hay ching minh tinh duy nh4t. Gia
s .
fix}) = gx) q'(x} + r'(xj, véi bac r'(x) < bac g(x)
néu r’(x) * 0
Ta suy ra

= gix) (glx) - q'(x}) + rix) - r'fx).

Néu r(x) = r'(x), ta cd glx) (gix) — q'(x)) = 0, vi g(x) # 0 va Alx}
12 mét mién nguyén, nén suy ra gfx) - ¢'(x) = 0 tic la qx) = q'(x).
GiA st r(xj = r'(x), vay '

bac (rx} - r'fx)) = bae (g(x)(q(x) - ¢'(x)) = bAc gx) + bac (gx) - q'(x)
{(dinh i 2).

Mat khac theo gia thist va dinh 1 1

bac (r(x) - r'(x)) <€ max (béc r(x), bac r'(x)}) < bac g} <
bac glx) + bac (g(x} - q’(x)),

diéu nay miu thuan véi ding thic trén. Chd ¥ : néu mot trong
hai da thic rfx) va r’(x) bing 0 thi ta khéng th&€ ndi d&n bac
- cia nd, nhung diéu d6 khong anh hudng téi viée ching minh,
vi hic dé bac (rx) - r(x)) bang bic r(x) néu r'x} = 0 va bing
bac r'fx) néu rix) =

Con su tdn tai cia gfx} va r(xj thi suy ra td thuat toan dudi
day. Tim g¢(x) va r(x) goi la thuc hién phép chia ffx) cho gix).
Da thic q(x) goi la thuong, da thic r(x) 14 du cua f(x) cho gfx).
Viéc tim thuong va du la tdic khdc néu bac fix) < bac gx). Ta
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chi cidn dit g(xj = -0, rfx) = f(x). Trong trudng hgp trai lai ta
dung nhén xét sau day :

Néu ta bigt mot da thic Afx) sao cho
fix) = flx) - glx} hx)

c6 bac thyc sy bé hon bac céia fix) thi bai tosn tré thanh don
gidn hon : tim thuong va du cua f,(x) cho gfx). Thit véy, néu
fix) = g(x) q,{x) + r (x), ta suy ra

flx) = gx) (h{x) + q,(x)) + r (x)
tu do
glx) = h(x) + q,(x), rix) = r/x)
Trong thuc tién, voi

fx) = a,x" +am_1x'""l +.. +ta

]

glx) = bx" +bn—1"ﬂ_l +..+b,,b, #0 va n € m ta nhan xé&

i
ring, ldy h(x) = b—'" ¥" 7", thi da thic f,(x) = f(x) — g() h@)

n
cd bac thuc su bé hon bac cla fix), hoac fi(x) bang 0. Trong
trudmg hop fi(x) = 0, du r(xj = 0 va thuong g(x) = h(x). Néu

fi(x) = 0 ta tiép tuc v6i f,(x), ta dugc fy(x)... Day da thie f(x},
fy(x)... c6 bac giam dan. Khi ta di dén mét da thic cd biac thuc
st bé hon bac clia g(x) thi da thic d6 chinh 1a du r(x). Néu
mot da thic cha ddy bing O thi du rfx) = 0. D& nhin thdy ré
hon ta hay viét ra cac budc ma ta da thuc hién dé dudc day -
fl(x), fz(x),...

f0 = fx) - gx) hx)
fix) = f,(x) - g{x} h{x)
fx) = f,_ x) - gx) h_,0

vai f (x) = 0 hoac bac fi(x) < ba.c gx). Cong v€ voi v& cdc ding
thdc do lai, ta dude
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fx) = gxyth(x}y + h(x) + .. + B _((x) + fL{x),
tu do
gix) = hix) + hl(x) + ...+ hk_l(x), rx) = fk(x). | |

Vi dyu. Trong thuc tién d€ thyc hién phép chia ﬁi) cho gix)
ngudi ta sap dat nhu sau d€ lap day fi(x) fox)...

1) A la trudng s6 hiu ti.

—x°> - T+ 2% - 4 ‘—2x2+2x—-1
1 ‘ 1
3 2 = | —
¥+ x g % | 2::1:+4
> B
_— +_ _—
8x 5 X 4
- 8% + & - 4
11
g *
Tua dé
—x® — Tx? + 2% 4 =
1 11
(-2x2+2r—-~1)(§x+4) —-2—x.
2) A 13 trudng cdc s6 nguyén mod 11.
—-l-x3—~'fxz+§x—z :—§x2+§x—T
-1x> + 1x* - 6x | 6x + 4

-8x* +8x -1

—gxz +§x—z

(=11

Vay

-12> -7 +2x -4 = (-2x* + 2x - 1)6x + 4
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Tu dinh nghia 2 (ch III, §1, 2} va dinh lf 3 ta cd tdc khic
hé qua.

Hé qua. fix) chia hét cho g(x) khi va chi khi du trong phép
chia flx) cho gfx) bang 0.

4. Nghiém cia mét da thue

Dinh nghia 3. Gia st ¢ 1a mét phan t& tuy ¥ caa vanh A,
flx) = a, +ax + ... + a,x" 1a mot da thdc tiy y cta vanh
Afx] ; phén tu

fle) =a,+ap+.. +ac €A
duge bng cdch thay x boi ¢ goi 1a gid tri cia f(x) tai c. Néu
fle) = 0 thi ¢ goi 1a nghiém cda fix). Tim nghiém cua fix) treng
A goi la gidi phuong trinh dai s6 blc n
ex’ + .. +a,=0(a, =0
frong A.

Dinh i 4. Gid su A Ia met truong, ¢ € A, f(x) € Afx]. Du
ciia phép chia f(x) cho x - ¢ i3 fle).

Chitng minh. N&u ta chia fix) cho x - ¢, du hoac bing 0 hodc
12 mét da thwc bac 0 vi bac (x - ¢ bing 1. Vay du 1a mét
phan tit r € A. Ta ¢¢

fx) = (x - ¢) gx) + 1
Thay x bang ¢, ta duge

fle) = 0. gc} +r,
vay r = fie)

Hé qua. ¢ la nghiem cia fix) khi va chi khi f(x) chia hét
cho x - ¢,

Thyuc hién phép chia
fx) = ap” +ax 71+ L+ a,
cho x - ¢, ta dudc cdac hé t cta da thuc thuang

ax) = b " Tt + 6T+ L+ b,
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cho baéi ¢ac cong thiic
b, =a, b =a +tcb_,i = 1, .,n —1
va dud
r=a, +cb ..

Vir = fle), ta suy ra mot phuong phip {(phuong phap Hoocne)
d€ tinh f{c) bing so df sau day :

aa al e

l

]
¢ | bo bl n—1
trong dé méi phaAn td cha dong thdi nhi duge bang cich cong
vao phdn ti tuong dng cha dong thd nhdt tich cta ¢ voi phén
td ding trudc dong thi nhi. :

Pinh nghia 4. Gia st A [a mét trudng, ¢ € A, flx) € Alx]
va m la mét s6 tu nhién = 1, ¢ la nghiém bdéi cdp m néu va
chi néu ffx) chia hé&t cho (x - ¢)” va f(x) khong chia hét cho
fx - c)m”. Trong trudbng hop m = I nguti ta con goi ¢ la
nghiém don, m = 2 thi ¢ la nghiém kép.

Ngudi ta coi mot da thic ¢é mot nghiém boi cdp m nhu mot
da thdc cé m nghiém triang véi nhau.

5. Phan tr dai s6 va phan tr siéu viét
Gia si A la mot trudng con cda mbt trudng K, ¢ € K va
f@) =a, +ax + .. +ax
12 mot da thic cha vanh Alx]. Léc dd, vie, e, .., @, € A nén
a, a;, ., a, €K, do dd ta cd thé coi fix} 12 mét da thie idy

hé ti trong K va ffc) 1a mét phdn tit thude K. Néu flc) = 0 thi
¢ goi la nghiém ciia mét da thuc ldy hé tu trong A.

Pinh nghia 5. Gid s A ]34 mot trudng con cia mét trudng
K. Mot phan tit ¢ € K goi 1a dai sé trén A néu c la nghiém
ciia mot da thic khac 0 ldy hé td trong A ; ¢ goi 12 sidu viét
trén A trong trudng hop trdi lai.
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Nhu viy bio ¢ 12 dai s6 trén A cd nghia la ton tai nhing
phdn tit @, € A (0 < i < n) khdng bang khong tit ca, sao cho
g, +ac+ .. +ac =0

Vi dg. 1) Céc phéin ti cta trudng A déu dai s6 trén A.

2) Trong trudng s6 thuc R, V2 1a dai s8 trén trudng sé hitu
ti Q, x la sidu viét trén Q. Trong trudmg s phic C, moi sé
phic 12 dai s6 trén trudng sé thye R. Thuc vay, moi s6 phic
z = a + bi la nghiém cta da thitc 22 — 2ax + &% + b2,

Gid st A la mot trudng con cla mdt trudng K, ¢ € K va
flx} € Alx] . flc) goi la mdt da thic cia phdn tii ¢ ldy he tu
trong A. B6 phin cla K gom cédc phdn t cd dang flc) ki hiéu
12 Alc]. Dé dang thdy Alc] 12 mét vanh con ctta vanh K, goi
& vanh da thic ciia phin ti ¢ 14y hé ti trong A. -Ta cd thé
ching minh Afc] 14 vanh con bé nhit cia K chia A va c.

Dinh Ui 5. Gid su A la mét fruong con cia mét truong K
vé c la mét phan tt cia K. Néu ¢ la siéu viét trén A thi Alc]
dang cdu véi vanh da thic Afx] cia dn x. Néu ¢ l& dai s6 trén
A thi Alc] ding c6u voi mot vanh thuong cie vanh Afx].

Chitng minh. Xét 4nh xa

¢ Alx] - K
flx} — flc)

Hién nhién ¢ 1a mét déng céu (vanh) va Imp = Afc].
Theo hé qua cia dinh U 13 trong (ch III, §1, 5) ta cd
Afc] = Alx] / Ker ¢ '

Trong trudng hop c la sidu viét trén A, ffe) = 0 khi va chi
khi fix) = 0. Vay Ker ¢ = {0}. Do dd

Alcl = Alx] / {0} = Alx]. ®

BAI TAP
1. Trong vanh da thic Alx], (A 1a trudng Z/3Z cic sé nguyén
mod 3), hdy tim tdt c4d cdc da thic c6 bac la :
a) 2 ;b)) 3; e n.
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2. Trong vanh da th&c Z/5Z{x] hay thuc hién cac phép nhan
(2 +dx +1) (&2 + 1z + 2).
(—22% + 4x +3)%

3. Trong vanh da thic Z/6Z{x] hay thyc hién phép nhin
(2 + @ + 1x) (Bx* + 8¢ +.§)

Vanh nay cd udc cia 0 hay khﬁ.ng ?

4. Trong vanh Z/5Zfx] héy thye hién phép chia
fx) = -1 + 2 + 2 + 1

cho

gx) = -2 + % - L
5. Trong vanh Z/7Z{x] hdy xdc dinh p d€ du cia phép chia
1x® + px + 5 cho 1x? + Bx +8 bang 0.
6. Trong vanh Q/x} chdng minh rang da thdc
x +D)% —x? - 2c - 1
chia hé&t cho
a) 2x + 1 ;- by x + 1 ; c) x.

7. Ching minh rang da thic x° + 14 € Z/15Z{x] ¢ 4 nghiém
trong Z/15Z. ;

8. Gia st A 12 mdt trudng va fix) 1A mot da thic bae n cla
vanh Alx]. Ching minh f(x) cd khong qua n nghiém phén biét
trong A.

9. Dinh 1i 3 cd con ding nita khong néu A 1la mdt vanh va
g(x) la mét da thde c6 hé ti cao nhit bang don vi ?

10. Ching minh rdng dinh li 4 v hé qud cla nd con ding
vi A la mot vanh. N

11. Ching minh két qua trong bai tip 8) con ding vdi A la
moét mién nguyén.

12. Xét déng ciu ¢ trong dinh lf 5, Ching minh Ker p la
mbt idéan nguyén td (ch III, §1, bai tap 14)). N
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§2. VANH DA THUC NHIEU AN

1. VAnh da thirc nhiéu &n

Trong §1 ta da xay dung vanh da thdec mot &n Alx) 18y hé
tu trong mét vanh A. D6 la vanh ma cde phdn td¥ 1a cdc day
(@, a;, .., a_,..) trong d6 cac a, € A bing 0 tat ca trit mot
s& hiru han Day (0, 1,.0,..) duac ki hiéu l4 x. T4t nhién né&u
ta ki hiéu ddy d¢ la y thi ta lai ki hieu vanh da xay dung la
Aly] va goi 1a vanh da thic cua 4n y. Bay gio ta hay dinh
nghia vanh da thitc cha n 4n ldy hé ti trong mot vanh A bing
quy nap nhu sau.

Pinh nghia 1. Gia sit A 13 m6t vanh giao hodn cd don vi.
Ta dat

Al = A[xl] _
Ay = Ajlx,]
Ay = Ajlxy]
An = An—l[xn]

vanh A| = A |[x ] ki higu 1a Alx,, Xy, -y X,] VA goi 12 vanh de
thite cua n @n x,, x5, .., x, &y hé tu trong vanh A. M6t phédn
ti cia A goi 1a mét da thic cia n dn Xy, Xy X, &y hé
ti trong vanh A, ngudi ta ki hidu nd bing fix,, x,,.., x.) hay
8xy, Xy X )
Tt dinh nghia 1 ta ¢é day vanh
A,=ACA CAC..CA

trong d6 A,_, la vanh con cua A, i=1,2..,n

Bay gis ta hay xét vanh A x;] = Alx, x,1. D6 la vanh da
thic cha &n x, 14y hé tu trong A = Alx,]). Vay méi phén ta
cha A[xl, x2] cd thé vigt dudi dang

1) flx, ) = ajlx) + ‘al(aci)x2 + . +a (xl)x'l} voi céc ax)) € Alx;].
(2) ax)) = by + b, x; + .. +b, r’"-;-OI

n

Vi Alx, x,] 12 m6t vanh nén ta cd phép nhan phan phdl dé&i
vai phép cdng, do dd flx;, x;) con c6 thé viét
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_ a a, .@ a
(3) flx,, xp) = cixlnx;u +opin o + 4 ¢ xim ,’)_’gm?.

vl cdc ¢; € A, cac @, a, la nhitng s6 tu nhién va (e, a,) =

il
* (ajl, a,;) khi i # j. Céac ¢, goi la cic A¢ ta va cac cxau x5z goi

1a edc hqng te cia da thic flx,, x,). Chéng han xét da thlIC
flx;, x;) € Z[x}, .‘rz] voi Z la vanh cac s6 nguyén

f,, x) = x50 — 1+ (x, + 2, + (@ +20, - 1)k =

4
=x:;‘—1+x +2x +x +2xxz—x2

Da thic fix, x,) = 0 khi va chi khi cac hé tu ¢, cla nd bang
0 tat ca. That vay néu cdc ¢; = 0 thi r6 rang flx,, x,) = 0.
Do lai gid su flx,, x,) = 0. Vigt flx,, x;} dudi dang (1), ta
duge cdac da thdc (2) bang 0 tat ca, tic la

b = - = bimi= 0i=10.,n

Nhung cic Cppenes

i = 0,., n do d¢d

¢, trong (3) chinh 1& céc b,,., b,

¢, =c¢y = ..=¢ =0
Bing quy nap ta ching minh méi da thde flx,, x, .., x)
cia vanh Afx,, x,, .., x ] c6 thé viét dudi dang
(4) flxy, 2y, x) = cxint xim + .+ ¢ xfm ...x:”"‘ v6i cde

c; € A, cdc ail, -
céc Cixl'l , x“m goi la cidc heng ti cia da thic flx,, x,,.., x).
Da thdc f(x,, x,,.., x,) = 0 khi va chi khi cdc hé t& cia no
bang 0 tdt ca.

Cho hai da thue f{x o x) va gle,., x) bao gid ta ciing
¢S thé viét ching dudi dang sau day '

a,, i = 1,., m, 12 nhitng s6 tu nhién va
v ajn) khi { # j. Céc ¢, goi 13 eac hé tu,

flx, o x,) = cxpin xim + L+ cmx‘fml . Agma (5)

8(x) sy xy) = dxit .oxpe + .+ d x(m L xmo
trong d§ (@5 0 G ) # (aj], ey ajn) khi i = j.
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Chang han, véi flx), x,) = x% +ax, va g, x,) =

= 2 _ :
= 211x2 xx, + x,, ta viét
. R 2
fleg, %) = x7 + Oxpxy +xx, +0x,
glxy, 1) = Onf +2epf —xpx, +x,
Do cdc tinh chédt clia cdc phép todn trong vanh Alx,, ., x)

ta ¢d téng, hiéu, tich cua flxg,., x ) va 8xy,., x) la

fan.x) + gl oy x) = 3 (o £ dyfin . aln

i=1

flx e x) glay, oy x) = E cd ?i1+ajl ...xﬁin"'“jn,

Tiu mét da thdic bang 0 khi va chi khi cdec hé t& cta nd
bing 0, ta suy ra hai da thic fl,..., x ) va g{x,..., ) bang
nhau khi va chi khi ching ¢ cdc hang tit y nhu nhau. That
viy xét h:}i da thie flx,, .., x), glx,,..., x ) thy ¥ (5). Hiéu cia
ching la

m
gy, x) - glay, o, x) = E (6; ~ dyxfit ... x0m
i=t
Do d6 flx,,.., %) = g(x,.., x) = O khi va chl khi ¢, - d, =

0,
t =1 ,., m, tde la f(x,,..., x} = glx,..., x) khi' vd chi
khi ¢, =d, i = 1,., m. 3

2. Bic

Dinh nghia 2. Gid s fix,, .., 1) € A [x;, ..., x,] la mot
da thic khac 0

— a-
fp,e x) = cpfn Lxiw + L+ CpX ]t oo Xpmn
voicdc e, # 0,i =1 ., mvalg, ., 0)= (@, - @) khi
i # j. Ta goi la bdc ciia da thic fix, .., x) d6i véi dn x, 0
mi cao nhdt ma x; cd duge trong cdc hang tu cua da thdc.
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Né&u trong da thic fixg,..., x,J dan X, khéng cd mat thi bac «ia
fx;,.., x,) d6i véi nd la 0.

Ta goi 1a bGe cia hang td cfx‘l’il ..xgn téng cic s6 mi
ay + ...+ g ciag cdc dn.

Bace ctia da thie (d8i voi toan thé€ cac dn) lA sd 1dn nhiat
trong cdc bac clia cac hang td cia nd.

Da thic 0 la da thdce khiong cd bac.

Néu cde hang tit chia flx;, ..., x) cd cung bae & thi flx,., x)
goi 1a mdt da thuc déng edp bac k hay mdt deng bac k. Dic biét
mo6t dang bac nhat goi 1a dang tuyén tinh, mot dang bac hai goi
la dang toan phiong, modt dang béc ba goi 1a dang lap phuong.

Vi du. Da thic

— 3.5 2 9 2 _ 3.2 _ 4.5

flxy %y, x9) = 2xpxy —xyx, + 30y +x7 — brpeoxs —4dxx, +6
cd bae la 9, nhung d&i vdi x; nd cd bac la 2. .

D€ siap xép cac hang ti clia mét da thice f(xl', .y X} khae
0 ta cd thé sap x€p nd theo cdc luy thita ting hay gidm déi
vdi mdt 4n nao dd. Chang han, trong ¥i du trén ta cd thé sip
xép flx,, x,, x;) theo cac ldy thira 1ui cta x,.

2 15 32 9 5
flx), x5, 23) = x(1 ~ ) +x, (20503 ”‘512’“3) + 80y —dx, +6

hay theo' cac ldy thua lbi cda x,
5 5 2 2 2
fx) 02y, 25) = —4dxx, +x%(2xlx3 - b x3) — XX, +x% +3xy +86

hay theo cdc liy thua lui cia x,

_ a9 3.5 _ 37 4.5 .2 2
f(xl,x2,x3)-—3x3+2xlx2r3 5x]x2x3 4x2x3 xlx2+xl+6.

Ngoai cdc cach siap x8p d6, ngudi ta con ¢ mot cach sép
x8p goi la cdch sdp xép theo 16i tit dién (gibng cach sdp xép
cdc chi@t trong td di€n). Cach sdp x€p nay dya trén quan hé
thit ty toin phdn da xac dinh trong tich dé tac N" (n 2 1)
voi N 1a tap hop cdc s6 ty nhién (ch I, §2, bai tap 10). Ta cd,
theo quan hé thu tu dg,

(@), @y ) > (by, by, b))
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néu va chi néu cd mét chi s6 i = 1, 2., n sao cho
1 @iy = b, 0 > b

Quay lai da thue flx;, x, x;) trong vi du trén, cdc s6 mi
trong méi hang ti cho ta mét phan t& thude N*, cu thé ta og
7 phén t& thuoe N° : (1, 3, 5), (2, 1, 0), (0, 0, 9), (2, 0, 0),
(1, 3, 2), (0, 5, 1), (0, 0, 0) ma theo quan hé thd tu dang xét
chiing sdp tht ty nhu sau

2,1, 00 >(2,0,00 > (1, 3,5 >(1,3,2) > (0,5, 1) >
(0, 0, 9 > (0, 0, O)
véi (2, 1, 0) 1a phan t& lén nhit. Vist cac hang tu tuong dng
cha flx,, X,, X,) theo thi tu trén

.2y, 0) = —xjx, +af + 20, ~ 5 xoxs - ey + 8] +6

goi la sap xép flx,, A, xy) theo 168i ti di€n. Hang o -—:c;jac2

tuong ung voi phdn ti 16n nhadt (2, 1, 0) goi 1a heng 2 cao
nhat cua fix,, Xy Xy

Dinh U 1. Gid st fix,, .., x,) la mot da thic voi hang ti
cao nhdt la exft  xla, gx,, ..., x,) la mét da thic vdi hang ti
cao nhdt la d.r‘?l ,..xin v gid su f’a.],..., a,) > (b},,,.‘, b, ). Thé thi
hang tu cao nhdi cle da thic téng fixy, ., x) + gix,

u
1

eox )

113
la cxh ._.xin‘

Chitng minh. Ta hay viét fxg, o, x) va glx,.., x_) dudi dang

= 24 ) a 7
fx o x) = cafn afm + 4 ¢ xfot . xfmn

_ (7] . a a__
glxy, x,) = dxju xw + .+ dxm L X mn

viil CIIT:I x) In = cx‘;‘l Xon, dl =
@y g Gy ) > @y, e a) o= 2,0 m,
Ta 6 _ f(x],,.., xn) + g(xl,,,,, xn) =

4 i £ a
(¢ +dpxpt L + 4 (¢, + d, e . aon
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Do d6 hang td cao nhdt cia da thde tdng la
I G dxin .xpe = exfi Lxin. B
Hé qua. Gid si fy(x;, ..., x,), ..., fi{x;, ..., 2,) la nhing da
thite ¢6 kang tit cao nhdt theo thi tu la
CF L xn ., caYE LL Xke LR gid su
| (@, o a;) > (ay,, .., a2n) - (a“,..., a.,)
Thé thi cxn ..xjin I heng td ceo nhdt cia da thic tong

filxy, oy x) + 0+ file,, o, ox )
Tap hop sidp tht tu N” con 14 mét vi nhom giao hodn ddi
vdi phép ecdng (ch II, §1, bai tap 5)
' @y, oy @) + (b, oy B) = (ay + b,y 0 + b))
Phép cOng nay va quan hé thd ty trong N" cd tinh chit
B8 dé 1. Néu
(@, .., a,) > (b), ..., b,) -
thi (a; + ¢;, ., a, *¢) > (b, ¢, .., b, +¢)
u6i moi (cy, ..., ¢,) € N°.
Chitng minh, Vi
(a, . a)) > (b, ., b))
nén ¢d mdt chisd i = 1, 2,..., n sao cho
=0

a, = by, g

. :
1§ al' bl

-1

do dd

a, + ¢ = 5. + c.

. _ -1 i-1 -1
a, te¢ > bi+ci.l

1 = bl + €y 0 i T
Hé .qué. Néu
' (@, ..o @} > by, ..., b
Ui (cg oy ¢ > (dy, ., d)
thi (ay + ¢ @y, Yo > by +d, ., b +d)

i
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Chitng minh. Theo b8 dé& 1

@ +cp, ., a te) > (bl' tep by te) >0, +d; .., b + d,)
T¥ b8 d& 1 va hé qua cha nd, ta suy ra ‘

Dinh li 2. Gid st fix), .., x,) vd gl,, ., x ) & hai da thic khdc

¢ ciia vanh Alxy,..., z,] ¢6 cdc hang it cao nhét theo thu fu

clx‘]’n Xy vE dlx‘l’n -"I:"‘- Néu c,d; # 0 thi heng it cao nhdt ciia

da thic tich flx;, .., x,) glx,;, .., x,) la cldlx‘l’u”n ___x‘;m*'bm,

Chitng minh. Gia si
flay,.., ) = cafn Lxfe + . . x%

b a
glxy., x ) = dlxll’n wXpln F o+ d xim X en

da duge sap x€p theo 16i tit dién. Didu d6 co nghia la
(@) 1sss a ) > (2P a, ) véi mei i = 2,51

va (by,.., b)) > (bjl,..,, bjn)‘ voi moi j = 2,..., m.
Ta hay chdng minh

g, +b +b
cldlxln n ‘..Izln In

1a hang tt cao nhdt cia da thdc tich
flxy,.., x,) glx,,..., x).
Nhén fix,,.., x,) véi gx,,., x,} ta duge
fy e x) 8@ s 1) = 3 c:.djx‘fil)'bjr oo 2 By
N Ly .
i=1,..,1
J=1, ..
Méi hang tu ¢, djxf,-;*'bp x:in+b;n cho ta phédn tua
't
('3‘:'1 + bjl’“" a,, + b;n) € N

Theo b6 dé 1 va hé qua cia nd, ta od cdc bat dang thue
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(@, + b”,..., a,, + b,,) > (@, + bjl’“" a,, + bjn)
=2, ., m

(@, * 6,0, t bln) > {ay + b, 0 T bln) ,
io= 2, .., 1

(a,, + R bln} > (g + bj1=“" a, + b}.n) .

P= 2,07 =2, .,m
Vay hang tu
cldlx‘:]’11+b'.1 Iiln+bln

chinh 12 hang td cao nhat cda da thuc tich. B

Hé qua. Néu A la mot mién nguyén thi Alxy, .., x] cing vay.

3. Da thic déi xing
Gia s A 1A mdét vanh giao hodan ¢d don vi. Trude hét ta hiy
xét vanh da thde 2 dn Alx,,x.]. Trong vanh nay ta chu y tai
hai da thic dac biet sau day
fy, xy) = % 3y, 8, ) =0, .
Cac da thdc ndy cd tinh chat : néu ta thay x, bang x, vi

x, bang x, thi da thic khong thay déi

flep, xp = x4 3y =1, +xp = flny, 1)
gl , x;} = X, %, = X0, = g{x,, 1)
Trong vanh A[xl, le khéng phat chi ¢6 hai da thiuc d6 o
tinh chAt nhu vay, ching han da thuc

3 3
plry, X)) = 1) v xg m
ciing cho ta
Lp(I] s Iz) = ‘P(Igs 11)

Mbt cach téng quat
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Dinh nghia 3. Gia s A 1a mét vanh giao hodn ¢6 don vi,
fxg .., x,) 18 mét da thdic ctia vanh Alx,,., x,). Ta bao

X, ,.., x,) la mot da thilc déi xing cia n én néu
1 nt g

f(xl ’ Iz LA} Iﬂ) = f(xT(l)' xr(z)"“, xr(n))
véi moi phép th&

r = { i 2..n )
(1) 7(2) ... T(n)
f(IT(l) o Tymy) SUY ra bt flx),.., x,) bing cach thay trong
x50y x,) x, bdi Xty %y badi Xy -
Vi du. Trong vanh Z[x,, x,, x,] da thic

2 2z

- 2 2 2
flx), xy, x3) = X%, x50y +xgx 4 oxxg tx

2%
2
txyx) + 2x,x,x,
la d6i xdng. That vay ta thiy ngay ring

flrys %3, 23} = flxy, 23, 'x)) = flxy, x;, x,)

= flxy, xy, x3) = flag, 2y, x) = ey x4, x).
Mubn cd fix,, x,, x;) ching han, ta thay x, bing x,, x, bang
x,, xy bing x) trong f{x;, x,, x,} , ta duge

ey = 2 2 2 2
fxy, %y, ) = 233, + R + xjay +xyx) + At

2
+x a4 2x3x2x1 ,
do dd fy, x5, ) = flxg, x,, 1)

Dinh li 8. B phan gom céc da thic di xing cia vanh
A{Jc1 vew X,] 1@ mét vanh con cia vanh Al o, x]

Chitng mink. Gia si f(xy. %) va gx,,.., x,) la nhitng da
thie d8i xdng, nghia la

f(xl yey In) = f(x-;(l):m: xT(n))
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. g(:vc1 yoory Xy) = g(xr(l},..., xr(n))
v3i moi phép th& 7. Th& thi
fg o x) — 80,0 %) =
F(ay v Tamy) ~ 8y o0 Frgmy) 5
x50 X,) 8@y 5oy %) =

L R O R e O
v6i moi phép thé 7. A
Cac phén ti cia A & nhitng da thdc d8i xdng d&c biét. That
viy moi phén ti ¢ € A cd thé viét

_ 0.0 0
G—G-lez In .

Moi da thic déi xing f(x,,., x,) & A nhat thiét phai chda

tdt cA n 4n vA phai cd cung moét bic d6i véi mdi dn d6 : that
vdy néu f(x ,., x,) ¢ mdt hang il trong d6 chia mot in x;

véi 6 mu 1a %, thl nd cing ¢ hang ti suy ra tit hang td dy
bang cdch thay th& x; béi x tic 12 hang ti chda x; véi cung
s md k.

Cédc da thic sau day
=ttt x,
. = XX, txjx, + .t x, X,
Oy = XX, %, + X x,%, + . tx _ox X

an—l = lez P 4

-1 + xlxz xn_zxn + .. x2x3 e Xy,

cing 14 nhitng da thdc d6i xdng, goi 1a cic da thie déi xing
ca bdn. Ching ddng mdt vai trd quan trong trong l thuyét cac
da thuc d6i xtng do dinh i duéi day. Trusc khi dé cap téi dinh
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li dd, ta hay dua vao ki hiéu sau day. Gia su glx, ., x,) 1a mét
da thdc cia Alx,,.., x,] , phén t¥ cia Alx,,.., x,] ¢ duge bang
cich thay trong g(x,,.., x,) : x; bdi 6, x, béi o, .., x, bdi o,
goi 12 mot da thdc cia cée da thde déi xdng co ban, ki higu
12 g(6,,, 6,) . Ching han véi n = 2 va g, x)) = xf - X,
thi g6, 6,) = 6; =6, . Vi 6, .., 6, 1a nhing da thuc doi
xing nén g(6,,., 6,) cing 124 mét da thdc d6i xding theo dinh
i 3. Ching han

2 _ 2 '
g(6,, 6,) = 0'% -0, =(x tx) —xx, =2 +xx +x§
1a mét da thic ddi xing cla x, vd x, . Nhu vay, moi da thdc

cia cdc da thdc d8i xing co ban Ops o O'l;l 12 mét da thie déi
xing clia n 4n X, 5. X, . Diéu ddo lai cing ding, nd 14 ndi dung
cia dinh li 4 sau day, dua trén cic bd dé :

BS dé 2. Gid si f(x,,.., x,) l& mét da thic d6i xing khdc
0 va axit 252 ... xin & hang ti cao nhdt cia né. Thé thi

012623‘..?(1".

Chitng minh. Ta phai ching minh &, > a; vdi moi { =2,. 1.
Vi fix;,.., x,) la d6i xing, nén f(x;,.., x,} phai chia hang td
cxfi..afi-1xli | ..afn suy ra ti¥ hang tl axfi..xfimp xli . ahn

1
béng cdch thay X, _y bdi x; v x; bdi x;_ . Néu q, > a; _, thi

1
(@ sy Qo By Gy ) > (a, en @y By By @)
do d¢
o:x‘lll Ifi_‘—ll x?i Iﬁn
khong phai 1a hang td cao nhé&t, mau thuin v4i gia thist. W
B3 dé 3. Gid su @y, @, & nhing s6 tu nhién sao cho

= =
a, az = a,
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Thé thi da thitc

- _ a —-a
f(Il yerey Iﬂ) = G‘,]lll a, o‘éz a, Y I n Oan

n-—1 n

trong dé 6, .., 0, la cic da thuc doi xung co bdn, c6 heng tu
cao nhdt la

3] [#]
£ x‘;z -

Chitng mink. Cac hang ti cao nbit cia 6,, 0, ,.., O, _ |, 0,
theo tha ty la
Xy X Xy XXy o Xy _py XXy o Xy

Ap dung dinh li 2 ta ¢d hang tif cao nhdt cda f(x ,., x,) l&

a

LR C T

P (g Xy o Xy _ )1 T (xyxy oz ) =
o a
= xf1 252 . xe W
B8 dé 4. Gid sz a, l& mot s6 tu nhién. B6 phen M cia N",
véi N la tap hop cdc s6 fi nhién, gbom céc phin tu
(ty, b b

sao cho _alatlgtzzmatn

la hitu han.

Chirng minh. Goi L 12 tap hop hitu han gém cdc sd tu nhién
0, 1, .., @, . Hién nhién L" hitu han va M C L" , do d6 M
hitu han. '

B3 dé 5. Gid st g(6,,.., 6,) l& moét da thiec cia céc da
thite d6i xing co bdn

g(0y, . 6,) = ;610 . oo + ..+ ¢, O . Opmn

" n
trong d6 ¢; # 051 = 1, .., m, 08 (@, 0 ) # (G500 %)
i = j. The thi g(6, .., 6,) # 0.
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Ching minh. Thay o6, bang x, +x, + . +=x,, .., 6, bing
XX, ... x, trong g(c,, .., 6,) ta duge mot da thdc cia cac dn-

Xyy Xyy oy X0

glxy tx, + .. +x ., X%y oo} = flag, o, x) =

= 3 i@ %)

i=1

[, %) = iy x5 + 0+ x) L (x Xy . x,)n
i =12 .., m
Hang tt cao nhdt cta da thic f(x;, .., x,) theo dink 1 2 1a

e xfn (o x)" o (X xy e x )Y = c‘;x’fn r§i2 o 2

val a; + @y + ...+ e, = k“

G + .. ta, = ky

Hang ti cao nhit cia méi da thuc fi (xy, - x,} cho ta phin
b (R, ky, oo k) € N Ta oo

iys kigo o Ri) = (R, By, oy By) Khi @2

vi néu
(ivs Ry oo by = (kg By o b)) V00
thi @ = kg —ky = k}'l - ka = g

kip =k = ky — ki = ay

8
IN]
I
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vai § # j, mau thudn véi gid thigt. Vi N” sap thi tu toan phédn
nén b4 phén hiu han gbm cac phan ti (%, k,, -, k,) t = 1,

2, .., m c6 phén t¥ 16n nhdt, chdng han (k,,, k,, .., k) 1a
phdn ti 16n nhst. Theo hé qua céa dinh i 1, e, Zn .. 20 12
hang t¥ cao nhit cla fixy, ., x,) . Vay
g0y - 6,) = flxy, v x) 12 khic 0. B
Hé qua. Gid su

R(xy, w0 %) = € X0 oxp 4 4 ¢ 2l L xima
va

Ry, . x,) = € anLoxie + oL+ c’mx?rnl v T
ia hai da thuc trong dé (@i s ) # (ajl’“" ajn) Rhi I = j, .
sao cho

(6, . 6,) = K6, ., 6) ;

thé thi ¢, =¢, i =1, 2 .

; P n.

Chitng minh. Gia s c6 ¢; = ¢’ . Dat
(0,1 6,) = R(O,, y 6,) = (O, .y 6,) =
= (e — PO L O + L+ (e, — € o OO
Vie # ¢’ , nén ¢, —¢; # 0. Theo bd dé 5 :
80, o 6,) # 0
Nhung theo gid thiét g(6,, .., 6,) = 0, mau thuin. W

Pinh li 4. Gig s flx;, xy, o, x,) € Alx|, x,, .., x,] ld m6t

da thie d6i xing khic 0. Thé thi c6 mét va chi mot da thic
h(xl, Xy pX,) € A[x], Xy s o xn]

sao cho flx,, x5,.., ) = h(6,, 6,, .., 6,)

n
trong dé 6, 6, .., 0, la cdéc da thic ddi xing co bdn.
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Chitng minh. Ta hay sap xép f(x,, .., x,) theo 16i tU dién, gia
su

4]
axfl x5 .. x%n

n

la hang t¥ cao nhit cua flx,, ., x,) . Theo b3 d& 2, ta cd

>
613323.‘./(1”

B3 dé 3 cho ta biét da thic

—a —a a ., ~a
ao‘;t 2 0‘52 R 6‘;n

ciing ¢6 hang td cao nhit 1a
ia
axit x5 .. X .
Xét hidu

£y, e %) = flx, 0 X,) —adfi o2 % L O

Néu f, (x;, -, x,) # 0, ta hay sdp x&p nd theo 16i ti di€n
va gid st
o ﬁx’fl xgl xﬁn
12 hang t cao nhit cda nd.
Theo dink I 3 : f, (x;, .., x,) cing 12 mdt da thdc d6i xdng,
va do d6 theo b dé 2

Mat khde, tit bi€u thic cia hiéu hai da thde (muc 1), ta cd
(@, @y, s @) > (b, 05,.., b))
do dd

a, =z b

1 1

Xét hiéu

fE, e x) = 10,0 %) = ﬁo‘il_bz og:_ba .. &

123



Néu £, (x;, .., x,} # 0, ta hay sip x&p nd theo 16i tit dién va
gid su

o L <
YA . Xe
la hang ti cac nhdt cia ndé ; cing i luan nhu déi veéi

fix,, .., x,) ta duge

¢, = = =z ¢

C2 n

véi (bl’_bz’ ey B} > (cl, Cosoy €p) -

1

Qué trinh dd khong thé dai ra vo tan, vi cdc phan td
(@, a), ,,.. b)), (€5 ¢,) ... ma ta dugc 12 nhitng phén
td cha tAp hop M hifu han trong b8 dé 4. Vay qua trinh hin
phai chim dit, tdc la sau mét s6 hitu han budc ta sé phai duge

=t 1-I {
= - 17 % 420 n
0 = f@x, - x,) 16, o5 . G

Ta suy ra tit d6 rang
—a ~a ~b, b, —b
[y, x5, 00 x,) = aof zq‘z’z ER oﬁn+ﬁc‘{1’1 _~652 ER
b L=t 4~ !
n 1 2 2 k n
A N RS 64 -

Vay da thic h(x,, xz-, . x,) cln tim la da thdc

hx), %y, %) = a2 "9 xR ™% Lo + gl b

2 2
. ...xﬁﬂ + .+ Axll‘-fz x§—;3 xi;’ .
Gia st ¢6 mot da thic
Ry, s )
sao cho . G, .., 0,) = flx,, .., x,).

Thé thi
k6, .., 6,) = h'(6,, .., 6,).
Ap dung hé qua cua b3 dé 5 ta c6
h{x, .., x) = h’(xl s %,). R
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Phép ching minh cta dinh li 4 khéng nhitng cho ta bi&t su
tén tai va duy nhdt cia da thic h(x;, .4 x,) , nd con cho ta

mot phuong phap thuan tién d& thanh lap h(xy, .., x,}. Viéc tim
da thdc A(x,, .., x,) sao cha flx,,., x) = h(e,,.., 6,) goi la

bi€u thi da thdc d6i xung flx;, .., x) qua cdc da thic d6i xing

cs ban 6, .., 6.

Vi du. Trong vanh da thic Z [x, xz, x;] vi hé s§ nguyén
hdy bi€u thi da thuc d6i xing

3
1

3

X .
xotxy taxg o+ lexz + 2x113 + 2x2x3

qua cac da thic d6i xdng cd ban O, O, 05
Trude hét ta nhén xét rang

Zryxy + 2xpxg Zxyxy = 20,
Vay chi cdn xét da thic d6i xdng

3 3 3
flx;, x5y, x) = xy tox, +oag

Hdng td cao nhit cla nd la x? = x?-r;"c,‘ . Theo dinh Y 4
ta lap da thic

: . 30 =0 .0
f] [xl, X, x3) = ﬂ\xl, Xy, xj) — 7 59 by

1 -
=x; +xj +1 - x tx +x)
g2 2, 2 2 2 2
= —{3xjx, + 3y x, + Sy sy + 3x) 2y + s x, + 3, a0y + 6, x, x,).
Van theo dinh If 4, ta lai siap x&p nd theo 16i ti didn va
tim hang ti cao nhit cla fi&x, %, x;) . Nhung trong truong
hop cu thé nay ta nhian xét rang

2 ; 2. 2 2 2, —
x112 +x|13 +x1x2 +I]I3 +x213 +x2 3 =

= (x1 +x, + Xs) (xlxz +x1x3 +x2x3) - 3x1xzx3

Do dd Gy, 2y, xy) = —30,6, + 30,
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Cuéi cung
flx,, :r.2,_x3) = 0‘3 - 36,6, + 36,
"va
x:;‘ + xg + x§‘+ 20 x, + 20,0, + 202y + 252, =
= 65 ~ 30,6, + 30, + 20, .

Trong thuc tién ngudi ta cén dua ra mot s& nhén xét dé
viéc bi€u dién duge nhanh chdng hon. Ta hay xét trudc hét mot
da thic d8i xdng ding cfp fixz,, ., x,) € Alx,, .., x,] cd hang

- td cao nh#at la

axjt x5 .. oxp
Vay bac cia flx, .., x,) lae; +a, + .. +q, . Vi cc da thic
déi xdng ca ban 6, 6,, ..., 6, 1a ding cdp cd bic theo thd tu
la 1, 2, .., n, nén da thic tich
ao‘l‘l Ty 0‘2’1_"3 O‘:n
cing ding cip va cd bae la | -
a —a, +2(e, —a;) + .. tna, =a

+a2+.,.+a

1 n '

Do dé
[y Xpyom ) = flX], %y, 0 2,) — a6t D267 % 6
cing ding cfp va cd bac la e, + a, + .. + ¢, néu nd khic 0.
Sép xép f, (5;1,..., x,) theo 16i tir dién va gia sit 2y ... s la
hang tit cao nhdt cla ndé thé thi
by +b, + ..+ b, =aq ta t. FTag,

va @5 apy00s @) > (b, 65,0, 8, .
Theo dinh li 4 ta c¢é mét day hiru han phén ti cia N*
(6) (@), ., &) > (by,., b)) > (), .., ) > ...
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théa man tinh chst

a, = ., 0= a,

(7 b, 2. 2b

n

vd trong trutng hgp d day

{ (8)a1+...+a”=b-

Lt b, =

3

Do cé thém tinh chdt (8) nén s& phdn tif cta day (6) giAm
di nhidu. Tap hgp cdc phédn ti cia day (6) 12 mét bo phén cla
tip hgp hiu ban

M= {1, (g s+ s )}

trong do
'tﬂ = t:'z = = tm
va .
tﬂ +ti2 + .. +‘¢1’n = @, +a2 + .. +a‘,l

véii = 1, 2, .., m. Theo dinh i 4, flxy, -, x,) viet dusi dang
m (-
fay, o ) = S gop 2olpTh L o
-1 - '

viiT, € AvaT = 0ndu (f, .., £,) khong cd mat trong day (6).

1
Ta hdy quay lai da thdc

' 3 3
f(xl, Xy, x3) = x; +xg +x3 .
Téap hop M ¢ day la

M= {3 00, (21, 0, (1, 1, 1}.

Do dd
_ “0 L.0-0 -1 ,1-0
ey, %, 3) =107 03 % 0 + 007! o] ag-}
-1 -1 .1 _ i
+ 7,00 ey o) = of +1,6,0, + 1,6, ;
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T, 12 hé td clia hamg ti cao nhit cua flx,, x5, %3}, do d6
T, = 1. Mudn co Ty, T3 ngudi ta thay X, Xy, Xy theo thd tu
bang 1, 1, 0 ta duge

2 =8+ 21'2
do dé 7, = -3. Sau dd thay x, x,, X theo thi tu bang 1, 1,
-1 ta cd
l1=1+3 ~ r:,'
hay . T, = 3

Vay flx), 5, ¥ = 6, - 36,0, + 36,

Phudng phap vita diing goi 1a phuong phip véi hé tit bat dinh.

Chi ¥ : Khdéng phai bao git phuang phap nay cing ¢d hisu
luc néu A la moét vanh hay hon nita 12 mét mién nguyén, nhung
hizu han.

Trong truong hgp da thic f(x;, ., x,) khong phai la ding
cdp thi ta nhan xét rang cac hang t¥ cing mot cdp cia no lap
thanh mot da thuie déi xdng ding cdp, do dd ta cd
fx), .., x,) 1a tong cta nhing da thuc d8i xing ding cap, chang
han trong vi du trén

x? + x; + x; + i‘clxz + 2xxg + 2x %y
la t8ng cta da thic déi xing ding cdp bac 3
3 3 3
ot X +ox;
va da thdc d6i xung dang cdp bac 2
2xpx, + 2xxy + 2x 2,
Ung dung. Tim céc s nguyén «, B, v sao cho
a fyv = 8,
(2'3 + ﬁ3 + }’3 =
a +8+y = 6.
Thea vi du trén ta cd

36

¥

128



B+ 43 = (a +B+y)’ - Ba+B+y) (af + ay + By)+ 3afy
Ta suy ra aff + ay + By = 11.
Mat khac xét da thde fx) € Z [x]
) = (@ - a)x - B(x — ).
Gia st a € Z, ta ¢6
fl@) = (@ - a)a - B ~ y).
Vi fla) = 0 khi va chi khi mét trong ecdc thita s6
@ ~a,ae —f,a -y bing 0, cho nén eac nghiém cla f(x) la
@, B, y. Khai trién fix) ta duoc -
@) =2 —(a + B +9)a? + @B + ay + Py ~ afy
=23 -6 + 11x - 6
via+[3+y = 6, aﬁ_+ay+ﬁy = 11, affly = 6.

Da thic fix) ¢6 t6ng cac hé s6 bing 0, do dé fix) cd mot
nghiém la 1. Theo hé qua cia dinh lf 4 trong (§1, 4), ftx) chia
h&t cho x — 1. Chia fix) cho x — 1 ta dugc

fe) = (¢ - DE* ~ 5 + 6),

Da thic x> ~ 5xr + 6 cho ta hai nghiém la 2 va 3. Vay cic

s6 nguyén «, ff, v cdn tim la L, 2, 3.
BAT TAP

1. Trong vanh Z [x], x,, .1:3] bi€u dién da thic x‘; +x§ +xg
qua cdc da thdc d6i xing co ban.

2. Trong vanh Z/27 by, x,, x;] bifu dién da thic
Txi + Txg + ng qua cdc da thdic ddi xing co ban.

3. Giai hé phuong trinh

' x+ty+z=-3

2y 2= -7

x4+y4+z4== 113
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' CHUONG V

VANH CHINH VA VANH OCLIT

§1. VANH CHINH

1. Tinh ch&t 88 hoc trong vanh

Trong chuong nay ching ta nghién cdu cac tinh chdt sé
'hoc céa vanh, nghia 1a céc tinh chat d6i véi quan hé chia
h&t (ch III, §1, 2).
 GiA st A 1a mot mién nguyén ma phdn ti don vi ki hi¢u la
1. Cde udc ciia don vi cdon goi la cdc phan tit khd nghich, ching
1ap thanh mot nhém nhan U ma 1 la phan tit don vi. Ching
han trong vanh Z cdc s nguyén cdc phén td kha nghich 1a 1
va -1 ; trong vanh da thic K {x] voi K 1a mét truong, cac da
thic bac 0 nghia 13 céc phén ti khac 0 cia K la céac phén tu
kha nghich. ) '

Sau day 1a mot s6 tinh chdt vé chia hét trong mot mién nguyén
ma viéc ching minh khéng cdé gi khd khan.

Bd dé 1. () e | a.

(ii) c | b va b | a kéo theo ¢ | a.

(iii) u khd nghich, u | o véi moi a.

(ivi Néu b | u véi u khd nghich, thi b khd nghich.

(v} Quan hé S xdc dinh nhit sau : xS x’ khi ¥’ = ux v6i u khd
nghichk, l&a mét quan hé tuong duong ; x va x’ gol l& lién ket

Vi dy. 1) Hai phén ti cta nhdm nhan U la lign két.
130 '
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2) Trong vanh cdc s6 nguyén Z hai s8 nguyén a va -g 1A
lién két.

3) Trong vanh da thdc Kfx] véi K 12 mot trudng, hai da
thie ffx) va afix}, a € K va a # 0, la lidn két.

B3 dé 2. x va x’ la lien két khi va chi khi x | " va x' | x.

Gid st @ € A, tap hop cdc bdi xa, x € A, cida A 13 mot idéan
cia A ky hiéu Ac hay aA, idéan nay 1a idéan sinh ra bdi g,
ngudi ta goi nd 134 mot idéan chinh (ch I, §1, 4).

B6 dé 3. ¢ | b khi vd chi khi Aa D Ab.

Hé qua. x va x’ l& lién két khi va chi khi Ax = Ax’. Dgc
biét u la khd nghich khi va chi khi Au = A. .

Dinh nghia 1. Cac phdn tit lién két véi x v cdc phén ti
kha nghich 14 cdc wdc khéng thuc sy cha x, con cac udc khdc
clia x 14 cidc udc thuc sy cla zx, _ )
. Vi du. +2 va +£3 13 cac udc thuc sy cia 6, cdon +1 va +6
la cdc udc khong thuc sy.

Dinh nghia 2. Gia si x la mot phdn tX khac 0 va khéng
kha nghich cha A ; x goi 1a mét phan it bat khd quy clia A
néu x khéng cd uéc thue su.

Vi du. 1) Céc s6 nguyén t§ va cdo s6 déi cia ching la céc
phidn ti bdt kha quy cia vanh Z.

2) Da thtc x> + 1 1a da thitc bat kha quy cta vanh R [x],
R 1a trudng s6 thyec. Nhung trong vanh C [x] v6i C Ia truding
s8 phitc thl x> + 1 khong phai Ia bat khi quy vl nd cd ude
thuc sy chidng han x + i va x - i.

Dinh nghia 3. Néu ¢ | @ vac | b thi ¢ goi 1a uéc chung
cia a va b. Phén tlt ¢ goi la udc chung Ilén nhét ctia a va b
néu ¢ la u6c chung cla a va b va néu moi wic chung cua a
vad b la uge cha c.

Tit b8 dé 2 ta cé hai udc chung lén nhét cia a va & 1a lien
két, do dd cd thé coi 1a bing nhau n&u khong k& nhan ti kha
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-nghich. Ta cling dinh nghia tuong ty udec chung lén nhit cua
nhiéu phan tu.

2. Vvanh chinbh

Dinh nghia 4. Mot mién nguyén A goi la vanh chmh néu
moi idéan cia nd la ideéan chinh.

Vi du 1. Vanh Z cac sd nguyén ia vanh chinh. That vay, gia
s I la mot idéan cda Z. N&u 7 = {0} thi 7 1a idéan sinh bai
0. Néu I = {0}, giad stt a 12 sd nguyén duong bé nhdt cha I
vad b 14 mét phdn ti thy y cta I. Ta cd the gid st & = 0, vi
néu b < 0 thi b > 0 vA -b ciing thude I, do dd ta iy -b.
Lay b chia cho a, ta duge

b =ag+r _

vii r 1a du, nén 0 < r' < a. Miat khdcr = b - ag € I. N&u
r # 0 thi ¢ khong phai 12 s nguyén duong bé nhit cua I, mau
thudn., Do dd r = 0 va b = agq, tic 1a I = aZ la idéan sinh ra
bdi a.

Mién nguyén A & day dudc gid s 12 mot vanh chinh, Cac
phin td ma ta xét 1& thudc A.

Bo dé 4. Udc chung lén nhdt cia hai phin #it a va b bdt
ky tén tai.

Chitng minh. Goi I la idéan sinh ra bdi a va b. Cdic phan td
I ¢ dang ax + by voi x, y € A (ch III, §1, 4, dinh li 6). Mat
khdc vi A 13 vanh chinh nén 7 sinh ra bdi mst phan ti d nao
dd, phén ti ¢ cing thudc I nén d cd dang

d =ax+by, x, y e A

Ta hay chdng minh d 1A udc chung cia a va & Vi
a,b &l =dA nén

=da,b=db,ad,b €A

Do dd d 13 udc chung ctia ¢ va b. Thém nita néu ¢ 12 mot
ude chung cha o va b, tiicla ¢d o, b € A sao cho a = eca”,
b = c¢b”, th€ thi (1) trd thanh

d = efa’x + b"y)
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.V:fiy d la udc chung 16n nhit céa ¢ va b. &

Hé éuai. Néu e lo mot uéc chung Ion nhdt cic a va b, thi
e r, § € A sao cho '

e=dr+bs

Chitng minh. Xét u6c chung 16n nhét d cua b3 dé 4. d va e

la lién két (muc 1), tde 1a ¢ moét phdn td kha nghich u sao
cho -

e = du
Nhéan hai v& caa (1) v6i u
e =du = axu + byu = ar +bs, r = xu, s = yu. B

Dinh nghia 5. a va b {a nguyén t6 cung nhau néu ching
nhén 1 lam ude chung lén nhdt.

T hé qua cua bd d& 4 ta suy ra

Bé dé 5. Neu o, b nguyen t6 ciing nhau thi ¢6r, 5 € A
sao cho

1 = ar + bs. N
Hé qua. Néu ¢ | ab va ¢, a nguyen t6 cing nhau, thi c|b.

Chitng minh. Vi ¢, @ nguyén t6 ciing nhau nén theo bd dé 5
co r, s € A sao cho .

I = ar + es.
Nhan hai v& cia ding thic vai b
b = abr + bes.
Vie| ab nén cé ¢ € A sao cho ab = ¢q. Do dd,
_ b = clgr + bs)
tic la c | 5 M

Bd dé 6.°Gid s x 1a mot phén ti bdt khé quy va o la mot
phén i b8t ki. Thé thi hode x | a hogc x va o la nguyen t6
Cing nhau. '

Chitng minh. Vi x 1a bat khid quy nén cac uée cta x 1a cic
phén ti lién k&t véi x va cde phan td kha nghich, do d6 mot
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uéc chung 16n nhdt cia x va e chi cd thé 12 mdt phdn tit lien
k&t v6i x hodc mot phan ti kha nghich. Trong trudng hop thi
nhét ta cd x | @, trong trudng hop thii hai x va e la nguyén
td cing nhau. B '

B8 dé 7. Gid su x o mot phtin tit khdc 0 va khong khi
nghich, Céc ménh dé sau day la tuong duong :

a) x la bdt khd quy

b) x | ab thi x | e hode x } b.

Chitng minh. a) kéo theo b). Theo b§ dé& 6 ta c6 hodc x | a

hodc x vA a nguyén t§ cing nhau Né&u x va g nguyén td cung
nhau theo hé qui cia b3 dé 5 ta cé x | b.

b) kéo theo a). Gid sd e la mot ubc cia x, thé thi cd
b € A sao cho

x = ab.

Vlix| x, nén x | ab = x. Theo b) x | @ hodac x | 6. Néu
x| a thi két hgp v6i a | x ta cé x va a lién két. Néu x | b
thi két hop véi b | x ta e6 x = ub, u 14 kha nghich. Do do¢

x = agb = ub.

Nhung x # O, nén b # 0, dodd tasuyraa = u vi A la
mién nguyén. Cho nén mét wde a cua x chi ¢ thé hoac 1a lién
két voi x hodc 1a khd nghich, vay x 14 bat kha quy. W

B& dé 8. Trong mot ho khong réng bdt ky F rhiing idéan
ctia A sdp thit tu theo quan hé bao ham, cé6 moét idéan M cua
ho F la t6i dai trong F (ch I, §2, 3, dinh nghia 7).

Chitng minh. Gia si I_ 1A mot idean cia F. Hoac I, la t6i
dai trong F va nhu viy la xong, hodac ¢d mdt idéan I] cua F
sao cho I, # I va I, D I, Néu [ la t3i dai trong F thi thé&
la xong, néu khéng ta lai cd mot idéan I, cia F sao cho
I, = I, va I, D I, Tiép tuc qua trinh nay, hodc la ta dugc mot

idéan M cha F t6i dai trong F, hodc 1a ta duge mot day vo
han nhitng idéan phan biét trong F :

I,cl ..Cl,Cl, C.
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Ta gid st trudng hop sau xay ra. Goi I la hop
I1=U1,
nenN
Dé dang thay 7 12 mét idéan cla A. Vi A 12 mét vanh chinh
nén idéan I duge sinh ra bdi moét phén ti x € 1. Theo dinh_
nghia cua hgp, ¢6 mét s6 tu nhién n sao cho x € I,. Diéu nay
kéo theo I C 1, va do dd [, = I, ,,, mau thudn véi gia thiét
cdc idéan cia day 1a phan biét. B

Dinh U 1. Gid si x la mot phan ti khée 0 vk khong khd
nghich. The thi x c6 thé viét dudi dang

2y x =pp, .. p,
vdi céc py, i = 1, .., n, la nhizng phan ti bdt khé quy.

Chitng minh. Goi F 13 tap hop cdc phén ti khdong kha nghich
x # 0 sao cho x khong viét duge dudi dang (2). Ta hay ching
minh F = ¢&. Giad s&¢ F » . Ta ki hiéu bang F ho cédc idéan
Ax v8i x € F. Theo b dé 8, F cd mot phan tir m sao cho Am
la téi dai trong F. Trudc hét m khéong bat kha quy, vi néu m
b4t kha quy thi m cd dang (2). m khéng bat kha quy thi m
cé ude thyc su, chidng han a 12 mdt udc thuc sy cua m, didu
dé cd nghia 12 ¢d & € A sao cho

m = ab

Nhu vay 6 cling 1a moét udc cla m, b khéng thé 13 kha
nghich vi sé kéo theo a lién k&t v8i m, & khong thé lien két
voi m vi sé kéo theo ¢ kha nghich, do d6 b phai la uéc thuc
sy cla m. Vi a va b 14 nhing ude thue sy-cua m, nén theo bg
dé 3 va hé qua cta nd ta cd

Am C Aa, Am # Aa

Am C Ab, Am = Ab

Do Am 13 t6i dai trong F nén Aa va Ab khéng thuse F do
dd @ va b khéng thude F ; a va b déu khéac 0, khac kha nghich
va khéng thuéc F, nén e va b phai vist duge dudi dang (2)
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a = Py Dy
b= ity - Py
didu nay kéo theo _
m = ab =p| . PPy Py
mau thuin v6i m € F. R
Dinh 1i 2. Gid sz

X = PPy Py = 4y - 4,

UGL Py, -y Ppys G4y s G, @ nhing phan tu bt khd quy. Thé
thi m = n, vd véi moét su ddink s6 thich hop ta ¢6
g = up;,i =1, .., m

Chitng minh. Theo b6 dé 7 nhan t& bit kha quy p, clia x
phai la uéc cia mot ¢, ndo dS. Vi A 1a giao hoan nén ta cé
thé gia thiét ring P 1a ude cha'gq,. Nhung ¢, la bit kha quy,
ndé khéng cd ude thuc sy, do dd p; 1a uéc khéng thuc sy cia
q;- Thém nita p, khong kha nghich, cho nén phai cé p, va q,
lien két, tdc la g, = up, v8i u, kha nghich. Nhu vay ta duge
PPs- Py = U PG, Q.

Vip, # 0 ta suy ra

Py Py = 44y G,

Theo- b3 dé 7, p, 1a uéc clia mot g, nao do vaii = 2. Ta c6
thé gia thigt rang p, 1a uéc cia g, Do dé ta dugc g, = Uy,
vOi u, kha nghich. Nhu vay ta dugc

PPy - P = HUDGs G,

Vip, # 0 ta suy ra

" ' Py o Py = UGy ..,

Sau khi da lap lai qud trinh dd m lan, ta dugc m < n va

1 = wuwy ou,g, ) g,
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Vi g, khong kha nghich nén ta phai c6 m = n. W

Nhu vay dinh 1i 1 cho ta biét moi phin ti x = 0 khong kha
nghich cia mét vinh chinh déu cd thé phan tich thanh tich
nhitng phan td bit kha quy va dinh i 2 cho ta bi&t sy phan
tich 12 duy nh&t néu khong ké d&n cdc nhan tir kha nghich.

Vi du. Trong vanh cac s§ nguyén Z ta cd
18 =2 .3 .3 = (-2)3 (-3) = 2(-3)(-3)...

Goi K la trudng cdc thuong (ch III, §2, 3) cta vanh chinh
A, th& thi moi phén tif « € K déu ¢d thé viét dusi dang a = o
voi @, b € A nguyén té cung nhau. That vay giad st « = a’/b’,
vii a’, b' € A. Goi d € A 14 udc chung 16n nhdt ctia o’ va
b’ tacda = ad vda b = bd, voia b € A Hién nhién o,
b nguyén t6 ciung nhau va a = a/b.

Bay gio ta hay ching minh moét tinh chét s8 hoc quan trong
khdc cha vanh chinh ngoai tinh ch4t da cho & dinh 1i 1.

Dinh li 3. Gid s K la trudng céc thuong ciia vank chinh
A, a € K la m¢ét nghiém cua da thiic.

fxy =" +a, N+ L +ax +a, (o € A

Thé thi « € A.

Chiing minh. Theo nhu trén ta cd thé viét a =a/b, vdi a, b €A
nguyén t6 ciing nhau. Vi fla) = 0 nén ta suy ra, sau khi thay
« bing a/b va nhan véi b .

a +ba,_ "+ .+ alab”_z +a by = 0.

Nhu vay & chia h&t o” ; vl b nguyén t6 vai ¢ nén ap dung
lién tiép hé qua cia bé dé 5 ta dugc b chia hét a. Do d6 & la
mdt phan tit kha nghich cla A, téc 1a b™' € A, didu nay kéo
theo o =ab 'l e A N

Tu tinh chét cia vanh chinh cho bdi dinh i 3, ta dinh nghia :

Dinh nghia 6. Gia st K 13 trudng cac thuong cia mét mién
nguyén A. N&u moi o € K la nghiém ctia mét da thic cd dang
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flxy = X" + an_lr"_l + . o +ex t+a (a €A
déu thuéc A, thi A goi la vanh déng nguyén.

Khdi niém vanh déng nguyén déng vai trd quan irgng trong
1 thuyé&t s4.

Ching ta méi chi dua ra mot vi du vé vanh chinh, do 12
vanh cdc s8 nguyén Z, trong khi cdc tinh chdt cda vanh chinh
rdt phong phu va dudc si dung nhiéu trong toan ; khd khan
cho vi du vé vanh chinh ndm & chd ching ta chi méi ndm duge
nhitng khai niém ban dau cta mén Dai s6. Bay giv ta hay c§
ging dua ra modt vi du thd hai vé vanh chinh.

Vi du 2. Xét vanh cic s6 nguyén Gaoxd :

A=2Z[) = {a +bi|aobe Z]

Ching ta hay ching minh A 13 vanh chinh. Muén vay, ching
ta hiay nhac lai khai niém md dun cda mot s6 phic z = a + fi,
a, B € R, ki hidu |2| : |z] = V&2 +ﬁ2, (|z]=0 e = 8 = O)
ma trong trubng hop z € A, thi |z} € N
nghia 1a (2|2 |4 m6t s6 ty nhién. Thém nita, ta thdy ngay

QL] = {a + fi| «, § € Q}
la trudng céac thuong cia A. Trén truc s6, ta cing thdy ngay che
mot s§ hitu ti @, bao gid ta cing tim thdy mét s6 nguyén a sao

cho |a - a| < 5. Do d6 ta cd th€ khing dinh dugc ring :

B o—

M vxeEQI],3zeA Jx-z212< =<1

NG| et

Bay gio ta hay liy moét idéan I khéong tAm thudng cua A.
Tap hop '

X={lz?l 0221}

la moét bo phan khic réng cia N va khéng chda 0. Vi N sdp
thd tu t6t, nén X cd phan ti bé nhit, goi u la s6 phuc thuac |
sao cho Ju}? la s6 tuy nhién bé nhit cia X. Xét mat phén t¥ tay
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¥ v € I Hién nhién -E € Q [il. Theo khang dinh (%), t6n tai
z € A sao cho

v 2
— -zl <1
u

hay |\.r..—‘zui2 < ju]?

Nhung u, v € I, 2 € A, viy v - 2u € I. Mat khac |u}?
Ia. phdn tu bé nhét cda X, nén v - 2u = 0, hay v = zu, hay
I = Au. Vay A la vanh chinh.

BAI TAP

1. Trong vanh da thic R {x] vdi R 1a trudng sd thue, ching
minh cdc da théc ax® +bx + ¢ véi 6% — dac < 0 la nhitng da
thic bit kha quy. Diéu dd c¢d con ding nita khong n€u coi céc
da thide dé thube vank C {x] vdi € 1a trudng sé phdc ?

2. Xét vanh da thuc K [x] vai K 14 mbt trudng.

a) Chiing minh ring moi da thic bac nhit cia Klx] déu 1a bit
kha quy. Néu K 12 mot mién nguyén thi diéu ds con ding khong ?

b) Chiung minh ring cdc da thdc bic hai vA béc ba cta K[x]
1a b&t kha quy khi va chi khi ching khéng cd nghiém trong K.

3. Trong vanh Z[x] vai Z la vanh cdc s6 nguyén, xét xem
cac da thic sau day cd phai la bat kha quy hay khéng

fixj = 2x + 8,
gix) = 2% + 1,
hfxy = 2 + 2x - 22

4. Gia su a, b 1a hai phin td cia mét vanh chinh A, nguyén
t6 cung nhau. Ching minh idéan sinh ra bdi a va b chinh la A.

5. Gia st p 1a mét phan td khdc 0 coa mdt vanh chinh A
Ching minh p la bat kha quy khi va chi khi Ap 13 idéan t8&i
dai (ch I, §1, bai tap 14).
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6. Trong mét vanh chinh ching minh cde idéan nguyén to
(ch III, §1, bai tap 14) khdc {0} 1 cdc idéan t&i dai.
7. Ching minh mét trudong la mét vanh chinh.

8. Vanh thuong cia mét vanh chinh c¢6 phai 1a mot vanh
chinh khéng ?

9. Vanh con cua mét vanh chinh cd phai 12 mét vanh chinh
khéng ?
10. Vanh Z[x] cd phai 12 mot vanh chinh khong ?

11. Giad st A 14 tap hop cdc s6 phic cd dang a + 6¥ -3 véi
a, b € Z.

a) Ching minh rang A cung véi phép cong va phép nhan
cdc s6 phuc 14 mot mién nguyén.

b) Ching minh ring 2, 1 + V=3, 1 - V=3, 1 nhing phan
te bit kha quy cta A. TU dd suy ra A khéng phai la vanh
~ chinh.

12. Chiing minh vanh
={a+bi V2 [a, b € Z}
la chinh
13. Gia st a va b 1a hai phdn t¥ cta moét vanh chinh ¢6
dang phan tich nhu sau : :
a = ppn p‘;:._,_ Py
b = p‘?i pgz pﬁn
trong dd cdc p; 14 nhitng phén tit bit kha quy, cde o, va 8 1a
nhitng s6 tu nhién, { = 1 , .., n. Ching minh phédn tu
d = pmin{.‘::tl By pmir(a:,ﬁ?) + pmir(an‘ 8

la mot wdc chung 16n nhdt cia a va b, trong do min(a,, g) la
phédn ti bé nhit caa {a, ﬁ} i=1,.

140



§2. VANH OCLIT (EUCLIDE)

1. vanh Qclit

Binh nghia 1. Gia st A 13 mdt mién nguyén, A" la tap hop
cdc phan td khac 0 cia A Mién nguyén A ciung v4i modt anh
xa (goi 1A anh xa Oclit)

d: A" > N
tt A* dén tap hgp cde s6 tu nhién N thda man cac tinh chit :
1° N&u ble va a = 0 thl 8(b) < d(a) ; |

2° V&i hai phin tt a va b tiy ¥ cla A, b # 0, cd g vA r
thudc A sao cho @ = bg +r va &(r) < 8(b) néur = 0 ;
goi la moét vanh Oclit.

Phdn tit » goi 12 du. N&u r = 0 thi & chia hét ¢ va theo 1°
ta cd &(8) € S{a). Nhu vay diéu kién cdn d€ mét phdn tl &
la udc clia mot phén ta e = 0 1a 8(b) € dla).

Ngusi ta bdo mét vanh Oclit 14 mét vanh trong d6 ¢ phép
chia v&i du. .

Vi du. 1) Vanh cdc s nguyén Z cung vdi 4nh xa

d: Z°" >N
n — |n|
I2 mot vanh Oclit.

2) Yﬁnh da thuic K [x], vdi K la mét trudng, la mét vanh
oclit. Anh xa 6 & day la 4nh xa cho tuong dng v6i moét da thuc
fixj # 0 bac caa nd. '

3) Vanh cic s6 nguyén Gaoxo 1a vanh Oclit vai 6{(z) = 2] 2.
Tinh chdt 1° cta Dinh nghia ! nhin thdy d& dang, con tinh
chit 2° ed thé dua vao ching minh trong vi du 2 cua (§1, 2).

Dinh 1i 1. Néu A la mét vanh Oclit thi A la mot vanh chinh,

Chitng mink. Ta hay ching minh moi idéan cla A 1a chinh.
Gid st I la mét idéan cta A, Néu I.= {0} thi I 14 idéan sinh
ra bai Q. Gia st I # {0}. Goi a la phan td khac 0 ecta I sao
cho &{(a) la bé nhat trong tap hgp ("), I' 1a tap hgp céc phén
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td khic O cua /. Gia st x 14 mot phén ti tay ¥ ota /. Theo
tinh chait 2° ta ¢d q, r € A sao cho

x =aq +r
Vie,x €I, nénr =x-ag €1 Néur = 0tacs d(r) < &),

mau thudn véi gia thigt d(a) 1a bé nhat trong (). Vay r = 0
val = Aac. A

Ta da biét trong mét vanh chinh, ude chung lén nhét cua
hai phén t¥ a va b bat ky t6n tai (§1, 2, b8 dé 4).

Néu A ]a mét vanh Oclit thi khéng nhitng ude chung lé6n
nhit cha hai phan ti tdn tai, ma ta cdn cd thé thuc hién nhilng
phép chia (v&i du) lién ti€p d€ c¢d udc chung 1dn nhat. Didu do
dua trén bd dé sau day :

B8 dé 1. Gid su A la moét vanh chinh, a, b, ¢, r l& nhiing
phén i cia A théa mdn quan hé

a =bg +r

Thé thi ude chung lon nhét cic a va b la uoc chung lon
nhédt cua b va r

Chirng minh. Goi I 1a idéan sinh ra bdi a, b va J la idéan
sinh rabdi b, r. T a = bg +r,tasuyraag € J, do dé6 I C .
Te¢r=a-bg,tasuyrar € I,dodds J C I VayI = J. Nhung
A 14 m{t vanh chinh, nén tén tai & € I saoc cho Ad = I. Theo
b8 dé 4 cha (81, 2), d 12 uSc chung 16n nhit cta a va b. Nhung
I = J, nén d cing 1a ubc chung lon nhét cua & va r K

Bay git gid st A la mot vanh Oclit va ta dat vdn dé tim
u6c chung 16n nhit cta hai phdn t¥ ¢, b € A. Néu a = 0 thi
rd rang ufc chung 16n nhit cta a va b 12 b, vi vay ta hay gia
st cd ¢ l&dn b déu khdc 0. Thuec hién phép chia a cho 6 ta dugc

a = qu + r, voi 6(1*0) < A{b} néu r, # 0

Néu r_ # 0 ta lai chia & cho ro

6 = rg, +r véi 8(r) < &(r)) néu r, = 0.

Néu r, = 0 ta lai chia r  cho r, :

To = 149, t ry voi 8(r;) < &(r)) n&u r, # 0.
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Qua trinh chia nhu vay phai chdm dit sau mét s6 hitu han
bude vi day cac sd tu nhién
8(6) > o(r)) > d(r)) >3(r,)...

khong thé gidm vd han, tdc l& sau moét sd idn chia, ta phai di
tdi mot phép chia ma du bing 0

o =g, 0

Ap dung b3 dé& 1 ta <6 r, = udc chung lon nhit cia r_ va
0 = uéc chung 16n nhét cta r, _ | va r, = udc chung lén nhat
cha r, _ , v& r__ | = .. = udc chung 16n nhit cia r, va r,
= udc chung l6n nhdt céa r  vd r| = udc chung l6n nhat cia
b va r = udc chung lén nhit clia e va b. -

Vi du. Tim tdc chung 16n nhédt cua

fix) = 2% - 20 + -2+ 2 - 1

va gix) = x° - 3> + 2% + 2 - 1.

Trude khi thdc hién cdc phép chia lién tiép ta hay nhan xét
ring udc chung lén nh&t cla ¢ va & bang udc chung 18n nhét
cia a’ va b, vii e’ lién két cia a. Bay gid ta chia ffx) cho gix)

—Zx5_+x4—x2+2x—l |xs~3x3+x2+2x—1

-st e 2l - x |z -2

—2x5+4x4_.—x3—3xz+31~—1
-25° + 65> - 222 - dx + 2

4t - 7x3—x2_+'?x—3
Ta nhan thay rang néu chia gfx) cho

r(x)—4x4-7x x2+7x—3taseb1heséphﬁndodoap
dung nhan xét trén ta chia 4g(x) cho r (x).

42° - 12 + dx° + 8 — 4 |4x"‘?-7x3-x2+7x-—3

- Tt -+ T - & !x

%t - 11 — &t + 1lx - 4
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. Theo b dé 1 udc chung 16n nhdt cta 4g/xj va r (x) bang
u6c chung 16n nhit cta 7x! — 11x® = 3% + 11x —4 va r (x). Nhung
néu chia 7x' — 112> — 32 + 11x — 4 cho r,(x) ta sé bi hé s6 phan, do
d6 ap dung nhan xét trén ta chia 4(7x' — 1L — &’ +11x —4)

cho r (x).

28xc* — 445 — 1247 + 441 - 16 | gt~ TP - x? + Tx - 3

28ct — 49 — 7t + 4% - 21 | 7

8x* - Ba? - 5x + 5
Ddng lé chia r (x) cho .r‘,(x) = 5x_3 - 5x7 - 5x + 5, ta chia

1
r,(x} cha 3 r,(x) d&€ tranh hé sB phéan

4 — S ~xt + T - 3 l © -2 —x+1

4t - 4 - 4x? + 4z 14.1:—3

~2c* + 2P + 3 - 3

-3¢ + 3 4+ 3x - 3

0

Vay udc chung 1on nhdt chta flx) va gx) 1a x° —x?—x+ 1.

2. t/ng dung

Bay gi¢ ta hay 4p dung cac k&t qua da thu dugc vé vanh
chinh va vanh Oclit dé nghién cdu vanh da thice K[x] véi K 1a
mot trudng. '

Trude hét cdec phén ¢ khd nghich cta Klx] 1a cdec phian tu
khdc O cita XK. Cac da thic lien két cia da thic fix) 1a cac da
thic co dang offx) v8i 0 # a € K. Cac da thic bac nhdt ax + 6

b
la bat kha quy, ching cd mdt nghiém duy nhat - 2 trong K.
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D¢ 1a cdac da thue bat kha quy duy nhat co nghiem treng K.
Cdc da thice bat kha quy khéc nghia la cdc da thuc bat kha
quy ¢6 bac l6n hon 1 khéng ¢6 nghiém trong K. That vay gia
sU pix; la mot da thite biar kha quy <6 bac ldn hon 1 va oo
mét nghiém ¢ € XK. Theo tChuong IV, §1, 4, he qua cda dinh
i 4) pfxs chia hét cho x - ¢

plx) = (x - ¢; gfx,.
Vi bac (pa)t > 1 nén bac 1grx)) 2 1, do dd x - ¢ la udc t:hm: sy
cha pixy, mau thudn vdi gia thist pfxi bat kha quy. Theo (§1, 2,
dinh I 1) moj da thic fx) od bic 2 1 ed the viét dudi dang
sau, sai khdc mét nhan t& kha aghich.
fle) = (@x + 6))" . (g + b)) L )™

trong dd cac axr + b0 =1, ..,k la nhing da thie bac nhit
khong lién két. cac pitx}y,y =1, ..,/ I nhitng da thic bit kha
quy c6 bac > 1 khong lién két, céc m; va n 14 nhung s6 ty
nhién. Néu cic m. déu bang 0 thi ta bao rang ffx, khéng chia
nhan ti tuyén tinh. Viéc chia hay khong chia nhan tor tuyén
tinh khién cho flx) cd nghiém hay khoéng trong K. That vay gia
st ¢ € K, ta cd

fley = (e + o)™ (aye + b ()" . pyfe)

Vicdc pfe) # 0,5 = 1, .., 1, nén fiei = 0 khi va chi khi ¢
b.

la mét trong cac phan tyg - &{ =1, . ,k% Thém nita ap
)

dung dinh Ii 2 (§1, 2) vé sy duy nhét cua dang phan tich ta

€0 : néu ffx; chiéa nhan U tuyén tinh ax + b, véi lay thita m,

s \ . b m . ‘ .

thi fix; chia hét cho (x + ;) ' va fix) khéng chia hét cho

!

(x + —i') " Do ds - E:_‘ la nghiém b6i cdp m, cia flrs. Dao

i

tai gia s ¢ 12 mét nghiem boi cdp m cta flxr), thé thi vi fray
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chia hét cho (x — c¢)” va khéng chia hét cho (x - Y " nen
trong dang phan tich cua fix) phai cd nhan t& tuyén tinh x - ¢
voi lay thia 13 m. K&t luan : cac nghiém cua ffx) trong K
ciing v&i s6 boi cua ching dugc cung cdp bdi cdc nhan td
tuyén tinh va lay thia cda ching trong dang phan tich f(x)
thanh tich nhiing da thdc bat kha quy va dao lai. Vi

bac (flx)) 2 my +m, + .. +my
nén ta cd

Dinh i 2. Gid sz f(x) lo mot da thic bge'n > 1 ctie vanh
Klx], véi K la mot truong. The thi f(x) c6 khong qua n nghiém
trong K, cdc nghiém c6 thé phan biét co thé tring nhau.

Néu dang phén tich ctia f(x) chl chda nhimg phan ti tuyén
tinh
flx) = (@x +b)™ .. (ax + bk
thi lac dd
n = ba fix) =m + .. +tm
va 55 nghiém cia f{x) trong K bang s6 bac cua f(x). Gia su ta

trong trudng hop nay, goi a,, a, .., 4, la n nghiém cua f{x) trong
K, cic nghiém cd thé phin biét cd th€ trung nhau, va gid su

(1) fx) = co:lr'l + clx"—l + .t ex te,
f(x) phai ¢ dang phan tich la
flx) = cfx —a)E — @) - (&~ a,)-
sau khi nhan cdc da thic x — a

el = 1, ..., n, ta dugc

(2) fix) = ¢, " ~- 7 (@ ta, + .. +a)+

+ 7 (@ + @@y * ot au@) o (-D'aa, .. a,]
So sanh (1) va (2) ta duge cong thic Vieto :

€y
1+a2+...+a = - —

n ca

[#3
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% Yoyt o ta e =
2]
¢
19283 + ayaa, - ta e @, = c
C
= (130 _*
aa, a, = (-1) p

Ta nhan thdy ring cic vé& trdi cla cdc cong thic trén ching
qua 14 cdc da thic d6i xdng co bin cia cic phdn ti &y Ay -
, tch IV. §2, 3).

Bay gi% ta xét mdt da thdc b4t kha quy p(x) o6 bac 1dn hon
1 cha vanh K{x]. Theo nhu trén da néi, p(x) khéng c6 nghiém
trong K. Ta hdy dat vdn dé xay dyng mdt trudng E chia K
nhu mét trudng con sao cho p(x) cd nghiém trong E.

Dinh li 3. Gid sz

"y

pix) =a, tax + . +ax" (n > 1)

la mét da thic bdt khd quy cia vanh K{x]. The thi c6 mot truong
E xac dinh duy nhét (ly lai mét déng c6u) sao cho

1) K l&a mét trusng con cia E.
2) p(x) c6 m@t nghiém 6 trong E.
3) Moi phan ti a € E viét duy nhdt dudi deng

_ -1 ;= -
-bo+bxﬁ+...+bn_le" 0, €K, i=20 .,r~-L

Chitng mink. Goi I la idéan sinh ra bdi p(x), I 1a t8i dai (§1,
bai tap 5). Nhu vay vanh thuong E = K/xJ/I 1a mot trudng
(chIIl, §1, bai tap 14). Ta clng c6 th& chung minh E 1a mét
trugng mot cach truc tifp nhu sau. E ré rang 1a mot vanh giao
hogn cd don vi 1a 1 + I khéc phén t& 0 + I ; ta hay ching
minh moi phén t& flxj + I # 0 + I o6 nghich dao trong E. Vi
fix) + I # 0 + 1, nén fix) khéng phai 13 bi clia p(x), do dd fix)
vad p(x) nguyén td cing nhau (§1, 2, b8 dé 6). Theo (§1, 2, b8
dé 5), tén tai r(x), q(x) € K(x) sao cho
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flx) r(x) + p(x) glx) =
Ta suy ra (fix) + Dir(x) + I) = flx) r(x) + I = 1 + L
Bay gity ta xét toan cfu chinh téc
h 1 K[x] — Kix)/1
fay — f@) + L
Thu hep cla ~A vao K 12 mot dong ciu
h : K — Klx]/1

ma ta hdy ching minh nd 14 don cfu. That vay, gia sit
a, b € K sao cho

a+I=956+1

Vay a - b € I, tdc 1a @ — b 132 mot bdi cia p(x), diéu nay
“chi ¢6 th€ x4y ra khi ¢ - & = 0. F 12 mdt don cdu, cho nén
ta hidy dong nhdt cdc phdn td e € K vai kh(e) € Klx)/I = k
Do d6 K }]a mdt trudng con cla truong E. Ta ki hidu
R(f(x)) = fx) + I = fix). V6i ki hidu nay ta cd

px =8, +ax + ... +3, .7 =

Nhung ta da ddng nhdt cdc phdn td @ € K vai
R(a) = h(a) = @ cho nén ta cd thé viét

. n _
a0+a19+...+an6 =0

trong dé € = x. Vay 6 € £ 1a mét nghiém ctia p(x). Cudi cung
mdt phdn t tuy y cia E cd dang flx) voi flix) 1a mdt da thic
ctua Kfxj. Lay fix) chia cho pf(x), ta dugc

flx) = pix) q(x) + r(x)
voi rx) = b, +bx + .. 4, Vb b ... b, € K, khong
nh4t thiét khac 0. L&y 4nh cia fx) bdi A
&) = plgl) + @) = 0 + 7x) =
=By +BE ... +b, @ =b, v bE ..+ b, 6!
Hai phén ti |
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&)y =b, +b8 +... +b _ 6"

va E@) =c, tef + ...+ _ 67"
bing nhau khi va chl khi b, =¢,,i = 0,..,, n — 1. That vay
gid st fix) = gix). Ta cd

b, =c) + (b, ~c)p+..+@,_ -c, )8 =0

n—1

tic 1a da thie

(B, =) ¥ By -+ ..+ (b, - pg

12 boi ctia p(x). Dibu dS chi xiy ra khi va chi khi cdc hé ti cia
da thic bing 0, nghla la b, = ¢;, i =0, ..., n — 1,

Nhu vy ta da ching minh xong su ton tai cia trudng E.
Gia st bay gi% cd moét trudng E’ cing cd céc tinh chdt 1°, 2°
3% Goi 6’ 12 mot nghiém cia p(x) trong E’. Ta hay xét dong
cdu ¢ xét trong (ch. IV §1, 5, dinh i 5)

¢  Klxl] - E
fx) — f(8)

Ta cd p(x) € Kerp. Mat khac K[x] 12 mdt vanh chinh nén
Kerp sinh ra bdi mét da thic p’(x). Vi ¢ khéng phai 1a déng
cdu 0 nén Ker ¢ = Klx], do d6 p’(x) khéng kha nghich. Ksét
ludn p(x) va p’(x) phai la lién két, do dé Kerp = I. Thém nila
do tinh chat 3°, E’ C Imp = K[9), vay E’ = Imyp, va ta cé ¢p
12 toan cfu. Ap dung dinh 1i 13 ctéa (ch III, §1, 5) ta cd mot

don cdu § : Klx]/I —» E’ sao cho tam giic

¥
Klx] - E

p\ /¥
Klx}/I = E’

1a giao hodn. Nhung & diy vi ¢ 1a mot toan 4anh nén P cing la
toan anh. do dd p 1a mot ding cAu. Dang cdu § duoc xdc dinh
béi .
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b, +60 + ... +b

-1 ’ n—1
ey & .-.:ba+b16 +... 45,8,

no gift nguydn cidc phAn tu cia K vA bifn 6 thanh €. Ta da
ching minh xong tinh duy nh&t cia trudng E. B

Ap dung dinh i 3 cho K la trudng s thuc R, pfx) 1a da
thidc x* + 1, ta duge E la trudng s8 phic C trong d6 cdic phén
td cd dang a + bi, v6i @, & € R va i la mdt nghiém cha
x* + 1. Vi C = Rfxj/, I 1a idéan sinh ra bdi x* + 1, nén phép
céng va phép nhan thuc hién nhu phép céng vA phép nhan da
thic véi cha y 1a 2 = -1

Ta cd

(@ +bi) + (c +di) =a +c + (@ +d)i;

ac + (ad + be)i + bdiZ
ac — bd + (ad + bo)i.

Ta c6 thé x4y dyng trudng s8 phic C bing cach 14y tich dé
cac Rz_ va xdc dinh hai phép todn cdng va nhan trong R? nhu
sau

(a + bi) (c + di)

(@, by +{c,d) =(a +¢c, b +4d;
(@, b) . (¢, d) = (ac — bd,ad + be).

Dé dang ching minh ring R? ciitng vOi hai phép todn trén
12 mét trudng. Sau d6, bAng don chu

R - R?
av— (a, 0)
ta déng nhit ¢ vai (6, 0) va dat i = (0, 1), ta dugc

]

i = (-1, 0 = —-1.

Vay i 1a mft nghiém cia da thic x* + 1 = 0. Cuéi ciing ta
‘tim thdy dang quen thudc cla cic sd phdc bing cach viét
(@.5) = (@0,0) + (0,b) = (a,0) + (5,0) (0, 1) = a + bi.

Hé qua. Gid su f(x) la mét da thic c6 bac n > 1 cia vank
da thitc Kix]. The thi bao gid ciing ¢é mot truimg chita K nhu
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mét truong con sao cho flx) cé diing n nghiém trong dé, cde
nghiém cé thé phan biét hay khéng.

Chitng minh. Goi p(x) 12 mot nhan t¥ bat khi quy cia f(x)
cd blc 16n hon 1 (n€u cdc nhan td bt khad quy cua f(x) déu
bgc 1 thi f(x) ¢ cdc nghiém trong K va vin dé duge gidi quyst
xong). Ta xdy dung trudng E nhu trong dinh li 3, da thic p(x)
cd nghiém trong E, do 46 f{x) cling vAdy. Né&u fix) ¢6 n nghiém
trong E thi vadn dé duge gidi quy&t xong, néu khong flx) phai
cd dang '

fo) = (x =)™ . @ - )™ £
voi ¢; €EE, i =1,..,% va fi(x) € Elx] v6i 1 < béc fi(x) <
bac fx). Ta lai md rong trudng E thanh trutng E, d€ f|(x) c6
nghiém trong E. Vi bac cla céc da thic 13 hitu han nén sau
mot s6 budc hitu han md réng ta phai dugec mot trudng E, trong
dé flx) 6 n nghiém. A '

Chui y. Gia st f{x) € K{x] 12 mot da thidc c6 bac n 1dn hon
1 vda E ]a mdt truong md rong ciha trudng K (nghia 1a K 1a
trudng con cia E) sao cho f{x) ¢ n nghiém, phan biét hay

khong, trong E. Cic nghiém ay ,...,a, thudc E, nhung theo
cong thic Viets, cdc da thic déi xing co ban cla’ cdc phén tud
@ ,..., a, bao gib ciing thude K. Vi vay néu g(a, ,..., «,) 12
mét da thic ddi xing cia cdc phén td «,,..., @, , thi
gla, ,..., @) 1a mét phan ti thuéc K theo dinh H 4 caa (ch.
IV, §2, 3).

Vi dy. Xét da thic flx) € Qlx], Q 12 trudng s6 hiru ti.
fa)y = 2* —x2 -2 = 2% + 2 - 2).

Cic da thic 22 + 1 va x* — 2 1a nhing da thidc b&t kha quy
cia Q[x]). Ta hay md réng Q theo phudng phdp cia dinh li 3
d€ x* + 1 c6 nghiém. Goi Q(i) la trudng md rong d6 vai i la
mot nghiém cva x> + 1. Vi ~i € Q (i), nén Q (i) chda hai nghiém
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2 + 1. Bay gid ta lai md rong Qi) d€ x* — 2 cd nghiém.

Goi V2 la mot nghiém cia x? — 2 va ki hiéu bang Q (i) (V2)
trusng mé rong dd, ta duge hai nghiém cia x? -2 trong
Q (i) (Y2). Nhu vay trong trudgng Qi) (V2), f(x) cd bén nghiem
a i, -, V2, ~V2. -

cia x

BAI TAP
1. Ching minh ridng vanh gbm cdc s6 phic cd dang
a + 6iY2 véi a,b € Z la mét vanh Oclit.
2. Ching minh mot trudng 12 mét vanh Oclit,

3. Gia s¢ A la mot vanh Oclit. Ching minh A 12 mét trudng
khi va chi khi d(x) 1a hdng v8i moi x € A",

- 4, GiA st A 12 mot vanh Oclit véi anh xa Oclit

d: A" = N.

Chitng minh tdn tai mdt 4nh xa Oclit &
d: A" =N
sao cho 8’4" = {0, ...,n} ,n 20

hay §’(A") = N.

5. Gia st A 1a mot vanh Oclit véi dnh xa Oclit . Ching
minh &(uz) 12 phén t bé nhdt cia S(A") khi va chi khi u kha
nghich trong A.

6. Gid s A la mdt mién nguyén. Ching minh diéu kién cén
d€ A Oclit 12 t6n tai mdt phén td khong kha nghich x € 4
sao cho moi 16p cha A/(x) ¢ mot dai dign hodc kha nghich hoac
bing 0 (dua anh xa Oclit § cia A vé danh xa Oclit &’ trong baij
tap 4 va k&t hgp vdai bai tap 5).

7. Ching minh vanh :

1 + 19 1 + V19

Z[T} ={ete (5 ) '“"’EZ}.
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khéng phai la vanh declit bang cdch ap dung bai tap 6. (Ngudi

1 + V19
ta ¢ thé€ ching minh Z [—-—-—;E] la vanh chinh, nhung & day

ching ta khéng !am vi thifu qud nhiéu khai niém cta dai s6).
8. Gia st flx) = 2 + x> + x> +x + 1
gx) = © + 2x° +zx+1
a) Tim udc chung 16n nh&t cta fix) via g(x) trong Qfx]

b) Tim uwéc chung 18n nh&t cha fix) va gix) trong Z/3Zx]
trong dé Q 1a trudng s§ hau ti Z/3Z 1a trudng cdc sd nguyén
mod 3.

9. Gia st

i

RV-3) = {a + 6¥-3| ¢, € R}

QW-3) = {a + V-3 |4a,b € Q}

QVZ) = {a + 2| a,6 € Q}
trong d6 R 1a trudng cac sé thuc, Q 12 trudng cdc sé hiu tl
Chdng minh ring : '

a) R(V-3), Q(W-3), Q(W2) 1a nhitng trudng véi phép cong
v3 phép nhan thong thudng cdc sé.

i

b) RW=8) = RIxM(x* + 3) v&i (x* + 3) la idéan sinh ra bdi
2 +3 trong Rlx].

QW2Z) = QL)@a? - 2) vai (x* - 2) la idéan sinh ra bai
x? - 2 treng QIx].

10. Gid st E la mét trudng md rong cva trudng K, u la
mét phan td thude E, fix) la mot da thic bat khd quy trong
Kfx] nhan u lam nghiém va gid st rdng g(x) € K{x] ciing nhan
u lam nghiém. Chdng minh ring trong Kfx}

a) fix) la da thdc cd béc thdp nhit nhén z lam nghiém ;
b) gix) chia hé&t cho fix).

11. Gia st X = Q2. Trong X ta xdc dinh cAc phép todn cong
vA nhan nhu sau :
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{a,6) + (c,d) = (@ +¢,b + d)
(@, 8).(c ,d) = (ac + 2bd,ad + be)

a) Ching minh rdng X cing véi bai phép todn dé la mot
truimg.

b) Ching minh ring X & Q2)

c) Tim t4t ci c4c ty dAng cfu cia X. T dé suy ra ring
tap hop cédc tu dang cfu cia X 12 mét nhém xyclic d8i voi phép
nhan anh xa.
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CHUONG VI

DA THUC TREN TRUONG SO

§1. DA THUC vO1 HE 88 THUC VA PHUC

1. Treéng sé phirc

Cho mét da thic voi hé s6 thyc thi chua chic da thdc dd
c6 nghidm trong trudng s§ thuc, cu thé da thic x* + 1 khéng
¢6 nghiém trong trudng s8 thyc. Dudi day ta s thdy moi da
thie bac n véi he s6 phic cd ding n nghiém phic. D€ ching
minh ra héy dua vao cdc b8 dé sau day :

B3 d& 1. Moi da thite véi hé s& thuc c6 bac 1é c6 it nhdt
mét nghism thuc.

Chitng minh. Gia si
fix) = anx" + a"_lx"‘.l +...+%a,q, # 0, n lé

Qua gido trinh giai tich ta biét rAng voi nhiing gia tri duong
vd 4m cia x, kha lon vé gia tri tuyét d6i, ham s8 flx) cé cac
d&u trai nhau. Vay ¢ nhitng gis tri thuc cia x, @ va b ching
han, sac cho :

fla) < 0, fib) > 0.

Mat khac ham s6 fix) la lién tuc, vl viy c6 mét gié tri c
cta x, nim gilta a vad b, sao cho fie) = 0. B

Ta chd § rang phép ching minh cia b8 dé 1 khong dai s6,
nd da 14y nhitng két qua cua gidi tich. Thém nita vé ngdn ngi
ta dA goi anh xa.
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R—-R

¢ — fle)
12 ham sd flx).

B& dé 2. Moi da thiuc bac hai ax’ + bx + ¢, voi hé s6 phic,
bao gid cdng c¢6 hai nghiém phic.

Chirng minh. Goi w, vA w, la hai cin bac hai ctua 52 — 4ae,
b + w, -5 + w,
ta cd hai pghiem cia da thdc la % va %G . R
B8 dé 3. Moi da thic bgc lén hon 0 véi hé s6 thuc cé it
nhét mot nghiém phatc.

Chitng minh. Moi s6 tu nhién n > 0 d8u c6 thé vist dudi
dang n = 2"n’, v6i m la mot s8 tu nhién va n’ 12 mét s3 tu .
nhién 1é. Ta hay ching minh bing quy nap theo m. Véi m = 0
khang dinh 1a ding theo b3 dé 1. Ta gia si khéng dinh 1A ding
cho m - 1 va ching minh né ding cho m. Muén vay, ta hay

xét mot da thdc fix) eé bac n = 2™n’ (n > 0) véi hé s§ thuc.
Coi fix) nhu mét da thic cta vanh C[x]), vai C la trudng s6
phie, ta hiy xét mét trudng md rdng E cia C sao cho flx) o6
ding n nghiém a4y, Ay, ..., a, trong E (ch V, §2, 2, hé qud cia
dinh li 3). Gid s ¢ 1a mot s8 thye tay v, dat

{1} ﬁfj = ag; + o(ey + a}-), i = j.
Ta ¢6 C2 phdn tit B; thanh lap bdi cic t6 hop chap 2 cia n
phén t¥ «,,..., a,. Xét da thic

(2) g{I) = (I - ’312) (I - 513) e (x - ﬁn—l’n)

=« +alx!_1 + o g

Vi béc cha g(x) bang s6 cic nhan tit x — ﬁ:‘;‘ nén ta cg

_m_nr-bh 2" -1
=Ml TWEW DD gy

veig =n'2" ~ 1) ;vin' va2™ -1l ﬁhftng s8 1¢ nén ¢
1a mot =6 1é.
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Ta Hay ching minh cdc hé t o ,...q, clha g(x) déu 1a thye
cd. Trudc h&t cac hé tu d6 1a cac da thdc déi xdng co ban cia
cac ﬁfj‘ Vay theo (1) ching 13 nhitng da thdc cia ay, .., a, voi
hé s8 tHuc, vi ¢ la mét s6 thue., Hon nita ching con la nhiing
da thyc d6i xing cla «,, ..., a, That vy néu ta thay a, bing
@ VA a bing a; thi 8, vln giit nguyén cf;n cac B, va f . thi
trao d8i cho nhau (h I{héc ! va j), didu nay chic chéan klllﬁng
lam thay d46i cdc he tu e, ..., a¢; . Do dd theo (ch V, §2, 2, cha
¥) cac h¢ ti dS la nhitng s8 thue. Vay g(x) 12 mot da thde vdi
hé s§ thuc c6 bac 2"7'q, vai ¢ 1a 1é. Theo gia thidt quy nap
g(x) c6 it nh&t mot nghiem phic dang (1), tdc l1a ¢ it nh4t
mét cap chi sd (i, j) sao cho phan t&

‘ ﬁij = o + c(o:i + aj)
thuéc trudng s§ phdc C. _

Néu ta gan cho ¢ mot gid trj thuc khac thi ta s& duge mot
da thdc gfx) khac, loai (2), thia nhin mot nghiém phic dang
(1), nhung ndi chung v6i mét cap chi sé (i, j) khic. Tuy vay,
néu ta gan cho ¢ l4n lugt C;‘: + 1 gid tri phan biét thl nh4t
dinh phai duge hai nghiém phic dang (1) véi ciing mét cap chi s6
(i, j) vi ta chi c6 CZ t8 hop chap 2 cia n phén tit. Vay thé nao
cing ¢d hai s6 thuc ¢, va ¢, khdc nhau sao cho cic phén tu

a a; + ¢ (ai + aj)
i + ¢yla; +-aj)
Ung v4i cing médt cap chi s6 i, j déu la phidc. Dat
@ = aq + e fa, + aj),
b = & + f:_,(a:i + aj).

Tacia b € C. Ta suy ra

a—b
ai+aj= —
¢ — ¢
. a-b
f.i:iorj=a—c1 .
¢ T4
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Vay a; + a; va a@; déu 14 phic. Ta suy ra a; va a; 12 nghié¢m
cia da thidc bac hai

x? - (o; + aj)x + aq

v6i he s6 phitc. Theo bd d¢ 2, o, va a; la phic. Nhu vay ta da ching
minh da thdc f{x) khéng nhiing ¢6 moét, ma cd hai nghiém phicl

Dinh Ui 1. Moi da thic bac lén hon O vdi hé s6 phitc c6 it
nhdt mot nghiém phite. '

Chitng minh. Giad sd f(x} 14 mét da thdc be n > 0
fx) = a, +ax + ... +ax
vdi hé sd phie. Dat
fay =gy +ax +... +ax"

voi cdc & 1a céc lien hop cta cdc g, i = 0,...,n. Xét da thic :
£(x) = fOf().

Ta cd _
gx) = b, +bx + ... +b 2
voi bk=2a§j k=01...,2n
i+=k
vi B = D &g = b,

i+ =k
nén cic hé s6 b, 13 thuc. Theo b3 dé 3, g(x) o6 it nhét mot
_nghiém phic z = s + it
8@ = fOFE = 0.
Do d6 hoac f(zJ = 0 hodc fz) = 0. N&u f2) = 0
fey=@,+a,z+... +a/l =0

thig, +az +...+g =a +az+... +a7 =0

"

tic la f@ = 0
Nhu vgy hoac z hodc z 14 nghiém cda fix). 8
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Hé qua 1. Cic da thic bdt khi quy ciia vank C[x), C i
truong sé phite, la cde da thic bGe nhét.

Chitng mink. Theo (Ch. V, §2, 2), cac da thic bsc nhit 1a bat
khd quy. Gid si f(x) la mét da thdic cia C[x] c¢6 bac 1on hon
1. Theo dinh li 1, f{x) cd mét nghiém phic ¢. Vay f{x) ¢ mét
uSc thuc sy x - ¢, do dd f(x) khéng b&t khi quy.H

Hé qua 2. Moi da thiéc bdc n > 0 v6i hé 36 phitc ¢6 n
nghiém phic,

Chitng minh. Gid sd flx) 13 m6t da thic bac n > 0 v6i hé sé
phdc. Theo hé qua 1 dang phén tich cta fix) thanh t{ch nhitng
da thdc bit kha quy phai l1a

flx) = u(ex + 5)™ (ax + b)™. (gx + bY™
trong dd u 1a mét s6 phic khdac ¢ va

m,+tm, + ... +m =n. _
Theo (Ch. V, §2, 2), n nghiém phdc cia fix) la : m, nghi¢m
b ' b .
- a1 . . .k
tring voi — a—l, -y My nghiém tring véi a - [ ]

Chi y. Néu f(x) 1a mét da thdc vai hé s§ thye cd mot nghiém
phic z = s + it (t # 0), thi fx) cing nhan lién hop Z cha z
lam nghiém. That vay, gid sd

fx) =a, +ax + ... ;l-an::"

va f(2) =a, +tez+ ... +a7 =

Ta suy ra

@, tez+.. . +gfd =q +aZ+. ... +a7 =
tic 1a &) =0

D6 do ta suy ra f{x) chia hét cho da thdc bsc hai

g(x) = (x —z) (x —=2) =22 — (z + I + 2z,
z +Z va 2z 12 nhitng 3 thyc.
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.Hé qua 3. Cdc da thue bat khd gquy cua Rix], R la
truong 6 thuc, la cac da thize bac nhét va céc da thite bge
hai ax’ + bx + ¢ v6i biét so b° - dae < 0.

Chitng minh. Cdc da thic bac nhit va cdc da thdc bic hai
vai biét s§ Am rd rang 14 nhipng da thdc bAt khd quy cia Rix/
Gia 'si pfx) l¥ mét da thic bdt khd quy cia Rix] véi bac 1an
hon mdt. Theo {ch V, §2, 2}, p(x} khong <6 nghiém thuc. Theo
dinh i 1, p(x) ¢d mét nghiém phic z va theo chi § trén p(x)
chia hét cho da thic bac hai véi hé s8 thuc

glxy = x? - (z +2)x + zz
g(x) khong kha nghich va 1a udc ctia phin tit b&t kha quy p(x),
vy g(x) phai la lién k&t cta pfx), tdc la
" plx) = uglx), 0 = u €ER. R
Ti hé qua 3 ta suy ra moi da thie fix) € R[x] c6 bic Ion
hon O déu cd thé€ viét dudi dang

(3) flx) = u(gx +bl)”‘1 oo (@ x +b,)™ (o:ilag:2 +8,x +y)"

(czi,:r2 + Bx + )N,
trong do u 1a mét s8 thyc khac 0, cdc ¢;x + b, 12 nhitng da thic

b&c nhit, cdc @ 1+ ﬁ}-x + 1a nhitng da thic bac hai véi bist

s6 4m, cdc m; va n; la nhitng s6 tu nhién, i = 1, ., &k ;j = 1,
<.y L. Céc nghiém thyc clia flx) duge cung c&p bdi cdc nhan ti
tuyén tinh ¢;x + b; va cdc nghiém phitc bdi cdc nhan t¥ bac hai

a.x? + ﬁjx - M&i nhan ti tuyén tinh @,x + b, cho ta mot

J
b;
nghiém thye — P méi nhan td bac hai cx}-xz + ﬂ}.x +y cho ta
: i
hai nghiém phic lién hop

I ztj va 8 — ztj
\!46!.};. —ﬁz.

3 f = 24y

va tJ 2;‘ .

voi 8§ =
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Viy néu §; + it; la nghiém boi cdp n; céa flx) thi §; — if; cling
1a nghigm bsi cdp n cua fix).

Ba thic fix) khéng cd nghiém thue {nghiém phitc) néu cic
liy thua m, (cac liy thiua n}-) trong dang phan tich (3) cda ffx)
déu bang 0.

2. Phuong trinh bac ba va bén

Theo nhu trén moi da thic v4i hé s6 phdc va ¢é bac lén
hon 0 déu c6 cdc nghiem trong trugng sé phie.

Dé&i v6i cac da thic bac hai ax* + bx + ¢, ta ed cac nghiém
la

b + w, ) - + w,
| T va T
trong d6 w, va w, 14 hai can bac hai cia 52 — 4gc. Nhu viy ta
d4 bi€u thi cdc nghiém cta phuong trinh
ax* +bx +c¢ = 0

qua cdc hé s§ cia phuong trinh bang cdc phép tinh cong, trv,
nhan, chia, nang ldy thita, khai can. Nguti ta ndi nguti ta da
gidi phuong trinh bang can thitc. Ta sé thdy dudi day ta cd thé
gidl mot phudng trinh bic ba hay bac bén bing can thic.

Phuong trinh béc ba. Ta hidy xét phuong trinh bac ba véi he
s0 phie

B2 tax vbx +e =0
Phuong trinh nay trd thanh
() Y +py+q=0
néu ta dat

y=x+z5.

D& giai phuong trinh (4) ta dat
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(5) y = u + v,
ta duge sau khi thay vao {4)

(6) e ot + @ Ho)Bur +p) + g =0
Van dé cua ching ta biy gid 1a tim cdc sd phdc u va v thoéa
min (6). Ta chd y téi cdc s§ phuc u va v cd tinh chat

(7) 3uu+p=0,hayuu=—%.

Bao gid cing ¢d nhitng s6 phic u va v thdéa man (6) va (7).

That -vay néu u va « thda man (6) thi z + v 12 moét nghiém

cua {4), viy ta cd (5) v6i y 14 mét nghiém phiic cia phuong

trinh (4), do dd két hgp vdi (7) ta c¢d u va v 12 hai nghiém
cta phuong trinh bac hai
2

z —yz—%:O,

Nhu vay r6i tu (6) va (7), ta duge

o ’ p3
w0 + v :_-q,u3v3 = - =

27

Ta nhan thdy rang x> va v® 1a cdc nghiém cia phuong trink
bac hai

3
2 _
2+ qt 27—0
: 7 3
3 _ .2 a P
{8} u’ = 2+ 4+27.,
7
sz-g-- q——+£—-3—
2 4 27
i 3 2 3
. -] 4 p . .. g9 P .
o4 i £
trong dd 4 X 4 mot can bic hai cla y + 97 Goi u
124 mdt ean bac ba cta
N
2 4 7

162



va v, 1A mdt can bac ba cia

q g  p1

—_—m e —_— e —

2 4 27
sao cho v, v, théa min (7), thi ta cing cd v, v, vA u v, thoa

man (T) véi

Uy = Eity, Uy =_£I2u1_\rﬁ v, = Ezvl, Uy = &y,

. 1 . {3 1 . V3 i
trong dé € = 2+12,E- 3 t‘—z—
& hail cin bac ba phic cta don vi. Nhu vay ta dudgc ba cap s6
phie (u,, v)), {4y, Uy), (4, U,;) thda mén (6) va (7). Ta dat

ylzul+vl; .
1 3
(9) {Yp = Eug ¥ E‘Zvl =3 () +u) + 5 (#, — v
2 1 V3
Yy =y, v oy = —--?:(ul—i-vl) - (y — v

Tu (9), sau khi tinh toan va chd y ring 4y, v; théa man
(6) va {T), ta duge

Nty ty, =0
V¥t 9iYs ¥y = “Bujuy = p
Ny =) v} = g
Vay
O =0~y -y =5 *yztvl ty, byt
F Y0y Ty t I3 = my, = 4y ta

Da thic y> + py + g da duge phan tich thanh tich nhing
nhan ti tuyén tinh, vA ta duge cdc nghiém cia no la
Y10 Y2, ¥y (9. Ngudi ta thutmg vigt tdt (9 dudi dung
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3

+ i’*% ‘\((%f (5

)
got 1a cong thuc Cac-da-nd (Cardanc). Nhu vay ta d& gidi duge
phuong trinh Lac ba (4) bang can thie,

Dat D = —4p° - 274% (8 va (9 cho ta

v — ) g — 3'3)2 2 — )’3)1 = “108(“; -t =D
Do d6 14} c6 nghiém bodi khi va chi khi D = 0.
Vi du. Giai phuong trinh bac ba
y_g¢)  R38 -
x 3(2+2)x_+2:_0.
bat x = & + v, ta duge
W o+l + 3 + v) [uu - (%+1§‘§.)] + 2i = Q.
Ta yéu cdu u xa v thda min
. 1 y3
(10) L o= g + i 5

Do d6 «® va v 15 hai nghiém cua phuong trish bac bai
# +2ie—-1=(+i =0

Phuong trinh nay cd mat nghiém kép.

-i cd moét cAn bac ba ta i Dat w, = i ta suy ra ti (10)

! V3

+ 1

2 "9 y3 g

T L e e = —

! iy T2 2
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Vay theo (9) cdc nghiém cua phuong trinh la

. v3 i
xl=u]+vlz—2—+§,
1 i3
xz"”—'_5(‘”1"'”1)"‘—2—(“1_”1):_3_"
1 V3 ' VE] i
x3=‘_§(¥1+”1)‘T(“1‘”1)=—2‘+§,

trong do X, = x;, vay !—23- + -;— la ngﬁiém kép cia phuong trinh,

Bay gio ta hay xét phuang trinh (4) trong trudng hop p va
¢ 12 nhitng s§ thye. Ta dat

3 .2
N
A=ty
vay D = -4p® - 2742 = —108A.

Ta hay nghién cdu cdc nghiém cia (4) theo A.
a) &4 > 0. (8) cho ta bigt u° va 3 Ia thuc. Goi ty l1a can

bdc ba thuec cta u° . Theo (7), vy 1a thue va theo (8),
uy # vy . Theo (8), phuong trinh (4) cd mot nghiem thyec y, va
hai nghiém phdc lién hop Yy VA y5 .

B) A = 0. Theo (8), ta ¢6 «? = v® va la thue. Goi u, 1a can

bac ba thuc cia «®, thi theo (7), v, cing phai 12 can bic ba

thuc cia v® va ta ¢6 uy = v, . Vay theo (9), ta cd ba nghiém

thue y), y,. y5 voi y, = y, .
. ¢ A < 0. Theo bd dé 1, phuong trinh (3) c6 mot nghiém
thue, goi nghiém thue do la ¥; - Theo (8), ¥’ va v® 1a hai s

- phde khéng phai la thye, do dd cac can béc ba ctta ching phai
1a phic (# thye). Mat khde theo (7) va (9), ta c6
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|

AL N SRS B
Vay u, va v, la hai nghiém cua phuong trinh bic hai

zz~y1z—%=0

voi hé s8 thue, do dd u, va v, 1A ph&c lién hop. Ta suy ra, trong (8),
cdc nghiém y,, ¥,, ¥, 1 thyc. Trong trudng hgp nay vi A = 0
nén D = 0, do dd y,, ¥,, ¥, 12 ba nghi¢ém phan biét. Cdc s
Yi» ¥y ¥y 12 thic, nhung mudén tinh ching theo coéng thudc

Cac—da-n6 thi lai phai ldy can bac ba cta nhifng s6 phdc. Ngudi
ta da ching minh duoc ring, trong trudng hop A < 0, khong
thé€ biu thi csc nghiém clia phuong trinh (3) bang cdc can thic
vdi lugng thyc dudi cén.

Phuong trinh boc b6n. Phép gidi. mot phuong trinh bic bdn

P rad +bht 4ex+d =0

v4i hé s6 phic tiy y sé dua vé phép giai mdt phuong trinh phu
bac ba goi la phuong trinh giai bac ba. Ta tién hanh nhu sau :

a’x?
4

Chuy&n ba hang tit cufi sang v& phai réi cong vao ca

hai v& ta dudc

(75

a2

(—zl-—b)xz*cx—d.

Sau d6 ta cong vao hai vé cia phuong trinh nay tdng

(<5

trong dé y la mg:f:t an mdi, ta duge

(L1} (x2+%+%)2=(a —b+y)x2+
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Ta hay lva chon &n phy y sao cho v& phai la mot chink
phuong, Mu6n thé thi chi viéc lam triét tisu biét s§ cta tam
thiic bac hai dé6i véi x & v& phai.

(-9 -4 (500 (59 -
hay

¥ — b7 + (ac — 4d)y — [d(a® — 4b) + ] = 0.

Do 1a mdt phuong trinh bac ba, goi la phuong trinh gidi cia
phuceng trinh da cho. Gia su ¥, 14 mdt nghiém cta phuong trinh
do. Dién y, vao phuong trinh (10), ta duge v& phai clia phuong
trinh 14 mét chinh phuong

ax VY
2 - LAY Z
(x+2+2)-—(ax+ﬁ).
T do

2+ax+yo ax yo ’
x —— —_—

= 2 - = -
5 2—-ax+ﬁ,x+2+2 —ax — B

Hai phuong trinh bac hai d6 sé& cho t4t ca bén nghiém ciha
phuong trinh bac b6n. Vay phép gii mot phuong trink b4c bén
da dugc dua v& phép giai mét phuong trinh bac ba va hai
phuong trinh bac hai. Ta suy ra tit d6 ring phuong trinh bac
bén gidi duge bang can thuc.

Vi du. Gial phuong trinh bac bén _
-3 + 3 -3 +2 =0

Chuyén ba hang tif cuéi sang v& phai
- = -3+ -2

.
Sau d6 coéng vao hai vé& Tk ta duge

(xz—-é“)2=“'%xz+3r—2.
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Cudi cﬁng cong vao hai v& téng (12 - -2—) y + el

3 DA
= 12 - — = A
—x(y 4)+3:.:(1 2)+ ..2.
Ta yéu cdu y lam triét tiéu biét s6 '
’ 2
N P AP
S(1-g) ~tp -9 (T3 -0°
“hay sau khi khai trién
Fo-+y-3=0-30°+H =0
Chon y = 3, phuong trinh (12) tré thanh

(< - & 1

| o[ 8 o]
(]
&

hay -3 +2=0,22+1=0
Hai phuong trinh nay cho ta bén nghiém 1, 2, i, —i.

Sy thuc ra trong trudng hop cu thé nay ta nhin thdy ngay
nghiém 1 cia phuong trinh bdc bdn da cho vi tdng sd cac hé
g6 bang 0. Do dd ta c6 th€ viét d€ lam noi bat nghiém 1.

o8P 43 —B 42 =(x - D -2+ -2
Vay vdn dé bay gid 1a gidi phuong trinh
2 -2 +x-2=0
mi ta cd thé viét
Pax -2 +tx-2=(@x-Dat+1 =0
Tit d6, ta suy ra cdc nghidém cta phuong trinh.
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Ngudi ta ching minh rAng khéng th€ giai bing can thdc cic
phuong trinh t8ng quat bac lén hon bén (Aben, Galoa). Hon
thé nita, Galoa da tim ra dugc tidu chufn d& bist mdt phuong
trinh da cho giai duge bang can thidc hay khéng,

BAI TAP

1. Trong vanh C[x] (C la trudng s8 phuc) hay phan tich cac
dathic:x® +i,2" —1 —i, x> —4i + 3,1 — 1 - iY3 thanh
mét tich nhitng da thdc bit kha quy.

2. Bi€u dién hinh hoc cic nghiém cha da thic

flry = 2. -1

gx)y = (x —a)" - b. (@ = O)

Tt d6 suy ra ring f(x) va g(x) ¢ khéng qui hai nghiém
chung. _ :

3. Tim cdac nghiém phic cia da thdc .
fay = (1 = 2% + &

Phan tich da thuc ffx) thanh tich nhimg da thic bat kha
quy vdi hé sd thuc,

4. Trong vanh Clx] ching minh ring da thdc ffx) chia hét
cho da thuc gfx) khi va chi khi moi nghiém cuia g(x) déu la
nghiém cdéa f(x) va moi nghiém boi cdp % cia g(x) cing la
nghi¢ém bodi cdp 16n hon & cia fix). _

5. Trong vanh Q[x] (Q la truang s6 hitu ti), ching minh
rang da thdc fix) = e 422 g bt cho da thdc

glx) = 2 +x + 1 véi k !, n la nhitng s6 tu nhién thy y.

6. Trong vanh Q[x], ching minh rdng da thic flx) = -

- 8n%x + 53 , v0i n la mdt s6 ty nhién khac 0, 1a médt da thiic
b4t kha quy.
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7. Gid st = 1 + 0.

a) Biéu dién a dudi dang lugng gidc. Tim moddun va ac-gu—men
cua a" va a ",

b) Vigt &" va o " dudi dang e + bi.
¢) Bigu dién hinh hoc cac gid tri ¢" va ™" v6i n < 8.

d) Ching minh rdng moei s8 phic z tiy ¥ déu cé thé bi€u
dién dugc mdt cdch duy nhdt dudi dang z = x + ya véi x, y 13
nhitng s8 thuc.

e) Ching minh rang anh xa
f:C—-M

= x + — | Y
A A -2y x + 2

tit vanh sG phdc dén vanh cdc ma tran thuc vudng cdp 2 13 mét
didng cdu. TU dJ suy ra riang tip hop cdc ma trdn thuc vuong

cp 2 dang {_J;y Y } [A mot trudng.

x + 2y
0 1 n
5

8. Giai cac phuong trinh bac ba sau day :

f) Tinh

a) 4y ~ 36y° + 84y ~ 20 = 0.
b)x’ ~x -6 =0
¢) x> + 18 + 15 = 0.
D+ —6x+4 =0 .
9. Ching minh (bing da th¥e d6i xing) :
(x, =~ 1% (x, — x)* (@, — 1) = —dp> — 27¢°
véi x , %,, x5 la cdc nghiém cia phuong-trinh

x3+px+q=0.
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10. Giai cdc phugng trinh
a)x! —& 4+ +4x-6=0
by 2 ~ 4> + %2 + 2 -1 =0
¢ xt + 2 + &+, + T

I
L=

d x* +6° +622 -8 = 0.

§2. DA THUC VvOI HE SO HOU Ti

1. Nghiém hitu i cua mdt da thoc véi hé sé hou ti
Truéc hét ta nhan xét rang néu
fx) = e, & + .. +a, (@, = 0)
12 moét da thidc voi hé s8 hitu ti thl fix) cd th€ vist dusi dang
fx) = b @, + .. +a) = bl g()
trong d6 b 12 miu s8 chung cia cic phan s «, va cdc g; la

nhitng s§ nguyén. Vi f{x) va g(x) chi khic nhau mét nhan ti bac
0 nén cac nghiém cua ffx) 13 cdc nghiém cla g(x). Viy viéc tim
nghiém cia mét da thic véi hé s6 hitu ti duge dua vé vige tim
nghiém cua mot da thdc véi hé s nguyédn. Mat khac ta cing
nhin xét ring néu « 12 nghiém cha da thidc gix)

n n—1 _
aa ta |« +,,.+a1a +-a0—0

ta c6 sau khi nhan hai v& véi o} !
n =1 mn—2 -1
(a,a) +a,_, (e, + .. +aa “@a +a,a " =0
Ta ¢ 8 = a,a 1a nghiém cia da thde

-1 . n-z n—1
P + .. taa ‘x +a,d]

h(z)

£+ @, _ |
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véi hé s6 nguyén via hé s6 cao nhdt bing 1. Do d6 muén ¢ cac
nghiém cia g(x) ta chi viéc tim cdc nghiém cta A(y.
Ta dat vdn dé 6 day la tim cdc nghiém hau ti cia cac da
thic fix) cd dang
fx)y =2 +a

1 X + .. tax t+a

v0i cdc a;, nguyén. Gia si a 1a mot nghiém hitu tl cia fx), the thi

theo dinh Ii 3 ctia (Ch V, §1, 2), « phai 1a nguyén. Mat khac, ti
al + an_la“_l +..taa+a, =0

ta cd thé viét

n—1 n—2
a(a ta, . 4+a) =g,

do d6 ala, Nhu vay céc nghiém nguyén cda fix), néu cd, phai
la nhitng udc cla a_. Cho nén muén tim cic nghiém nguyén cla
flx) ta xét cac wéc cia s6 hang tu do a, va sau d¢, thit xem
cdc udc dd cd phai 12 nghiém cia flx) hay khéng. D€ han ché
s6 lin thi ngudi ta dua vao nhan xét sau day.

Gid st @ 13 mét nghiém nguyén cha fix). Thé thi fix) chia
hét cho x ~ «

flx) = (x ~ a)(x)

va theo so d6 Hodc ne (Ch IV, -§1, 4), ¢fx) 13 mét da thdc vai
hé s6 nguyén. Do dd (1) va ¢(-1) la nhing s6 nguyén va

f(1) f-1)
l -« = q(1), 1l +a

= —g(-1)
néu « khac 1 va -1.

Vi vdy trude hét ta tinh €(1) va f(-1) d€ xem 1 va -1 cd
phai 1a2 nghiém cda f(x), sau dd ta xét cic wéc a = +1 cla a
sao cho

iy o AD

l—ava1_+a

13 nhitng 36 nguyén dé thd xem ching cd phai 1a nghiém cta
ftx), va do dd s8 l&n thd caa ta bdt di ndi chung.
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Vi du. Tim nghiém hitu ti cua da thdc
fi) = © - 8%+ 200 - 202% + 19x ~ 12.

Trude hét ta cd tdng cac hé s§ cha f(x) bing 0 nén 1 la
nghiém cta fix). Bang so d6 Hodc ne (Ch IV, §1, 4), ta tinh
cdc hé s6 ctha da thidc thuong g(x) trong phép chia f(x} cho
x -1

| 1 -8 20 20 19 -12

1

1 -1 13 -7 12 0

do dd cdc nghiém cdn lai cia f(x) 12 cac nghiém cta g(x)
| gx) = x* - 7 4+ 132 - 7 + 12,

Ta nhén xét rdng g(c) > 0 véi moi ¢ < 0, nén g(x) khéng
c6 nghiém &m. Vi vay ta chi xét cdc udc duong cia 6 hang
tu do : 1, 2, 3, 4, 6, 12. Ta ¢ g(1) = 12, gi-1) = 40. Vi
ciac sd

40 40 40

3' 7713
khong phai 1a nguyén, nén 2, 6, 12 khéng phai 13 nghiém cuaa
gf{x). Cac s6 3 va 4 déu lam cho

g(l) . g(-1)
-2 271 +a
nguyén, nén ching cé thé 1a nghiém cua grx). Mudn thd xem

ching cd phai 1a nghiém cla g(x), ta chi viéc tip tuc vao bang
trén nhu sau :

1 -8 20 -20 19 -12
1 1 -7 13 =7 12 0
3 1 -4 1 -4 0
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Vay ta ed
flx) = (x ~ Lix - 3)(x - D(x* + 1)
C4c nghiém nguyén ciua fix) 1a 1, 3, 4.

2. Da thic bat kha quy cua vanh Q[x]

Déi vai trudng s6 thuc R va trudng s6 phac C, van dé xét
xem mdt da thdc di cho ciia vanh R{x] hay Cix] cd b&t kha
quy hay khéng rdt don gian (§1, 1} ; nhung trong vanh Q[x]
voi Q la trudng s6 hiru ti thi vdn dé phic tap hon nhidu. D6i
véi cdc da thdc bac hai va ba cia Qfx], viée xét xem cd bat
khd quy hay khong dugc dua vé viéc tim nghiém hi tl cia
cac da thdic dd (ch V, §1, bai tap 2) : cdc da thiéc bac hai va
bac ba cha Q[x] 1a b&t kha quy khi va chi khi ching khong cd
nghiém hitu ti. D6i voi céc da thic bac 16n hon ba thi v&n dé
phic tap hon nhiéu. Ching han da thie x* + 22 + 1 = @2 + 1)
r6 rang khéng cd nghiém hitu ti ndo, nhung nd ¢d mot ude
thuc st x% + 1, vay khéng phai la bit kha quy.

Trong muc 1 ta da nhan xét ring moi da thdc fix) vai hé
s6 hitu ti déu cd thé viét dusi dang

fix) = 6! gx)
trong do b 12 mét s3 nguyén khdc 0, g(x) 1a mot da thic véi he =8
nguyén. Trong vanh Qlx], Ax) va gix) 14 litn két vay fx) 12 bat kha
quy khi va chi khi gfx) 1a bat kha quy. Do dd tieu chudn Aidenstainc
ma ta dua ra dudi day d€ xét mét da thic cia Q[x] ed b4t kha quy
hay khéng la tiéu chuin cho cdc da thic véi hé s nguyén,

D€ chuén bj cho viéc chéng minh tiéu chufn 4y, trudc hét
ta gigi thiéu khai niém da thdéc nguyén ban va ching minh hai
ba dé.

Dinh nghia 1. Gia sit f(x) 1a m6t da thdc véi hé s6 nguyen,
f(x) goi la nguyén bdn néu cdc hé s6 caa f(x) khong co ude
chung nao khic ngoai +1. * '

Cho mot da thie voi hé s6 nguyén fix) € Z[x], ki hidu bang
a udc chung lén nhdt cia cic hé s6 cla ffx), ta od
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flx) = af (x)

voi f(x) € Zlx] va cic hé s8 cha f (x) khdgg cé uéc chung nao
khde ngoai £1; tic la f (x) nguyén ban.

Néu fix) € Qlx] thi ta c6 thé vist fix) dudi dang
. a
f@) = 7 @
trong dé £ (x) nguyén ban va o, & € Z nguyén t6 ciing nhau.

1222 15
Vi du. fix) = 6> + 5 -5 = —(6&r3 + 242 - 75)

= % 2o + &? ~ 25).

Céc s6 20, 8, -25 khdng ¢d uSc chung nao khic ngoai 1 va ~1.

B8 dé 1. Tich ctta hai da thic nguyén bdn la mét da thiic
nguyén bdn.

Chirng minh. Gia su
fix) = e, +ax+ .. +aa™
gx) = b, +bx+ .. +bx"

1a hai da thic nguyén ban. Ta chi cdn ching minh ridng cho mot
86 nguyén td p tuy ¥, p khéng chia hét cédc hé s§ cia da thue
tich fixjg{xj. R6 rang p khéng chia hét cac hé s6.cla fix) va glx).
Gia su p chia hét a .., a_,, by.., b,_; vA p khéng chia hét a,
va b.. Th xét he s8 c +s Cha da thic tich fix)g(x).

e = Lo ta_ “1) tab +(a b, +.) trong d6 p chia
hét cdc t8ng trong cdc dﬁu ngoa_ac nhung khong chia hét tich
ab, vi p 1a nguyén t6. Do dd p khong chia hét ¢ . B

B8 dé 2. Néu f(x) la mot da thic véi hé s8 nguyén cé blc
i6n hon 0 va fix) khéng b4t khé quy trong QIx], thi f(x) phan

tich dugc thanh mot tich nhﬂng da thie bgc khdac 0 véi hé 38
nguyén,

Chitng mink. Gid si f(x} khéng bdt kha quy trong Q[x], thé
thi fix} cd thé vist
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flx) = plyp(x)

vii p{x) va @(x) la nhitng uée thue sy cta fix) trong Q[x]. Theo
nhu trén da nhan xét, ta cd thé viét

P = 7 8, pi) = 7 A)

trong dd g(x), h(x) la nhitng da thuc nguyén ban va a, b, ¢, d 1A
nhing s& nguyén. Do dg

flx} =

o 1

g(x) hix}

ac
vii ‘-:— = 5q V2 P» g nguyén té cung nhau. Ta ki hiéu cdc hé s6

cia da thde tich gfx) h(x) bing e, thé thi theo bd dé 1, glx) h(x)

14 nguyén ban, cho nén cic e, khong c¢d ubc chung nao khdc ngoai
. pe.

+1. Mat khac vi fIx) € Z[x] nén céc s6 —ai phai la nguyén, do do

g chia h&t moi ¢, vi ¢ nguyén t6 v6i p. Ta suy ra ¢ = %1, tie 1a
fix) = xp gix) hix)

Vi ¢(x) va wp(x) 14 nhitng udc thuc su cha fx) trong Q[x],
nén g(x) va h(x} la nhitng da thic bac khéac 0 cia Z[x]. M

" Tiéu chudn Aidenstaing. Gid s
fx) =a, +ax + . +ax" (n > 1)

lo mot da thic vdi h¢ 56 nguyén, va gid st c6 mot s6 nguyén
t6 p sao cho p khong chic hét hé s6 cao nhdt a,, nhung p chia
hét cic hé sé con loi va p2 khong chia hét s hgng tu do a,
Theé thi da thuc fx) la bat khd quy trong Qlx].

Chitng minh. Giad s f(x) cd nhitng wdc thyc sy trong Qfx].
Theo bd dé 2, flx) cd thé vist

fix} = glx) hix),

trong do
gx) =b, +bx + . +bx b, € Z 0 <r<n
hix) = ¢, +cx + .. +cx ¢, €Z 0<s<n
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ta cd a = be

[v3 oo
a = by, + bocl
a, = bkco + bk-lcl + + b c
al’l = bI‘CS
Theo gia thigt p chia hét a, = b ¢ ; vay vi p 14 nguyén té,

nén hode p chia hét & _ hode p chia hé&t ¢_. Gia su p chia hét
) bo, thé& thi p khong chia hét ¢ vi néu the thi p? sé chia hét

= b_c,, trdi voi gid thiét. p khong thé chia hét moi hé s6
cua g(x) v1 néu th€ thi p sé chia hét a = b, trai vdi gia
thiét. Vay gia st b, la hé s& ddu tién cua g(x} khOng chia hét
cho p. Ta hiay xét

trong dd a, b, _ |, .., bo déu chia hé&t cho p. Vay b, c, phai chia

hét cho p. Vi p la nguyén t6, ta suy ra hodc b, chia hét cho p,
hoac ¢, chia h&t cho p, mau thudn véi gid thist vé bk va ¢ B

Vi du. 1) Da thic x* + 653 — 1&2 + 42 + 12 1a b&t kha
quy trong Q[x]. That vay ta ¢d thé d4p dung tidu chudn Aidenstaing
véi p = 3.

2) Da thic

S ApdTh 4 pd T 4 L+ p
vii p la mét s6 nguyén t§ tuy y, la bit khd gquy trong Q[x].

BAI TAP

1. Tim nghiém hitu ti cia cdc da thic
a) x> — 6? + 15 - 14
by 2x* + %® + 6x — 4
) x® -6 + It - - 18+ 20 - 8
d) © + 2 + 6 + 3P — 42¢ — 48
177



" 2. GiA su %, vii p, ¢ € Z nguyén t6 cung nhau, la nghigm
clua da thic

-1
e +a, T+ . ta

0
vl hé s6 nguyén. Chdng minh ring :
a)p | a,vaq | e
b) p - mg 14 udc cha fim)
v8i m nguyén ; dac biét p - q 12 udec cia f1), p + ¢ la ude caa
fi-1).
3. Ap dung bai tap 2) dé€ tinh nghiém hiru t cla da thic -
102> —~ 81x* + 90x* — 102x% + 80x ~ 21

4. Ching minh rang da thie f(x) vdi hé s8 nguyén khéng cd
nghiém nguyén néu ff0) va f{1) 12 nhitng s6 1&.

5. Gia st p(x)' la mot da thic véi hé sd nguyén va p(x) bit
kha quy trong Z[x]. Ching minh ring, trong Z[x], néu px)| fix)glx),
thi hoac p(x)|fix) hoac pfx}ig(x).

6. Trong vanh Z[x] chdng minh riang meoi da thde, khac 0
va khdc %1, déu o6 thé vigt dudi dang tich nhitng da thitc bAt
kha quy.

7. Dung tiéu chufin Aidenstainc d€ ching minh riang cdc da
thie sau diy 12 bAt khd quy trong Q[x].

a) x* — 8> + 1% —6x + 3

b) - 2+ 1

) 1+ 472 + . +x + 1 véi p nguyén té.
Hudng dén : dat x = y + 1.

8. Tim diéu kién cdn va da d€ da thiuc x* + px? + ¢ Ia bat
kha quy trong QIx].

9. Gia st flx) = (x ~ a)(x = a))..(x —a) — 1, véi cic q
la nhiing sd nguyén phan biét. Ching minh rang fix) la bat khé
quy trong Q[x].
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MUC LUC

Trang
L&t néi diu . 3
Chuong { - TAP HOP VA QUAN HE
§l. Tap hop va dnh xa
1. Khai niém (3p hop 5
2. B phin cia mdt thp hgp 5
3. Hi¢u ciz hai 13p hgp [
4. Tap hop réng 7
5. Tap hdp mét, hai phin 7
6. Tgp hop cac b) phin cia mot tip hop 8
7. Tich d& cic cia hai t4p hap 8
8. H¢p va giao cia hai 18p hop 9
9. Anh xa ’ 11
10. Anh va tao anh 13
“11. Don dnh ~ Toan anh - Song anh 14
12. Tich anh xa 15
13.-Thu hep va md rdng 4nh xa 17
14. Tap hop chi s§ _ 18
15. Hop, giae, tich dé cac cia mdt ho tip hop 19
Bai tap 20
§2. Quan hé
1. Quan he hai ngai ' 23
2. Quan he tuong duong . 24
3. Quan he thil ty 25
Bai tap 28

$3. So hroge vE cdc tién 4% cia 1i thuy&t tap hep
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Chuong [f - NUA NHOM VA NHOM

$1. Nira nhém
1. Phép 10an hai ngdi 37
2. Nita nham 39
Bai 15p 42
§2. Nhém
1. Nhom 43
2. Nhém con 47
3. Nhém con chuidn tic v nhém thuong 52
4. Déng cdu ’ 58
5. P&i xing hoa 64
Bai tap 68

Chirang HI - VANH VA TRUONG

§l. Vinh vi mién nguyén

1. ¥anh 78
2. Udc cia khong. Mién nguyén 80
3. Vanh con 81
4. [d¢an va vanh thudng : 82
5. Péng ciu 85
Bai 1p 87
§2. Trwong
1. Trudng . 21
2. Trudng con : . a1
3. Trudng cic thuong 92
Bai tap 94

Chuong [V ~ YVANH DA THUC
§1. Vanh da thic mét in

L. Vanh da thile mot in . 97
2. Bac clia moOt da thilc ' 100
3. Phép chia vdi du : "101
‘4. Nghi¢m cia mol da thile 105
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