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Lot noét dau

Mén hoc Dai 6 dai cudng hay Dai s6 hién dai duge giang day cho
sinh vién toan vao shiing hoc ky dau clia khod hoc. Véi mon hoc nay
sinh vién duge lam quen véi nhitng chu tric tritu tugng vugt ra ngoai
khuén khd quen thudc ctia cac hé théng s6 va phuong trinh trong Dai
86 c6 dién. Va cling tir d6 hinh thanh tu duy trir tugng 8 mute do
sau sdc v6i pham vi rong rai hon. Chinh sy tritu tugng & néi dung va
phuong phap tu duy nay da la mot trd ngai khong nhd cho mat s6
ngudi hoc va dong thsi ciing chinh didu nay lai 16i cuén, hip dén cho
s6 dong nhimg ngudi budc dau tim hidu Todn hoc hign dai.

Da c6 khé nhiéu gido trinh trong va ngoai nuée viét vé Dai sb dai
‘cvong. Noi1 dung va phuong phap trinh bay khac nhau tuy thudc vao
quan niém cia titng tac gia vé tinh hé théng, syt can thiét ciia nhitng
kién thite duge coi 1a co ban, vé kha ning tiép thu cia ngusi doc va
tuy thudc vio thAm my riéng cha ting tac gid. Hon thé nita, su phong
phti cia cac gido trinh khéng phéi 6 chd khac biét vé noi dung kién
thic ma ¢6 1é ¢ nghé thuat trinh bay, nghé thuat truyén thu.

Ching ta cting phai ndi thém riing sy phat trién cia khoa hoc va
d6i séng da din téi nhimg thay déi cg ban vé& sy nhan thite cla neudi
hoc ciing nhu nhitmg thay déi vé quan niém cac kién thite thiét yéu,
Vi du, su phét trién va ing dung rong rai clia cong nghé thong tin doi
héi ching ta phai ¢6 nhiéu céch nhin mdi, trong dé c6 vigc dua cac ky
thudt gn hon véi cée vin dé iing dung.

Cudn sach nay duge bién soan dua trén nhimg didu ma chang toi
vira trinh bay. Noi dung clia né bao gém 6 chuong.

Chuong I, ngoal mot s6 yéu té co ban ciia dai s6 hién dai nhu tap

hop, dnh xa, quan hé hai ngoi, ching toi trinh bay vé sé nguyén, tuy
~ khéng dai hoi si chit ché nhung 6 du nhitng két qua cin thiét dé sd
dung trong cac chuong,sau nhu dinh 1y vé phép chia véi du, ude chuhg
lén nhét. Diéu nay la rit can thiét dé cé thé chimg minh nhing tiuh
chét co ban vé cap trong 1y thuyét nhém.

Chuong 11 trinh bay nhitng kién thitc co sd vé nhém. O day chiang
t0i thay can thiét phai dua ra mot s6 vi du cho thdy tinh dng dung
ctia khai niém nhém, chu tric dai s6 tritu tugng diu tién ma sinh vién
duge lam quen. Mot s6 kién thite di sau hon vé nhém duge trinh bay



trong chuong III. Mot vai muc cia chuong nay c6 thé xem nhu phén
doc thém, tuy theo déi tugng.

Ly thuyét vé vinh va truong duge viét theo ba chuong. Chuong IV
trinh bay nhitng vén dé& chung. Chuong V néi v& mot Iép vanh quen
thudc c6 vai trd quan trong trong dai s6 1a vanh da thic, va nhitng 16p
vanh khéi quat cia 18p vanh nay va vanh cdc sb nguyén, trong dé c6
tinh nhén tt hod va thuat toan chia Oclit. Chuong VI duge xem nhu
mot Ung dung cia ly thuyét vanh vio cdc da thitc trén cac trudng sb.

D€ giam bét tinh khé khian cho ngusi doc, ching toi ¢b géng trinh
bay cu thé mot sb vi dy. Didu nay con gitp cho ngudi doc hidu sau
hon nhitng vin dé cia 1y thuyét. Hé théng bai tap duge cho theo timg
tiét. Viéc giai mot s6 16n nhitg bai tap nay 1a cin thiét va hét sic bd
ich déi véi ngusi doc.

Cuén sach duge hinh thanh dya trén nhitng quan sat ching toi ¢
dugc tit thye té giang day cho sinh vién khoa Toan-Tin trudng Dai hoc
Su pham Ha N&i cling nhu cho sinh vién tai chitc ¢ nhiédu dja phudng
trong ca nudce. Chung téi hy vong day la mot tai lieu ¢6 ich vé dai s6
cho sinh vién khoéng chi ¢ hé Dai hoc ma ca 8 he Cao dang Su pham.

Nhing thdo luan ciing cic ddng nghiép trong qua trinh gidng day
da giap cho ching tdi nhiéu ¥ kién quy bau khi bién soan cubn sich
nay.

Cuén sach khong thé {ranh khéi nhitng thiéu s6t. Ching t61 mong
nhéan duge su gép y cua ban doc. :

Thy gop ¢ xin gifi v&: Céng ty cd phan sach Dai hoc - Day nghé,
25 Han Thuyén, Ha Nai.

Tac gia
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Chuong 1
CO SO

1. Tap hop

2. Anh ra

3. Quan hé hai ngoi
4. 86 nguyén

1. Tap hgp

Trong phén nay chiing ta sé trinh bay mot sb tinh chét cla cac
phép todn co bén trén tap hgp.

Khai niém tap hgp 14 mét trong nhimg khéai niém co ban nhit ctia
todn hoc. Mot tap hop duge quan niém mot cach tryc quan nhu la
mét tu tdp, mot nhém nhimg d6i tugng nao d6. Day khéng phai 1a
mé6t dinh nghia ma chi 1a sy mé t4 bing nhimg tir ddng nghia. Co,
thé néu ra moét vai vi du vé tap hgp nhu: tdp hop cac hoce sinh trong
ot 16p; tap hop céc s6 nguyen; tap hop cic nghiém cta phuong trinh
20 - 3x+1=0.

Céc dbi tugng clia mét tap hop da cho nao dé duge goi 1a cac phan
t cla tap hop d6. Dé ky hiéu phdn tit ¢ thude tap hop A ta vidt
_a € A; con néu phin tir ¢ khong thudce tap hop A ta vidt a ¢ A

Mot tap hop thudng duge cho béi mét tinh chit nao d6, xac dinh
cac phan tif cla tap hgp d6. Chéng han, ndu p(x) 1a tinh chit dac
trung cho cac phén tit z € A thi ta viét

A= {z | p(z)}
va hiéu A 1a tap hop bao gdm tht ca cdc phan i « ¢6 tinh chét p(z).

Trong ly thuyét tap hop, tién dé khing dinh ring, md: tinh chét
p(x) xdc dinh trén mot tap hop S ndo dé cdc phan i co tinh chit nay,



thudng duge goi 1a tién dé tdch. Tién dé nay nim trong s6 nhimg tién
dé ca ban cia logic.

Ta ciing thudng cho mot tap hgp bing phudng phap liét ké cac
phan tit thuge tap hgp d6. Ching han, tap A gdm hitu han phén td
Gy, g, .. Ay sé dUOC k}lf hiéu bdéi

A = {al.(.Lg. ..‘,-an},

Tap hep khong chita phan tir nao duge goi la t@p réng, va ky higu
bdi 6. %/1 du. tap hgp cac nghiém thuc cha phuong trinh 22+ 1 =0 la
tap hop rong.

Tap hop B duge gol la tdp con clia tap hgp A néu moi phan ti

thugce B déu thude A, va ky higu béi B C A hay A D B. Nhu vay
(BCA) & (reB=uxec A
Khi dé, ta clng noi ring B chia trong A hay A chiéa B hay B bao _
ham trong A. -
RO rang quan hé bao ham c¢é nhitng tinh chét sau:
P C A AC A VO moi tap A
i) AC Bva B CC kéotheo A CC.

Hai tap hop A, B duge goi la bdng nhau néu va chi néu ching c6
cung cac phan ti. RO rang

A:B@AcBﬁBcA
Néu A C B va A # B thi' A dugc goi la tap con thuc sy cia B,

Céac phép toan trén tap hop

1. Phép giao
Ciao cla hai tap hop A va B, ky hiéu bdi AN B, 13 tap hop gdm
tat ci cac phan tit thude ca A lan B,

ANB={r|zecAvar e B}
Khi AN B = § ta noi téng A vi B khéng _Jgri_éo nhau, hay roi nha.
Ta thudng bieu dién hai tap hgp 4.8 béi hai hish tron va giao
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cda ching b6t phan chung (phan gach chéo) clia hai hinh tron d6é nhu
hinh vé dudi day {goi 1a biéy dé Ven).

ANEB

Vi du
V6i hai 86 nguyén a,b da cho, giao cila hai tap hop
A={uk | k€ Z};B={bk|kecZ}
14 tap hop tat ci céc béi cha bdi chung nhé nhéit cha a va b

ANB = {[a,bk | k € Z}.

2. Phép hogp

Hop cia hai tap hop A va B, ky hiéu AU B3, la tap hgp gdm tat
ca cac phan tit thudc it nhit mot trong céc tap hap 4, B,

AUB ={r |z e Ahodcz € B}.

Néu ta biéu dién hai tap hop A, B bdi hai hinh tron thi hop cda ching
la toadn bd phan hinh gach chéo nhu trong hinh vé sau:

3. Phép lay hiéu

Higu ciia hai tap hop A va B, ky hieu A\ B, 1z tap hop gdm tét
ca cac phan t thudc A ma khong thude B,

A\B={z|re€ Avaz ¢ B}.

11



Hiéu cia hai tap h(_:ip. duge biéu dién béi phin gach chéo trong hinh
vé saw:

4. Phan bu

Trong trudng hop A la tap con cia mot tép hop M thi hiéu M\ A
duge goi 1& phan bi cia A trong M va ky hiéu béi CarA, hay A néu
nhu ta biét rd A 1a tap con ciia tap hop ndo.

Meénh dé 1.1. Gid siz A, B la nhing tdp hop con tug § cia tip hop
M. Khi dé cdc dieu sau la tuong duong:

a) ACB d)BC A
b)ANB =A e)ANE =0

c)AUB =B fIM=AUB,

Ching minh. Ta ching minh cac phép kéo theo €) = f) va f) = a),
cac phép kéo theo con lai danh cho ban doc. Ta ciing sé thiy rang céc
phép- ching minh duge suy ra tryc tiép tir dinh nghia cla céc phép
toan tap hop da néu.
e)= f). Gidsttz € M. Neu.reAthldogiathiettacorgéﬁ
nghlalax € B.Néuax ¢ Athiz € A. Nhevay z € AU B. Tudo
c (AUB).
Hlen nhién ta cé bao ham thic ngude lai nén M = AU B,
f)=a) Gidstre A théthir¢ A Bdiviz € AUBnénz € B.
Diéu nay ching té A C B, O

Ménh dé 1.2. Gid st A, B, C, M 12 nhing tap hop tuy §. Khi d6:
1D AUB=BUA ANB=BNA (lujt giao hoin)
N AN(BNC)={ANB)NC;
AUBUC)={AUuB)UC - (luat két hop).



3) AN(BUC) = (ANBYU(ANC):;
Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (luat phan phdi).
4) Cong thie Pg Moocging
MN\(AUB) =(M\A)n(M\ B), -
M\ (ANB) = (M\ AYU (M \ B). Ching minh. Ta sé ching
minh hé thic déu tién cla 3), cac hé thic con lai danh cho ban doc
nhu mot bai tap. Ta cé
AN(BUC)={zlzr € A vaz € BUC}
={x|r € Ava(x € Bhoacz € C)}
={zl{x € Avax € B)hosc (x € Avax € O)}
={rlre ANBhoticzre ANC}
=(ANB)U(ANCQ). 0

S6 phan tit cia mot tap hop

Cho X la mdt tap hop bét k. Tap hop tit cd cac tap con cla X
duge ky higu béi P(X), P(X) = {A [ AC X}.
Ménh dé 1.3. Néu X la tap c6 n phén ti thi P(X) c6 2" phdn ti.
Chitng minh. Gidsit X = {1,2,...,n} va A la mét tap con cia X. Thé
thi A Itng véi day céc trang thai aya;...a, (*), trong d6 a; chi trang
thai phan t ¢ ¢6 thudc A hay khoéng. M&i @, nhan hai gia tri: ¢é hosic
khong, nén s6 day céc trang thai (*) 1a 2" va dé chinh 1a sé tap con
cua X.

Ta cing ¢6 thé lap luan nhu sau: $6 tap con gdm r phén_ t cua
tap X c6 » phan tit 1a t6 hop C7. Khi d6 s6 phan tit clia P(X) sé la

k=Cl+CL 4. +C
Dé tinh téng nay ta xét khai tridn nhj thite Niuton
(1+2)"=Cl+Clx+ ...+ C'z".

Thay x = 1 vao hé thic trén ta c6 k = 2".
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Bai tap

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.
1.6,

1.7.
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Chting 16 riing t¥ mot trong céc hé thac
ScT.SNT=8,5uT=T

ctia cac tap hop S va T ¢o thé suy ra dugc cac hé thie con lai.

Ky hieu P{X) 1a tap hop tit ca cdc tap con cha tap hop X.
Hay biéu dién cac tap hop:

P(P{1})) va P(P(P({1}))).

Cho F la mot tap hop, n 13 mdt s6 nguyén duong, va
Ay, Ay, ..., Ap 15 nhiing tap con khéic nhau ctia F sao cho

GZAOCAIC...CA”:E.

- Ta ky hiéu B, = A\ Ao, ..., Bn = An\ An_y. Chitng minh rang:

a)E = UB
b) B; ﬁB- =0, viii#)j.

Xét tap hop {A,. Aq. .., A,} ma céc phan ta Ay, Ag, . Ay 1A
nhitng tap hoyp. Lhmlg minh ra.ng ¢6 it nhAt mot tap hop A;
khong chita mét tap nao trong cac tap con lai,

Ching minh réng A\ (A \ B) = B khi va chi khi B C A.

Gia st (A;)ies la mdt ho nhimg tap con cha tap hop X, B la
mé6t tap hop tuy y. Chitng minh:

a) U4, D A, véimot j €[]

tﬁAi C A; véimol j € I
) Efﬂ (UJA) = U(BﬂA)
&) BU(AA) = PHBUA):
¢) c'x(g A = g{é‘x(Ai):
f) CX(QA:') = BCX(AJ-

Hay ching minh diy dd cac ménh dé 1.1, 1.2,



1.8. Hi¢u doi zing cha hai tap hop 4 va B duoe dinh nghia bdi
AAB=(AUB)\(ANB).

Hay ching minh ring:

D AAB=(A\B)U(B\ 4),
NAAB=BAA
AYAN(BAC)=(ANB) A (ANCQ),

Z.Anhxa

Dinh nghia. Cho X va Y la nhing tap hop. Mét dnh z¢ {hay mot
hamy) f tt X t61 Y la mot quy tée dat tuong tng mbi phan th r € X
vOi mot phan tit duy nhét xac dinh y € Y, ky hiéu béi y = f(x). Mot
anh xa thudng duge viét '

F.X-=Y
Ty = fr)

Tap X dugc goi Ia tap ngudn hay mién zéc dinh, tap Y dugce goi
la tdp dich hay mién gid tri cha anh xa f. Phan tir y = f(x) goi 1a
anh cia z, con x goi 1a tgo dnk cia y.

Nhu vay, méi anh xa duge xac dinh bdi tap nguédn, tap dich va quy
tdc lay &nh.

Hai anh xa f.g: X - Y dugc goi la bing nhau néu f(r) = g{x)
véi moi x € X, :
Vi duy

1. Cho B la mét tap hop con clia tap hop A. Phép dat tuong uing
mdi phan tit a € B véi chinh né xac dinh mot 4nh xa tit B dén A:

t:B—- A
arsa
Dac biét, néu B = A ta goi ¢ a dnh zg déng nhét cia A va ky hieu
bdi id 4.

15 .



9. Xét tap hop céc s ty nhién N va tap hop m tht c& cée sb tu
nhién nhé hon sé nguyén dudng da cho m. Vo mdi n € N goi f(n) 1a
sb6 du trong phép chia n cho m. Thé thi ta duge mét anh xa:

f:N—>m
nw f(n)

3. Cho hai tap hop X.Y va y 13 mét phén vt ¢b dinh thuée Y. Khi

doé tuong tng
f: X->Y
e flzr)=1y

ja mot anh xa, duge goi la dnh z¢ hing.

Anh va tao anh toan phan ciia mét tap

Dinh nghia. Cho 4nh xa f: X — Y. Khi dé:
1) V6i moi tap con A cha X tap hop

flA)={f(a) | a € A}

duge goi 15; énh ctia A qua f. Dac biét, anh f(X) cia X qua f duge
goi 1a dnh cla f va ky hiéu béi Imf, f(X)=Imf. '
2) V4&i moi tap con B cta Y tap hop

f7NB) = {z € X | f(x) € B)

dugc goi 1a tao dnh tean phdn cha B qua f.

Dinh nghia. 1) Anh xa f . X — Y dugc goi la mét don dnh néu.‘

z # 2’ = flz) # f(2)
véi moi z, ' € X. Ta cdn n6i f 13 4nh xa 1-1 tit X vao Y.

2) Anh xa f X Y duge goi la mét todn dnh néu voi moi y
thude ¥ déu tén tai z thude X sao cho f(x) = y. Ta ciing néi ring f
14 mot 4nh xa t X lén Y.

16



3) Anhxa f: X — Y duoc goi la mot song dnh néu né déng thoi
la don anh v toan anh. Khi dé ta con néi f Ia mot anh xa 1-1 len.
Hién nhién f 13 song &nh khi va chi khi véi méi y € Y tbn tai duy
nhét z € X sao cho f(z) = y.

Vidu
1. Anh xa cho dudi day la m6t don anh nhung khéng 13 toan anh.

1 Z—-7Z
T — 2.
2. Trong vi dy trén néu ta thay d6i mién gid tri Z bdi 27 thi ta lai
duge mét song anh
f:Z - 27
x— 2z
(trong do 2Z ky hiéu cho tap cac sé nguyén chin).
- Cht y. Hai vi du trén cho théy. theo dinh nghia, mot anh xa khéng

chi phu thudc vao quy téc ldy 4nh ma con phu thuse vio tdp ngudn
va tap dich cta né.

Hgp thanh chta cédc 4nh xa

Pinh nghia. Cho cac anhrxa f: X — Y va g: Y — Z Khi d6 anh
xa h . X — Z bién r thanh g(f(z)) duge goi 1a hop thank (hay tich)
cua f va g, ky hiéu bdi g o f hodc don gidn la gf. Nhu Vay

(go f)(z) = glf(x)), Vre X.

Ménh dé 2.1. Déi vdi cic dnh za f : X — Y, g: Y — Z v
h:Z > W taco .

hol(gof)y=(hog)of.
Ching minh. That vay, vdi moi phin tit r € X ta'cd

[holgo Hll@) = hl(go fia)] = Rlg(f(x))]
={hog)(f(2)) = [(hog)e fl(z). | o

17



Nhéan xét. V4i moi anh xa f: X — Y taco
foidy =idyo f = f,

trong do id4 13 4nh xa dong nhét cla tap A 1én chinh né.

Anh xa ngudgc

Dinh nghia. Cho cac anh xa f: X = Y vag: Y — X. Khi d6 néu
go f = idx thi ¢ duge goi 14 anh xa ngugce trdi cda f, con f 13 anh
xa ngude phdi clia g. Ngoai ra, néu cdn c6 f o g = idy thi ta noi g 1a
ngude dbi véi f, va mdt cach dbi xing, f 1a nguge dbi véi g.

Ménh dé& 2.2. (i) Mot dnh za c6 nguge trdi khi va chi khi nd la don
dnh. .

(il) Mgt dnh Ta c6 ngugc phdi khi vd chi khi nd la toan dnh.
Chatng minh. (i) Trude hét ta chitng minh moi dnh xa c6 nguge trai
déu la don anh. Gia st f: X — Y cé anh xa nguge trai la g : ¥ — X,
thé thi go f = idx. Tt d6 v6i mei z € X, ta c6

(go f)(z} ==

Gia st f(z) = f(z'). Khi d6

o' =(go f){z') = glf(«")] = glf (z)] = =.

Diéu nay ching té f 1a don anh. _ _
Nguoge lai, gid st -f 1a don anh. Ta chimg t6 f ¢6 4nh xa ngugce trai.
Dé lam didu nay chon mot phdn ti tuy ¥ zo € X va xéc dinh anh xa

g :Y — X nhu sau:
(,): ;Lrnéuyzf(:r)
I zonéuy ¢ Imf
Khi do
(go flz) =g(f(z)) =z =go f=1dx.

(ii) Phan thit hai cla ménh dé duge ching minh tuong ty. Gia st
f c¢6 anh xa nguge phai. Thé thi vdi moiy € Y, do fog =idy tacd

y=(fog)y) = flg(y)).
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Dat x = ¢g{y) ta c6 y = f(z), nghia 13 f toan anh.

Nguge lai, néu f : X —» Y toan anh thi v6i mdi y € Y ¢6 it nhét
mot phin tit z € X sao cho y = f(z). B3i vy véi mdi y € Y ta co
thé chon ¢6 dinh mét tao dnh x va dit £ = g(y). Khi d6 ta nhan
duge 4nh xa ¢ : ¥ — X sao cho f(g(y)) = y v6i moi y € Y. Nghia la
fog=idy. O

Tu Ménh dé 2.2 ta ¢6 ngay két qué sau.
Heé qua 2.3. Mgt dnh za la song dnh khi va chi khi né cé déng thoi
mét dnh od nguoc trdi va mot énh za nguoc phdi.

Két luan nay dude lam sau sfc hon béi dinh 1y sau.
Dinh Iy 2.4. Néu dnh za f : X — Y ¢6 dnh za ngudc trdi g va dnh

za nguoc phdi b thi g = h. Anh za ngude duy nhat nay cta f, ky hiéu
bai f~1, la song dnh va

(fHl=r
Chitng minh. Tt gid thiét ta c6
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h.
Diéu nay n6i lén réng tht ca cac anh xa nguodc trai va dnh xa ngudge
phai cia f déu triing nhau. Do h = g nén
gof=1idy, fog=idx.
Diéu nay chimg t6 f 1a nguge cta g = f~'. Bdi vay f' la song

anh va

f=g =" O

Bai tap

2.1. Xét cac anh xa f(n) = 3n; g(n) =3n+ 1.vad h(n) = 3n + 2 tit
Z vao Z. Hay tim anh xa 13 nguge trai déng thoi cla f, g va h.
2.2.Chocacanhxag: X -Y, f:Y = 2. .
a) Ching minh ring néu f o g dugc xéac dinh va ci hai ham f, g
déu c6 nguge trai thi f o g ciing ¢6 nguge trai.
b) Chitng t6 béng vi du ménh dé ddo néi chung khéng ding:
f o g c6 nguge trai ca khi f khong ¢6 ngude trai.
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2.3. a) C6 bao nhicu toan anh tit mot tap cé 3 phan ti lén mot tap
c6 2 phin ti.
b) C6 bao nhiéu don anh ti mot tap c6 4 phin ti¥ dén mot tap
¢é 3 phan ti.

2.4. Xét anh xa 2 — z° chia mdi tép hgp sau lén chinh no:
N, Z, Q, C.

Xac diﬁh &nh cha mdi 4nh xa nay va chi ro nhing anh xa nao
trong do la don anh.
2.5. Cia st X la mot tap hop him han. Ching to ring anh xa
f: X — X la don anh khi va chi khi né la toan anh. _
2.6. Cho anh xa f : X — Y, A va B la hai tap con tuy ¥ cua X.
Chifng minh rang:
1) f(AN\f(B) C f(A\ B).
Hon nita. cho vi du chitng to f{A)\ f(B) # f(A\ B).
2) Néu f la don anh thi

FA)N f(B) = f(A\ B).
2.7. Chimg minh réng anh xa

f:R—-R
,rn—>2(1—3:c)

13 mét song 4nh vi hay tim anh xa nguge cia né.
2.8.Giastt f: X =Y la mot snh xa, A vi B 13 hai bo phan clua
X, Cva Dlahai bG phan cta Y. Ching minh:

a) f(AUB) = f(A)U f(B);

b) f (4HB)Cf(A ) F(BY;
QfCuD) =] (C)Uf‘(D):
d) fFF(CnD)=f- ((‘)ﬁf‘.‘(D);
e) f (X\A)Df I\ F(A)

) fFHYNC) = ‘f\f i(C)( fHINFHO).
2. 9 Cho ba énh xa f:X =Y g¢:V — X. Ching minh hai
diéu sau 1a tuong duong: '
a) f la don anh.
b) V6i mot g, ¢’ va véi moi V tit fg = f¢ suyrag=4"
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2.10. Chobadnhxa f: X - V. bW :Y — Z Chimg minh hai diédu
sau 1a tuong duong:
a) f 14 mot toan anh.
b) V6i moi h, h' va véi mot Z tit hf = R fsuy ra h = h,
2.11. Gia st n 12 mét $6 tu nhién cho trude, f: N — N la mot anh
xa duge xac dinh badi

n—knéuk<n
k) = i
F(k) {n+knéuk2n

J ¢6 phai la mot don anh, toan anh, song anh khéng?
212.Giast f: X - Y vag:Y — X la hai 4nh xa va h — gf 1a anh
xa tich cta ching. Ching minh: |
a) Néu k 1a don anh thi f 1a don anh, néu thém f 1 toan anh
thi g 1a don anh.
b) Néu h la toan anh thi g 1a toan 4nh, néu them g la don anh
thi f 1a toan anh.
2.13. Gia sit f : X — Y la mot anh xa. (A;)ier 1a mot ho nhimg bo
phan ciia X, (B;),e1 1a mdt ho nhimg bo phén cua Y. Chitng
minh:

a) f(IUA) =UF(A);

e

) #0140 < Arta
) 1 UB) = Y £y,

d) F7H{NB) = NFUB):;

jed jed
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3. Quan hé hai ng6i

Tich Dé-cac (Descartes)

Tich Dé-cée cha hai tap hop A, B da cho, k¥ hiéu béi A x B, 1
tap hop tat ca cac cip {(a,b) véia € A,b € B.

Ax B ={(a,b)la€ A be B}

Dinh nghia. Mot quan hé hai ngéi R gita céc tap hgp X va Y la
mot tap hop tuy ¥ cac cap sdp thi ty (z,y). viz e X,y €Y. '

Néu (2,y) € R ta néi ring z ndm trong quan hé R vdi y va viét
2Ry. Néu (x,y) khong thude tap hop do6 ta néi rang = khoéng ¢6 quan
he vdi y va viét zRy.

N6 cach khac, mot quan hé hai ngdi gitta cae tap X,Y la mot tap
con clia tich Dé-cac X x Y. Néu R la mot quan hé gitta X va Y thi
véi z € X,y € Y ta ludn c6 hodic xRy hodc .rERy

Trong truong hgp X = Y ta néi quan hé hai ngdi gitta X va Y la
quan hé trén X.

Trong nhiéu truong hgp quan hé hai ng01 R duge cho bdi mot tinh
chat nao do.
Vidu

1. Trén tap hop céc sb nguyén Z ta xdc dinh mdt quan hé hai ngoi
R nhu sau

aRb < a:b.

Thé thi (6,2) € R va (6,5) ¢ R.

2. Gid st X =Y = R la tap hop cac s6 thue. Quan hé hai ngdi R
trén R dugce cho bdi:
Ry & «*+y* =25

Nhu vay (z.y) € R khi chi khi trong mat phing toa d¢ diém (<, y)
nim trén dudng tron tam O, ban kinh r = 5. Ta néi rang dudng tron
"‘nay 1 do thi cla quan he R,
Nhan zét. Khai niém quan hé hai ngéi gita cac tap hop X va Y la
su md réng cha khai niém anh xa f : X — Y. That vay, mbi dnh xa
f: X — Y xac dinh mét quan hé hai ngéi R cho bdi

2Ry & y=flz)
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Nguge lai, gid st da cho quan hé hai ngai R gitacac tap X va Y.
V6i méi z € X xét tap hop tht ca cac phdn tit y € Y ¢6 tinh chit
aRy. Tuong ing nay xéc dinh mot anh xa khi va chi khi c6 ding mot
phan tit y € Y sao cho xRy v6i mbi z € X.

Nhu vay, khéi niém anh xa 13 mot trudng hop riéng c0a khai niém
guan hé hai ngoi.

Bay gio ching ta dé cap td1 hai kiéu quan he hail ng6i thudng gip,
déng vai trd co ban trong Dai sé hién dai.

Quan hé tuong du’dng

Dinh nghia. Quan hé hai ngoi R trén tap S dugce goi la mot guan hé
twong duong néu né thod min céc tinh chit sau:

(i) a®a (tinh phan xa)

(i) Néu afRb thi bRa (tinh déi xu'ng)

(iii) Néu afRb va bRe thi aRe (tinh béc ciu)
déi véia.b,c € S.

. Néu E la mot quan he tuohg duong trén tap hop S va a € S thi
.tap hop tat cd céc phan tit clia S ¢6 quan hé tuong duong véi phin
tit @ duge goi la Idp tuong duong cla a, ky hieu bdi @ hodc C,,

a={z e X |aRz).

0 rang, do quan hé R ¢6 tinh chit phén xa nén a € @.

B6 dé 3.1. (i) Vi hai phén t b6t ky a.b € S ta ¢d hoge @ = b hodc
anb

s

~ 0. |
(i) S la hop rot rac cia t8t cd cdc Idp tuong duong phan biét.

Chitng manh. (1) Gida st@anb # @, ta sé chimg minh @ = b. Gia st 2
Ia mot phan tir thudc giao, thé thi didu d6 ¢6 nghia 1a

afRz vh bRz

Theo tinh chét déi xing ctia % thi 22b va khi d6 theo tinh chét
béc ciu clia R ta suy ra aRb.
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Bay gi néu x € b thi bRz va theo tinh bic cAu ta c6 aRx, nghia
1a r € @. Nhu vay ta da ching minh duge b € @ . Thay déi vai Lrd clia
@ va b, bing 1ap luan tung tuta c6 @ C & Do déa = b.

(ii) Phan (i) chi ra réng hai 18p tuong duong trang nhau hofic phéan
bist. Tinh phan xa cia R chi ra ring mdi phan tit ¢ € § thudc 1dp a.
Do d6, S la hop rdi rac cla tit ca cac 18p tuong duong phan bigt. O

Dinh nghia. Mot phan hodch cia t3p hgp S 1a mot t4p hop céc tap
con S, k € I cla S c6 hai tinh chét sau:

(i) $;NS; =8 v6it #7,

(ii} LjJSk =5

Nhu vay, trong mdt phan hoach clia tap hop S méi phan ttz € S
thudc vao mdt va chi mat tap con Si.

B& dé 3.2. M&i quan hé tuong duong R trén tap S rdéc dinh mot phan
hoach trén t@p S vi nguge lat.

Ching minh. Néu R |3 moét quan hé tuong ducng trén S thi tap cac
i6p tuong duong @, a € S cho mdt phan hoach trén S do bé dé trén.

Nguge 1ai, néu trén S da cho mét phan hoach {S;i € I} ta xéc
dinh trén S mot quan hé hai ngdi 2R nhu sau: xRy néu x va y cung
thude mat tap con S; nao d6 cua phan hoach.

Ré rang day & mot quan hé tudng duong trén tép hgp S 4

Dinh nghia. M6t phan hoach trén tip S con duge goi 1a mét sy chia
idp ctia S. Tap hap cac tap con Si trong sy chia ldp cia S dugce goi 1a
tap thuyang cia S thep quan hé tuong duong R va ky higéu bdi §/%R. .
Anh xa
' p:S— S/R
a v i
bién méi'ph?m tt cia S thanh 16p tuong duong chida né duge goi la
phép chiéu tu nhién cha S lén tap thuong S/R.
Vi du. Che n la mot sb nguyén duong; ¢ va b 1a hai sb nguyén bat
k¥. Ta n6i a dong du véi b theo médun n néu n chia hét a — b va ky
hiéu ia:
a = b (mod n).
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Ta sé chitng minh quan hé& dong du médun n 12 quan hé tuong
duong trén Z. Tap cac 1dp tuong duong duge goi la tap cac s6 nguyén
moédun n va ky hiéu 1a Z,,. Dé chi n chia hét mn, ta viét n\ m, diéu dé
¢6 nghia Ja ton tai mét sé k sao cho m = nk. Do dé a = b {mod n)
néu va chi néu n\ (a — b).

(i) Vi moi a € Z, n\ (¢ - a) vi vay ¢ = a (mod n) nén quan hé
nay la phan xa.

(i) Néu a = b (mod n) thi n\ (a — ). Tu dé n\ (b — a), vi vay
b = a{modn}.

(iii) Néu a = b {mod n) va b = ¢ (mod n) thi n\ (a—b) van\ (b—c).
Vi vay n la udc ca (¢ — b) + (b — ¢) = a - ¢, nghia la a = ¢ (mod n).
Do dé, dong du mod n 14 mdt quan hé tuong duong trén Z.

V61 quan hé dong du médun 3, ta ¢ cac 16p tuong dudng sau: -

= {..=-3,0.3,6,9,..}
{...—2,1,4,7.10, ..}
= {.,~1,25811,..}

b == O

Mot 16p tuong duong bat ky phai la mot trong cée 16p 0,1,2, vi
vay Z; = {0,1,2}.
Tong quat, tap thuong ctia Z theo-quan hé ddng du modun n c6
tAt cd n phan ti,
Z, ={0.1,...7},

vi mot s6 nguyén bat ki déu déng du mddun n véi s6 du etia né khi
chia cho n.

Quan hé tht tu

Dinh nghia. 1) Quan hé hai ngoi R trén tap hop duge goi 1a the tu
bo phdn hay goi ngén gon la tha tu clia tip hop nay néu né thod mén
" cae didy Kkién sau dbi véi moi a,b.c€ §

(1) aRa (phén xa)

(1) aMb va bRe kéo theo a = b (phan ximg)

(iii) aRb va bRc kéo theo aRe (bic chu).
(Quan hé thit ty bo phan nhu thé thudng duge ky hisu bdi <.
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2) Mot tap hop duge sép thit ty 1a mét cap (S, <), trong d6 < 1a
mot thit ty trén S.

Vi du
1. Trén tap P = 2,3,5,7,14,15,21 quan he

a < b < d chia hét b
¢6 thé duge bigu dién béi mdt trong cac biéu dd sau:

14 15 21 . 14 21 ' 15

\

2 7 3 )

2. Quan hé < thong thudng trén tap hop tit ca cac s6 nguyén
duong la quan hé thi ty b phan.

3. Quan hé m | n ('m chia hét n) 14 modt quan hé thu tu bo phqm
khac trén tap hgp tit ca cac s6 nguyén duong.

4. Déi vdi tap hop bat ky X, quan hé bao ham A C B 14 mét quan
hé tha ty b phan trén tap hop P(X) tit ci cac tap con cia X.

Dinh nghia. 1) Mgt tap hop clng v6i m6t quan hé thi tu bé phéan
cho trén né dugc goi 1 tdp sdp thit tu tuyén tink, hay sdp thi tu toan
phan, hay thudng duge goi 1a mét day chuyén néu d6i véi hai phan
tir bt k¥ a,b € S hotic a < b holic b < a. Khi d6 ta cling néi ring hai
phén t bat k¥ cha S 1a so sénh duge.

2) Tap sép thi ty dude goi 1a tap sdp thi ty t6t néu moi tap con
khac réng Ga né déu 6 phin tit b€ nhdt, nghia 1 tdn tai phan t
a€ Ssaochoa < vdimoirebs.

B dé 3.3. Trong moét tdp hop sdp tha tu bo phan tuy ¢ (S, <) ton tai
khong qud mot phan i bé nhit.

Chitng minh. That vay, néu e, a’ 1a-hai phén tit bé nhat clia (5, <) thi
a < o (do a 1a phén tit bé nhat) va o’ < a (do o' 14 phén tit bé nhét).
Titdésuyraa=a. [

Ton tai nhitng tap hgp sip thi ty bd phan khong c6 phan tif bé

nhéit, chiing han tip hop R céac s6 thye véi quan hé thut ty < théng
thudng. Tuy nhién (R, <) 1 moét day chuyén.
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Dinh nghla Phén tit u cia tap sdp thi tu bd phan (5 <) duge goi
14 tdi tiéu néu khéng ton tail phan tit € S sao cho < u. Phan ti
v dugce goi 1a tdi dai néu khong ton tai phan tit z € S sao cho x > v.
(Ta néi ring < u c6 nghia 12 ¢ < u nhung « # v va tuong ty cho
x> v).
Dinh nghia. Gi4 stt Sl tap con clia tap hop sdp thit ty bo phan P.
Ta goi '
1) a € P la can dudi (tudng ting, cdn trén) clha tap hop S néu
a < z (tuong tng, néuz < a) vdi moi z € S.
2} b € P la cin dudi ding (tuong img, cdn trén ding) cia tap hop
S néu:
(i) b1 can dudi (tuong.ing, can trén) cta S,
(ii) @ < b (twong fng b < a ) v6i moi can dudi (tuong Ung, cin
trén) a cua S.

Can dugi dang va can trén dung clia § duge ky hiéu lan lugt bai
infS, supS

Bd dé 3.4. Mot tap con bdt ky cia tdp hop sdp thit tu b6 ph(m c6
khong qud mét cgn trén ding va mét cin dudi ding.

Ching minh. Tryc tiép suy ra tit cic dinh nghia. O

Ching ta két thic muc nay bdng mot tinh chat, sau nay thudng
st dung trong cac chitng minh ¢6 lién quan t6i tap hop sdp thit tu,
goi 1a Bé dé Zorn. N6 duge céng nhan nhu mét tién dé clia Iy thuyét
tap hgp.

B dé 3.5 (Bd dé Zorn). Cho S 1 mét tap hop sdp thi ty bo phan

Néu méi diy chuyén cua S c6 can trén trong S thi S ¢ phdn ti tou
dat.

Bai tap

3.1. Cho E 13 mot quan hé tudng duong trén tap X viicho f : X — §
13 mot anh xa dude xéc dinh bdi f(z) = fly) & «Ey. Ching
minh ring khi d6 tén tai duy nhét anh xa g : X/E — § sao cho
f =gop, trong dé p: X — X/E 1a phép chiéu tu nhién. Hon
nita, néu f la toan anh thi g la song anh.
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3.2,

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

28

Cho quan hé tuong duong E trén S, Ching minh ring tap con
A cia S la mot 16p tuong duong c¢ta F néu va chi néu véi
YvEA2€ A= yEz.

Hay xac dinh céc tinh chit phan xa, déi xing, phan déi xing,
bdc cau cta nhitng quan hé R sau trén tap N*. Véi m,n € N*
thi mMn khi v chi khi:

a) m + n chin;

b) m + n < 100

¢) m/n la luy thita cia 2;

d) m/n chin;

e) mn 1é.

Trong nhiing quan hé trén Z sau day quan hé nao 1a déi xitng:

‘a) mpn khi va chi khi m + n chia hét cho 3;

b) mdn khi va chi khi m — n chia hét cho 3?7

Quan h¢ nao trong ching 13 béc cau?

Gia sit f : S~ N la mot don anh tit tap hop S dén tap cac sb
ty nhién N. Quan hé hai ngdi R trong S xac dinh bdi

xR 7 khi va chi khi f(x) < f(z').

Chitng minh R 14 mdt quan hé thit ty toan phan.

Trén tap tich Dé-cac Z x N* clia tap-hop cac s6 nguyen Z va
tap hgp N* cac 6 tu nhién khac 0 cho quan hé tuong duong R
xac dinh béi

{a,8)R(c,d) khi va chi khi ad = be.

a) Ching minh riing R la mét quan hé tuong duong;  °
b) Chi ra mot song anh tit tap thuong Z x N*/%R dén tap cac sb
hiu ty Q. _
Gia st S la mot tap hgp, T la mot quan hé hai ngdi ¢6 tinh
chat phan xa, déi xing trong S. Ta xac dinh quan hé haj ngoi
R trong S nhu sau: 2Ry khi va chi khi ¢6 z; = 1, Loy B = Y
sao cho '

o Tey, 29Ty, ...y T2,
Ching minh:
a) R la mot quan hé tuong duong va 7 C R;
b} V&t moi quan hé tuong duong H saocho T C HthiR  H.



3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

Gia sit R 1a mot quan hé tuong duong trén tap hop S. Chimg
minh rang néu R # {(z,z}{z € S} thi R khong phai 13 mot
guan hé thi ty trong S.

D61 v6i hai tdp con 4 C B cda tap hop S, ta goi 4nh xa

g:B — Y lakéo daicia édnhxa f: A — Y néuglx) = f(z)

vl mol x € A, Goi ©(5,Y) Ia tap hop cac anh xa tir cac tép
con cia S dén Y. Xét quan hé R trong ¢(S,Y) duge xac dinh
nhu sau:

L]

f R g khi va chi khi g 14 kéo dai clia f.
a) Chitng minh R 1a mét quan hé thit ty.
b) Tim céc phan tit t&i tiéu, téi dai, bé nhat, 16n nhit cia
O(S,Y) débi véi R.
Ching minh rang néu « 1a phan tit bé nhét (16n nhét) cta mét
tap hop S dbi véi mot quan hé thit ty thi ¢ 1a phan t t6i tidu
(tdi dai) duy nhét cta S.

Ching minh rdng néu tap S sip thir ty t6t thi § sép tha tu
toan phan.

4. Sé6 nguyén

Dai s6 hién dai nghién eitu viec xay dung cac he théng sé ciing nhu
cac he théng dai s6 triru tugng. DE 1am ¢ s6 cho viée trinh bay ching
ta sé bat dau tit viéc nghién cttu mot 6 tinh chit eo ban., thudng ding
cua tap hop tit ca eac sb nguyén

Z = {0,+1,+2,43, .}

Tap hop céc s6 nguyén Z cling véi phép toan cong, phép toan nhan
va quan hé thit tu la nhimg déi tugng toan hoc hét sic quen thudc.
Tuy nhién nhitng dinh nghia chinh x4c v& nhitng khai niém nay con
chua duge trinh bay. Diéu nay sé duge thyce hién trong mot gido trinh
n6l vé viece xay dung céc hé théng s6: 86 ty nhien N, sé uguyen Z, s6
hitu ty Q, s6 thye R, s6 phite C.
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Bay gio ching ta thita nhan mot s6 tinh chét kha hién nhién lam-
tién dé rdi tir d6 suy ra nhidu tinh chit khac nhu nhimg hé qué 1ogic.
Trong tap cac sd nguyén Z ta goi tap hop
| Ne={0,1,2,...,n,...}
la tap hop cac sé tu nhién, con tap hop

N*={1,2,..,n,..}

dudc goi 1a tap hop cac sb nguyén duong. Tap hop cac s& nguyén Z
thod min mot s6 tinh chit co ban cla phép cong, phép nhan, v quan
hé thit ty ma ta sé néu dudi day. Dbi véi moi a, b, ¢ € Z ta cé:

a+{b+c)={e+b)+c albe) = (ab)g

a+b=>b+a, ab= ba;
a+0=a, al =a;
a(b+ c) = ab+ ac;

véi mbi ¢ € Z tdn tai —a € Z sao cho a + (—a) =0,

ab=0< a=0holicd =0
a<bes deeNa+c=1b
a<b=>a+c<b+cvéimoice Z;
@ < b= ac< bevdi moice N,

Déc biét, d6i vai tap hop cac s6 ty nhién N, hai tinh chat sau duge
phat biéu duéi dang tien da. '
Tién dé vé tinh sdp thd tu tét. Mé: tap con khdc réng S cia N
déu cé phan t& nhé nhdt, nghia la ton tai m € S sao cho m < ¢ vdi
moicec S. '

Tién dé quy nap. Néu tdp con khdc rong A cia N thod man hai diéu

kién:

(i) 0 € A,

(iiyme Avoi moi0<m<n=ncA,
thi A=N,
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Hai tién dé néu trén la tuong duong véi nhau, nghia 13 ta ¢6 thé
chimg minh mét trong hai tién dé trén tir tién dé con lai.

Tinh chia hét

Dinh nghia. S6 nguyén a dudc goi la chie hét cho sb nguyén b néu
a = bg v6i mot s& nguyén ¢ nao d6. Khi dé ta néi a 1a boi cha b va ky
hidu a : b.
- Ta cing néi b chia hét a hay b 1a wdc cha a va ky hidu b | a. -

Quan hé chia hét ¢6 m6t sb tinh chét don gidn sau. D&i véi moi sb
nguyen a, b, ¢ ta ludn cob:

1)a|0

2) a | ¢ (tinh phéan xa};

3) Néu 0| a thia = 0;

4) a | b va b | ¢ kéo theo a | ¢ (tinh béc ciu);

5) Néu a chia hét cic 86 nguyén ¢; (i = 1,...,n) thi a cing chia hét
tong

foc,: =210+ + Tncn, T € Z.

i
(Ta gol > xic; 12 mot t6 hop tuyén tinh nguyén cla cac ¢;).
i=1

Nhimg tinh chét nay cé thé suy ra tryc tiép ti dmh nghia. Ching
han, déi véi tinh chét 4) ta cé:

b= ad; va ¢ = bdy = ¢ = a{ddy).

Dinh nghia. Gid tr4 tuyét déi cha a € Z, ky hiéu |a|, dude xéc dinh
laanéua >0, vdla —andua <. _
Tit dinh nghia c6 thé d& dang suy ra mot s6 tinh chat thudng dude
st dung sau day:

(i) la] = | - al;
(ii) [e| =0 = a =0,
(iii) |abl = |al-b];

(iv) la + b] < |a| + 1b).

Ménh dé 4.1. Cdc wdc cda ! (cdn goi la ude ciia don vi) trong Z gém
6 =1.
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Chitng minh. Ménh dé& khing dinh ring
ab=1=a=5b=1 hodica=5b=—1.

" That vay, tir gia thiét ab = 1 suy ra |ab| = |a|.{b] = 1. Do a # 0 nén
la| > 1. Cing nhu vay {§| > 1. Tu dé la| = bl =1, bSivaya=b=1 .
hodca =b= —1. . U
Hé qua 4.2. Néu hai 36 nguyén a va b chia hét lin nhau thi a = +b.
Ching minh. Do alb v bla nén tén tai cac s6 nguyén w, v sao cho
a =bu,b=av. Tt do6 a = a{uv). Do a # 0 nén

yo=1=wu==21=a=+bh O

Phép chia véi du

Dihh ly 4.3. Cho hat s6 nguyén a va b,b # 0. Khi dé ton tai duy
nhat cdp s6 nguyén q. r sao cho

a=="bg+r. 0<r < |b.

Ching minh. a) Sy tén tai Goi M la tap hap tit cd cac bdi clia b
khéng vugt qua a,

M = {bx | bx < a,z € Z}.
Tap M #0 v
—lblla] € —|a| < a = ~|blla| € M.

Tap M bj chan trén nén né c6 sb 16n nhit, ching han sé dé 1a bq.
Do s6 nguyén bg + |b] cimg 1a bdi cha b nén tir tinh lén nhdt cha by
trong M ta cé '

bg < & < bg + {b.
T do :

0<a—bg < |b.
Dét r = a — bg ta cb

a=bg+r, 0<r <y,
la diéu phai chimg minh.
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b) Tinh duy nhit. Gia st ¢6
a=bg+r=bp+s, 0<r,8< |5].

T do ta ¢o:

blg—p)=s-r
Néu g —p # 0 thi
lb(g ~ p)l = [bllg — pl > {b]. (1)
Mit khae,
| |s — 7] < |B] | (2)
Mau thuén gita (1) va (2) ching td g = p. Khi d6 7 = s. ]

Uédc chung 16n nhét

Dinh nghia. 1) 86 nguyén d duge goi la wdc chung cia cac sd nguyen
@y, 4, ..., &, néu nd 12 ude ctia mdi sb do. '

2) Ubc chung d cta cic s6 nguyén ar, a2, ....a, duge goi la wdc
chung lon nhat (viét tht 1o UCLN) néu d 14 boi cta moi ude chung
CUR Uy, A, ..., Gy

'Nhan xét. 1) Theo dinh nghia, hai udc chung 1du nhit cia cac sb
@1.dz. ..., d, phai chia hét 1an nhau. do dé chiang chi khac nhau béi
dau. Trong hai 56 £d cing la ude chung cha cac s6 a1, Gy, ..., Uy SO
duong thuong duge ky higu 1a

UCLN (ay.ay, ....a,) hodc (a1.G9. ..., a4y ).

2) Tap hop cac ude chimg cla ap, ay, ..., a, tring voi tap hgp cac
uéc ctia UCLN cla n sb do.
Dinh 1y 4.4 (V& sy tdn tai cia udc chung 16n nhét). Usc chung
lon nhat d cid n sé nguyen (n:=1) khong cing bing 0 luon tén tai.
Hon nia, d la mot 6 hop tuyén tinh nguyén cia cic s6 nguyén nay.
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Chiing minh. Gid sit a, as, ..., @y, 1a nhimg s6 nguyén khong cung bing
0. Xét tap hop

I={zay + 298y + ... + Tna, | 7; € Z}.

Do cac a; khong ciing bing 0 nén I # {0}, Hon nita ta nhan thay néu
ceIthi —ce i, dodétrong I ludn cé sb nguyén duong, Goi d 1a s6
nguyén duong bé nhét trong /. Ta sé ching minh d = (.82, ... 9a).
Trude hét ta ching t6 dla; (i = 1.2,...,,n). Theo phép chia vdi du

(; = dqt +r, 0L "I';'.< d.

Do a; va d cung 12 nhiing t& hop tuyén tinh nguyén cla ay, aa, ...y
nén r; = a; — dg; cing 1a mot td hgp tuyén tinh nguyén nhu vay, nghia
14 r; € I. Do tinh bé nhét clia d ta suy ra r = 0, tic 13 a; = dg;.

Bay gio néu cla; (i = 1,2,...,n) thi ¢ 1a ude clia moi phan ti dang
T147 + To8g + ... + Tpln, T; € Z.
N6i riéng ¢ 13 udc clia d. Vay d = (a;.az, ..., un). O

Hé qua 4.5. Néu d la mét UCLN cia cdc s0 nguyén a,.ag, ..., G, thi
ton tai cdc s6 nguyén Ty, Te, ..., I, $60 cho

d = ri10y) + Tay + ...+ Tpdy.

Dinh nghia. Céc s6 a,, as, ..., a, duge goi la nguyén té cung nhau néu
ude chung Ié6n nhat cla ching bing 1. ‘
Meénh dé 4.6. Cdc s6 nguyén ay, as, ....a, nguyén to cing nhau khi
va chi khi ton tai cde 86 nguyén x, xa, ..., Tn 300 cho
1l = z101 + 2202 + ...+ Lpln.

Chitng minh. Didu kién cin 1a hé qué trye tiép cla hé qua vira néu
trén.

Bay gid ta chimg minh didu kién dii. Hién nhién 1 13 mt ude chung
ctia cac s6 nguyén a;, ds, ..., 2,. Hon nita do

1 =mxa)+ 2202+ ... + Tntn.

nén moi uéc chung cia céc sé nguyén ay, ds, ..., ¢, cing la ude cla 1.
Béi vay 1 = (a1, aqg, ..., an,). O
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Tur dinh nghia wdc chung 16n nhit d& dang ching minh duge tinh
chét sau.

Meénh dé 4.7. Néu k la mdt s6 nguyén duong thi

{ark, ask, ..., ank) = (ay, ay, k.
. » a b
Hé qua 4.8. (a,b) =d < (—, —) = 1.
d'd
Chitng minh. That vay, theo Ménh d& 4.7 ta ¢6
a b a b
b)=d (—;—)d:d@(—‘—):l, O
a.b)=d e (5. d'd
Bay gi¢ ta néu mot trong nhitg tinh chét thudng gap ¢6 lien quan
t6i cap s6 nguyén td cing nhau,
Ménh dé 4.9. Néu a va b la hai 6 nguyén t6 cung nhau vé b ld woc
cig a¢ thi b la vde cua c.
Chitng minh. Do {a,b) = 1, tdn tai u.v € Z sao cho
1 =au+ bv.
T dé )
c = acu + bev.
Néu b 1a u6c cia ac thi b 1a ude ciia bidu thic & vé phéi, do dé b 1a
udc cua c. £J
Ménh dé 4.10. Néu hai 56 a va b nguyén t6 cing nhau thi
(ac.b) = (¢, b),

vdi moi ¢ € Z.

Chitng minh. Néu d la mot ude chung cua ac va b thi ué ciing 13 uée
chung ciia ac va be, do d6 13 ude ciia

(ac,bc) = (a,b)ec = ¢

Diéu nay c6 nghia 1a néy d 13 ude chuhg cua b va ¢ thi d ciing 1a udc
chung cta b va ac. Nhut vay tap cac ude chung clia ac va b trang véi
tap cac ude chung cha ¢ va b. Bdi vay (ac, b) = (c, b). O
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Thust toan Oclit dé tim UCLN

Dé tim UCLN cua hai s6 ty nhién a v b ta thutng st dung tinh
chit sau: .
a=bg+c = (a,b)=(bc)
{ILaru ¥ rang & day khong doi héi 0-< ¢ < b).
Bay gig ta trinh bay thuit toin Oclit dé tim UCLN cta hai sé Al
nhién. Thuat toan dé dude tién hanh nhu sau:
- Néu a = bg thi (a.b) = b,
- Néu a khong chia hét cho b thuc hign lién tiép cac phép chia véi
du ta dudge
= !l)qU+'!'1. < ry <b

b rig o, 0<ry<r

Fp—2 = po1qn—1 + Tn, 0<wr, <rpy
Pa—1 = Ny,
Day phép chia nay phai 13 hitu han, véi phép chia cubi ciing 14 mét
phép chia hét. Theo nhin xét ban dau ta duge
. (U.-, b) = (b "r.l) == (T-n. 11 r-n.) = Ty

nghia 1a UCLN cla a, b bang 6 du cudi cung r,, trong thuat toan néi
trén.

Bay gid viec tim UCLN cta n s6 (n > 2) sé duge tinh theo cong
thite truy hdi:

(ar. o, ... an) = ((@1, @2, . 1), Gr).

Viée chitng minh ¢ong thite nay khéng khé khin gi va duse danh
- cho ban doc nhir mot bai tap. _
Vi du. Tim UCLN cta 713 va 253 trong Z vh tim 2 s6 nguyén s va t
sao cho

7135 + 253t = UCLN(713,253).
Lo giae. Theo thudt toan chia, ching ta co

(i) 713 = 22534207 a="713,6 = 253,r =207

(ii) 253 = 1.207+ 46 ro = 46
(i) 207 = 4.46 + 23 oy o= 23
(iv) 46 = 2.2340 ry =0
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86 du khéc 0 cudi ching 1a 23. Do dé UCLN(713, 253) = 23.

Chiing ta ¢4 thé tim duge cde s6 nguyén s va ¢ biing cach sit dung
céde dang thie (i)-(iv).

23 = 207-4.46 tir dang thite (iii)
207 — 4(253 — 207) ¢ dang thite (ii)
5.207 — 4.253

5.(713 — 2.253) — 4.253 tir dang thic (i)

= 5.713 — 14.253.

Il

Il

Dodé, s =5vat=—14,

B6i chung nhdé nhit

Dinh nghia. 1) Sé nguyén m duge goi 1a bdi chung cua cac sb nguyen
khac khong a1, a,. ..., a,(n > 2) néu né chia hét cho mdi sé nguyén do.

2) Boi chung m clia cac s6 nguyén a,, as, ..., a,, ducc goi 1a b7 chung
nhé nhdt clia cae sb nay (viét tt 1a BONN) néu né la ude cia moi
béi chung cia a,. a,. ..., q,. :

Cha y. Néu m va m' la nhing BCNN cia cée s6 a1, ay, ..., a, thi
m = +m’. Trong trudng hop m > 0 ta ky higu

m = BCNN(a,, a3, ....a,}. hodc m = [a,. ao. ol

va quy ude goi n6 la BCNN cia a;, ay, ... @j,. Trong cubn sach nay
ching ta sé dung ky hiéu sau cho dan gian. '

Dinh 1y 4.11 (V& sy tdn tai ciia boi chung nho nhit). Ton tw
bot chung nho nhét cia n $é nguyén khac khong ay. ay. ....a, (n > 1).

.Ch-{mg manh. Goi M 1 tap hdp tat ca cac sb duong chia hét cho moi
a; (¢ =1,2,...,n). Khi dé dé thiy M khac rong vi

aray. e € M.

Do dé trong M t6n tai phin tit bé nhit m. D6 chinh 1a BONN ¢ia
ai, Gz, ..., a,. That vay, gia st 56 nguyen & la mot bgi chung cla cac
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a; (1 = 1,2,....n), ta ching t& &k 1a mot boi cha m. Khong mét tinh
t6ng quét c6 thé coi k > 0. Chia & cho m ta dugdce

k=mg+r, 0<r<m.

Do k va m déu chia hét cho g; nén r = k - my ciing chia hét cho
a;. vOi i = 1.2, ...,n. Diéu nay chimg té r € M néu r # 0. Nhung diéu
d6 méu thufin véi tinh nhé nhét cta . Bdéi viy v = 0 va & chia hét
cho m. O

Maénh dé sau cho méi lién hé giita udc chung 16n nhét va boi chung -
nhé nhét ciia hai s6 nguyén a, b, dong thoi cho mét cdch tim bdi chung
1nhéd nhét ¢ia hai sb do.

Ménh dé 4.12. Vi hai s6 nguyén duong a,b ta ¢d

ab
Lh] = .
la. 9] {a.b)
Chu nh. Dat ——ib—w RO rang
Chimg minh, Datm = @) g
o b b a
m=ua M(a, ) = @b

nén m 14 moét béi chung cua a va b,

Bay gig néu & 1a mot boi chung nao dé clia a va b thi k& = ak; = bk,
Vil ky,ky € Z. Suy ra

a b
ky = k.
(a.b) ' (a.b)
Do —2— va b nguyén té ci h & b 1 wdc cha k. T
¢ V¢ g nhau nern : .
(a.b) " (a by B ¢ (a.b) ‘
b | X L
46 m = (“ ) 2 e ciia aky = k. Diéu nay ching t6 m 1 BCNN ciia
£,

— [a, 8] o

a va b, nghia la

a
(a.b)
Bo1 chung nho nhét cia n s6 (n > 2) duge tinh theo cong thie

[ar, @y ooy @) = {[a1, @2, -, Gro 1 ]2
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Trong nhiéu trudng hgp BCNN cfia nhidu s6 cdn duge xac dinh
nhs tinh chét sau

_ m m m
m=la, dg; 0] & | — —, ..., — ) = 1.
a) a; a,

S5 nguyén tb .

Dinh nghia. S6 ti nhién lén hon 1 khbng ¢é udc dirong nao khac
ngoai 1 va chinh né duge goi 1a 56 nguyén té.

Chiing ta chi ra mot s& tinh chét co ban thudng gip cla cac sé
nguyén td.
Tinh chit 4.13. Cho p la s6 nguyén t6. Khi d6 vdi moi 86 nguyén a
thi hodic a chia hét cho p hode a nguyén t6 cing nhau vdi p.

Chitng minh. Do (a,p) }a mot wéc cla p nén x4y ra hai trudng hop:
ho#ic (a,p) = 1 hodc {a,p) = p. Trong trudng hgp thi hai a chia hét
cho p. C

Tinh chit 4.14. Néu sé nguyén 16 p chia hét tich ab cia hai s6 tu
nhién thi hodc p chia hét a hodgc p chia hét b.

Chatng minh. That vay, nguge lai néu p khong chia hét ci a 13n b thi
né nguyén t6 véi mdi 36 d6. Khi d6 tdn tai céc sb nguyén u, v.r, s sao
cho '

l=pu+av, 1 =pr+ bs.

Tu d6, nhin ting vé ctia hai dang thitc ta duge
1 = (pu +av)(pr + bs) = pz + (ab)y,
nghia 13 p nguyén t6 vdi ab. Diéu nay 1a trai véi gia thiét. ]

Tu tinh chit 4.14 vita néu, bing phép quy nap theo n ta c6 thé
chithg minh hé qué sau.
Hé qua 4.15. Néu s6 nguyén to p chia hét tich n s6 thi né phdi chia
hét it nhat mot trong cde thiae s6 dé.
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Bay gid ching ta sé phd.t bleu va ching minh dmh ly ca bcm cua
sb hoc.

Dinh 1y 4.16. Mdi 56 ty nhién lon hon 1 déu phan tich duge thanh
tich nhitng thita sé nguyén té va su phan tich d6 la duy nhdt, khong
kEé dén thit tu cda cde thita sb.

Ching minh. a) Tinh phan tich duge. Gia st o 1 mot s ty nhién l6n
hon 1. Goi p; 1d mot ude nguyén td cia a,a = pra,.
Né&u a; > 1 thi ¢, ¢6 mot wdc nguyén tb p,,

ay = GyPz, VA 4 = P pads.

Tiép tuc lap luan trén, sau hitu han budc ta duge

Un-3 = Pa-1Gn-t

(doa; >ay > ---), véi a,_, = p, la mot sb nguyén tb. Khi dé

4 =ppPz...Pn (1)

la sy phén tich o thanh tich cta cac thita s nguyén té.
b} Tinh duy nhat. Gia s 56 ty nhién a con cé bU.' phan tich tha.nh
tl(‘h Cac thira s6 nguyen t6
a = q14z...Gwn (2)

Gia sit m # n. Khong mét tinh téng quét ta gia sit m < n. Do ¢
12 udc nguyen t6 cta ¢ nén né phai la ude caa midt thira sb p; nao do.
Bang cach danh s thich hop ta ¢6 g1 \p1. Nhu’ng do P1 nguyen to uen
¢ =p1- T do

qa. Q’m = Pz...Pp.
Tiép tuc lap luan trén sau huu han buéce ta dufd(

1 :pm—i-l--‘pn-

Diéu nay la v6 ly Bdl vay m = n va vdi cach danh s6 thlch th Pi = G
vél i =1, 2 8

Chii §. Su phan tich dang (1) c6 thé viét dudi dang

k

a = py'pet.
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trong dé pl D2, ..., Pr 1& nhiing sb nguyen t6 khac nhau va ap, ag, .., oy
la nhu‘ng 56 nguyén duong. Céach viét nay duoc goi 1a sy phan tich t;eu
chuén cta a. :

Bai tap

Tinh chia hét

4.1.

4.2,

43.

14.

Chmlg mlnh rang uéu m — n chia. het mp + ng thi m -~ n chia

'hetmq+np(dd0 m,n,p,q € Z).

thlg minh rang n(,u (@®+6° +c*):9 thi mét trong ba s6 a, b, ¢
chia hét cho 3. '

_Chu‘ng mmh ring khong co cap so nguyén z,y nao thod man

dang thitc:
a) x> +1=3y.
b) «? + 2 = 5y,

Chitng minh réng voi moi s6 tif nhién n > 1 ta c6 tich
(n+ 1(n+2)..(n+n)

_chia hét cho 2",

Udc chung lon nhat

4.5.

4.6.
4.7.

4.8.

Chu’ng minh réng néu a va ¢ 1a hai sé nguv(,n t6 cung nhau thi
alm va ¢} kéo theo aclm.

Néu a > 0 chung mmh rang (ab,ac) = a(b, c).

Chu’ng minh rang vdi ha1 bO nguyen duong o va b tap hdp tat ci

cac s qlang, am + bn (m.n nguyen dmmg) chua tat ca cdc boi
ctia (a, b) lon hdn ab.

Chu_ng minh rang_,.

(3a + 5b.8a + 13b) = (a,b).

. Chilmg minh réng (a.b) = 1 vai:

a) = 2lm+4, b= ldm +3;
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4.11.

4.12.

4.13.

bya=m*+2m, b=m'+ 3m? + 1

c)a=m?n+2m, b=mn+1,

trong dé m,n € Z.

Cho (a,b) = 1 va n 1a wéc chung cia a — b va ac — bd. Ching
minh réng n 13 ude cla ¢ — d.

Cho a,m,n la nhimg s6 nguyén duong, trong d6 a > 1 va
(m.n) = 1. Ching minh ring:

(a— (@™ = 1)i(@™ — )(a" ~ 1).

Ching minh rang céc s6 2 — 1 va 29 — 1 |a nguyén té cung nhay
khi va chi khi hai 86 p va ¢ nguyén té ciing nhau.

Béi chung nhé nhit

4.14,

4.15.
4.16.

4.17,

4.18.

a) Tim [2" — 1,2" 4+ 1] véi n € N;
b} Tim {a,a + 2] v6i a € N.

Tim boi chung nhé nhét cta ba s6 nguyén lien tiép.,
Dit [a.b] = m. Chitng minh ring:

(a+ b,‘m) = (a. b).

Cho m la mét boi chung cha a,, as, -\ Gp, trong d6 a; € N-,
n > 2. Ta dat

ﬂ{i = % va D= (MI,MQ, -Mn)

&y

Chimg minh réng: {a,, a,, ..., ay) = ’—g

Cho k va n 1a hai s6 nguyén 16n hon 1. Chimg minh ring:
a) (n!)* va (k)" 1a wdc cua (nk)! '

b) [(nh)*, (k)" 1a wéc cia (nk)!

86 nguyén té

4.19.

4.20.

12

Cho p > 5 1a mdt s6 nguyén t6 va 2p + 1 ciing 13 mot sb nguyén
t0. Chimg minh ring 4p + 1 1a mot hop sé.

Tim s6 nguyén t6 p sao cho hai s6 p+ 4 va p+ 8 cing la nhitng
s6 nguyeén tb.



4.21.

4.22.

4.23.

Ching minh rang tich cia nhitng s6 dang 4m + 1 lai 1a mot 6
c6 dang ay. T két qud nay suy ra rang c6 vo s s6 nguyen té
dang 4m + 3.

Giai bai todn tuong ty cho s6 nguyén té c¢6 dang 6m + 5.
Ching minh ring v6i m > 2, gitta m va m! c6 it nhit mot sb
nguyén t6. Tt d6 suy ra rdng c6 vo sb sb nguyén té.

Ching minh ring néu tdng cha ba sé chinh phuong la mét sb
chinh phuong thi ¢6 it nhat hai s6 trong ba sb nay 1a chin.
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Chuong 11

NHOM - DPONG CAU NHOM

1. Dgi 86 hai ngoi

2. Nhom

3. Nhom con

4. Nhém con chu@n tde - nhém thuong
5. Déng cdu nhom

1. Dai s6 hai ngbi

Lich st phat trién cia dai $6 duge chia thanh hai thoi ky phan
bigt. Dai $6 duge hinh thanh trude thé ky thi 19 duge goi 1a dai 6
cd dién, trong khi hdu hét nhimg kién thie dai sb sau do duge goi la
dai s6 hién dai hay dai $6 triu tuong.

Phuong phap dua vao mot ky higu, chéng han nhu z, dé dai dién
cho mot 6 chua biét trong khi giai cac bai toan da duoe biét dén tix
thoi Hy Lap <6 dai. Dai s6 ¢d dién c6 thé duge dic trung béi khing
dinh réng méi ky hiéu ludn thay thé cho mot s6. S8 nay c6 thé la sb
nguyén, sé thyc hoge s phitc. Tuy nhién, vao thé ky thi 17 va 18,
cac nha toan hoc da nghi ngd rang lidu can bic hai ctia -1 ¢ phai la
mot s6 hay khong. Cau tra 16i 1a khong cho dén tan thé ky tha 19 va
s bat dau cla dai s6 hien dai 1a dua ra dugce gidi thich théa dang vé
cac s6 phiic.

Muc tleu chil yéu ¢tia dai sb cé dién Ia giai cac phuong trinh dai s6.
Dai sé cd dién da thanh cing trong wec dua ra cdc thudt toén dé giai
tat ca cac phuong trinh dai sé mot dn 6 bac khéng vuot qua 4. Tuy
nhién, Niels Henrik Abel (1802 - 1829) bing cac ky thuat dai sb6 hién
dai da chi ra ring phuong trinh dai s6 bac 5 ho#ic cao hon khong phai
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lubn ludn gidi duge bdng cac phép khaican bac n: Daisb ¢d dién da c6
nhitng déng gép vo cing quan trong, Trong khoa hoc ty nhién, khoa
hoc ky thuat va khoa hoc xa hoi dé la phuong phap giat hé phuong
trinh tuyén tinh ciing nhu toan bo dai sé tuyén tinh lién quan t6i né.

Trong thé ky thd 19, ngudi ta di din din nhan ra ring cac ky
hiéu toan hoc khong nhét thiét phai 14 dai dién cho céc s8, ma thue
ra chiing khong nhét thiét phai dai dién cho bét ki cai gi cd. Tit sy
phat hién nay da nay sinh ra cAl ma ngudi ta biét ngay nay dé 1a dai
sé hién dai hay dai s6 trim tuong.

Dai s6 hién dai ¢6 hai lgi ich ¢ ban. Mot 13 dé mé ta cic md hinh
hay céc cAu trac ndy sinh trong ty nhién va trong toan hoc. Lgi ich
thit hai clia dai s6 hién dai la cho nhitmg phuong phap mé Iong Cac
hé thdng s6 phod bién mot cach ty nhién thanh nhimg hé théng 6 mai
tién lgi hon.

‘Pai s6 hai ngbi

Hé dai s6 1a mét khai niém co ban cha dai s6 hien dai. M6t hé nhu
vay 1& mét tdp hop cde phan tif ma trén dé6 cé thé thyc hién céc phép
todn tya nhu phép cong hay phép nhan cac sb.

Nhur duge chi ra trong hinh dudi day, ta ¢6 thé hinh dung mét phép
toan nhut 1a mét “hop den” véi cae dau vao khac nhau lay (i mot tap
S va mot dau ra chinh 1a sy két hop cia cae dau vao bing mét cich
da dude chi rd nao d6. :

a

H a*b

o |

b Phép toan mot ngbdi

Phép todn hai ngdi

Néu hop den ¢6 hai diu vao thi-phép toan két hop hai phin ti
cia tap hgp d6 dé tao thanh mot phin tit thit ba. Phép toan nhy vay

45



dugce goi la phép todn hai ngoi. Néu chi c6 mot déu vao thi phép toan
dugc goi 1a mot ngéi. Vi du vé phép todn mét ngdi 13 tim nghich dao
cia mot 56 thuc khac khong.

Dinh nghia. Cho tap hop S. Mot phép todn hai ngoi trén S 1a mot
anh xa

p:85x8 — 8§
(a,b) — pla,b).

Nhu vay, phép todn hai ngdi la mot quy tic cho tuong tng hai
phan tit z,y € S v6i mdt phin tit ciia S 15 anh cha (z,y) qua .

Thong thudng ta biéu dién phép toén hai ngdi nhu phép nhan va
thay cho ¢(x.y) ta viét 2 o y hay = * y, hodc don glén 1a ry, va goi a
tich ctia x v y. D61 khi ta ciing ky hiéu phép toan hai ngoi bsi dau
+ va gol « + y 12 tong clia & va .

Tap hop S cing v6i phép toan hai ngdi o cho trén n6 duge goi la
mot dai 56 hai ngoe, ky hiéu bai (S, o).

Vi du

Gia st N* = {1,2,3,...} l1a tap cac sé nguyén duong. Phép cong
va phép nhan thong thudng déu 1a nhitng phép tosn hai ngdi trén N*,
bdi vi néu z.y € N thi « + y € N* va 2y € N*. Tuy nhién, phép trir
khong phii 13 phép toan hai ngodi trén N* vi ching han 1 — 2 khoug
thudc N*,

‘Ta ¢6 thé néu mot vai phép toan hai ngdi ty nhién khac trén N*,
do la phép mi héa va phép lay wde chung 16n nhét. vi véi bét ky hai

s6 nguyén duong r va-y thi z¥ va (r, y) 1a nhing phan ti duge xdce
dinh cua N*,

Phép cong, phép nhan va phép trit déu la nhimg phép toan hai
ngdi trén R vi & +y, ry vd ¢ — y 1a nhimg s6 thuc véi moi cip sb thue
x va y. Ky hiéu — trong mot biéu thitc 2 — y thay cho phép toan hai
1ngoi 1a phép trir, nhung trong biéu thic —r ky higu nay lai thay cho
phép toan mot ngéi 13 phép lay s6 déi.

Phép chia khong phai la mét phép toan hai ngoi trén R vi phép
chia cho 0 1 khong xac dinh. Tuy nhién, né la mot phép toan hai ngoi
trén tap R* = R\ {0} céc sd thue khéc 0.

Mot phép toan hai ngdi trén mot tap hiu han, dé thuan tien,
thudng duoc biéu dién bing mot bdng. Chiing han, xét tap T = {a, b, c}
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gom ba phan tit. Mot phép toan hai ngoi * trén T duge xac dinh béi

bang dudi day. Trong bang nay, z x ¥ 13 phin tit trén dong z vh cot y.
Vidu,bxe=bvacxb=aq.

Bang phép toan hai ngéi tréo {a.b.c}

o 0 o R
2 B Q|o

L T ol w3 B
o oo B

Mat ta,p hop cing véi mdt hodic nhidu phép toan trén né dude gol
la mot cdu tric dai s6. Tap hOp dé dugce goi 1a ¢dp nén clia clu tric.
Dai s6 hién dai nghién citu céc cdu tric dé. Trong cudn sdach nay ching
ta s€ nghién citu mot s6 kidu ciu tric dai sé co ban nhit.

Bang nhitng vi du cu thé ta c6 thé thiy riing c6 thé x4y ra cdc tinh
hubng zy # yz hodc x(y*) # (zy)z trong mot dai sé hai ngéi, nghia

13 mot phép toan dai s6 hai ngdi néi chung khong c6 tinh chit glao
hoan hay két hop.

Nita nhém
Dinh nghia. 1) Dai s6 hai ngéi (S, o) duge goi 1a mot nia nhém néu
phép nhan trén § thod man luat két hop, nghia la
ao{boc)=({acb)oc

vdl moi a,b,c € §.
2) Nita nhém S dugce goi 1a vi nhém néu trong S c6 phan tk e, goi
14 phdn tif don vi, sao cho
coa=ua0é=a
vdi moi ¢ € 5.
Phan tir don vi con duge goi 1a phdn t# trung hod. Troug trudng

hop phép todn duge ky hidu bdi phép cong thi phan it nay ky hiéu
bai 0.
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Vi du

1. Tap hop N cac sé tu nhign cfing v6i phép tosn cong thong thuong
12 mot nira nhém, hon nita 1a mot vi nhém véi phan ti trung hod 1a
s6 0.

2. Tap hop cac anh xa tir tap hop X dén chinh né ciing vai phép
hgp thanh cédc 4nh xa 14 modt vi nhém v6i phan t& don vi 1a dnh xa
déng nhat cla X.

3. Ky higu tap cac ma tran thyc ¢d n x n 1a ‘M, (R). Phép nhan ma
tran 1& mét phép toan c6 tinh chit két hop trén M, (R) nhung khong
giao hoan (tri trudng hop n = 1). Md tran I ma gia tri ¢ vi tri thi
{i,7) cia n6 bang 1 néu ¢ = 5 va bang 0 trong trudng hop ngude lai
12 phén 1t don vi ctia phép nhan.

Déi vai day ay,ay, .. ..an(n > 2) nhitng phan tit ca nita nhém
nhén M ta dinh nghia tich béi n bing quy nap theo n nhu sau

2 n+i wo-
Hﬁ-i = Gy, H = (H-Gz‘) Tyt
i1 i1 i1

Ménh dé 1.1. Déi vdi day m + n phin i ciia nita nhém M ta cé

J=1

Ching 'minh. Ta chitng minh’ dang thiic tren bing quy nap théo n. Véi
" n =1 cong thite ding théo dinh nghla cia tich boi.

Véin > 2, ta gia si cong thic dung cho n — 1. Khi d6 ta ¢6

(1) (11e--) - ( ) K'ﬁamﬂ) o]

m+u =l : it
H ‘ @k ) Quyn = H:u'k-
koot jo |

Bay gid ta xét t6i tinh chat ¢6 don vi cta nita nhém.

L
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Ménh dé 1.2. Trong nia nhém M néu tén tai phin t¢ « sao cho
ua = a véi mot a € M (ta noi u la don vi trdi) va phdn td v sao cho
av = a vét mot a € M (ta néiv la don vi phdi) thi u = v va la phan
ti don v cda M. Noi riéng, phan t¢ don vi cda ntta nhom (néu cé} la
duy nhit.

Chitng minh. Ta c6

u = wuv (do dinh nghia cila u),
v = uv (do dinh nghia cla v).
Béi vy v = v va 1a phin t don vi clia M. 1

Vi nhém xyclic

Trong mot vi nhém bt ky M luy thita ctia phan tit ¢ € M dude
xac dinh bing quy nap theo n € N nhu sau:

Dinh nghia. Vi nhém M duge goi la zyclic néu né chi gdm cac luy
thita ¢* clia phan ti ¢ nao dé. Khi dé ta néi réng vi nhém M duge
sinh bdi c. :
Ménh dé 1.3. Trong vi nhém bét ky a™a” = ™™ déi vdi moi s6 tu
nhién m, n. '

Ching minh. Véi n = 0 16 rang ta c6

a'”a” — (Lmt’ — (Lm

Véi n > 0 ménh dé la trudng hgp riéng ca ménh dé 1.1 O

Dinh nghia. Nita nhém M duge gc_ﬁ 1a giao hodn (hay abel) néu
ab = ba v8i moi a,b e M.

Hién nhién moi vi nhom xyclic déu giao hoan.

Chai ¢ vé ky hidu. D6i v4i nlta nhém giao hodn ta thuong ky hiéu
phép toan bdi diu + (va khi d6 phin tit trung hoa ky hiéu bdéi 0 nhu
da ndi § trén).
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Vi du

1. Vi nhém (N, +) la xyclic véi phan tir trung hod 0 va sinh bdi
phan tir 1. ' '

2. Cho A = {0,1,2,3}. Xét &nh xa ¢ : A — A cho béi bidu dé

Tht cd cac luy thia ¢° = id, @' = @, ¢?, ¢* khac nhau nhung ¢* = ¢. |
Vi vy vi nhom xyclic gdm tht ci cic luy thira cia ¢ duge cho bdi
bang

-0

1w ¢ PP
1 1 ¢ ¢ &
9 e @Yt e
? T
.3 3 T
7 v ¥ ¥ ¥

Nia nhoém con

Dé tim hiéu mdt cdu tric nao d6, ta thudng bit diu bing viéc
khao sét cac cdu tric con cia né. Tap nén clia mt céu tric con la
mot tap con clia tAp nén cha chu tric d6, va cac phép toin trén ca
hai tdp hop & nhu nhau.

Tap con H cia nita nhém (N, o) duge goi 1a déng (hay on dinh)
déi véi phép toan trong N néu véi moi a,b € H ta dducod ab e H.

Néu tap con H dong thi H la nita nhém véi phép toan H x H — H,
thu hep ctia phép toan trong N. Khi d6 ta néi ring phép toan trong
H la cdm sinh bdi phép toan trong N va H la nia nhdm con caa N,

Vi dy tap hop tht cd céc s6 ty nhign N 13 m¥a nhém con cta nita
nhém céng cac s6 nguyén Z.
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Pdéng ciu nia nhém

Hai cau triic dai s6 ¢6 ciing dang nao dé ¢6 thé duge so sanh dya
vao cac anh xa bdo toan ciu trilc, md ta goi la cac ddng chu. Khai
niém dong ciu la mot trong nhitng khai niém cd ban cia dai s6 hién
dai. Ta sé gip né trong moi ciu tric dai sé ma ta xét.

Dinh nghia. Anh xa f : N — N’ tit nita nhém N t6i fita nhém N’
dugc goi 1a dong cédu nia nhém néu

f(ab) = f(a)f(0)

véi moi a,b € N. Dong cdu f dugc goi & don cdu (tudng tng toan
cdu, déng cdu) néu anh xa f 1a don 4nh (tuong tng toan 4nh, song
anh). Trudng hop V' = N thi f duge goi la mot ty dong cdu cia V.

Ménh d& 1.4. Néu f: N — N' la ddng céu nita nhém va N cé don
vi e tht f(e} la don vi cua Imf.

Chitng minh. L&y phan ti bit k¥ y € Imf. Khi d6 tdn tai z € N sao
cho y = f(x). Do e la phin tif don vi clia N nén ta ¢6

yfle) = fla}fle) = flze) = f(z} =y

feyy = fle)f(x) = flex) = f(a}) = y.
Diéu nay ching té f{e) 1a don vi ctia f(V). | O
Chii y. Néu f : N — N’ 1a mot ddng chu ctia cde nita nhém va N ¢o
don vi e thi c6 thé f(e) khong phai 13 don vi cda N'. Chéng han néu
f:N — N la anh xa bién s6 ty nhién bat ky thanh 0 thi f la mot tu

dong cdu clia mta nhém nhan N, nhung f(1) khong phai 1a phan tif
don vi cia N.

Bay gid ta hiy xét clu tric clia mot vi nhém xyclic bat ky € sinh
bdi phan tit ¢. Néu tit ca cac luy thita cla ¢ déu khac nhau thi ta ¢6
Anh xa :

f N =C
n —c?
13 mot ding ciu.
Trong trudng hgp ngude lai, sé ton tai s6 nguyén duong bé nhét



s sa0 cho ¢® = ¢™ dbi véi m ndo d6, m < s. Khi d6 C = {l,¢,....¢"}
va bing quy nap theo j ta cé thé chiing té ring

el = (_,1+j—-kn,

trong d6 n = s —m va k 14 s6 ty nhién bé nhét thod mani+j—kn < s
(dac biét néu i + 7 < s thi £ = 0). Trong trudng hop nay ta néi C la
vi nhém kiéu (m, n).

Mot vi nhém C kiéu {(m,n) c6 thé biéu dién bdi dd thi gdm doan
dau c6 d6 dai m va tiép dé 1a mot vong xich (hay mdt thong long) do
dai n nhu hinh vé dudi day:

o - O - O e O

Meénh dé 1.5. Trong mdi vi nhom zyclic kiéu (m,n). m # 0, c6 ding
mot phin td a # 1 sao cho a® = a. Khi d6 ta goi ¢ la phan t lug
dang.

Chitng minh. Trudc hét ta théy ring néu c la phdn tit sinh cia vi
nhém xyclic C kiéu (m,n) thi

df=cdeon|lkvam<i<m+n,
Bay gid ta chon & 13 s6 duy nhét trong tap hop
{m,m+1,....m+n-—1}

chia hét cho n, va dit i = k ta dugc cick = c*, 0
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Bai tap

- Déi vdt cde bai tap tw 1.1 dén 1.7 hay 26t cdc tinh chdt két hgp, giao
hodn, ¢6 don vi cia phép todn trén dai s6 hai ngdi dé cho.

1.1. (M, (R), +).

1.2, ({1,2,3,6.12}, UCLN).

1.3. ({a+6v2 [abe Q},+).

1.4. ({Etea,beZ‘b=2k+1},+). |

1.5. {z€C|lz|=1},4).

1.6. {zreCllz|=1,-}).

v (o 1) (00 5) (00 B

1.8. Gid thiét ring phép toén hai ngdi * trén tap X co don vi va
théa man dang thic: z « (yx 2) = (z+ 2) » y.

- Chitng minh rdng phép toin * 13 két hop va giao hoén.

1.9, Nhimg phép toan ndo trong s cac phép toan hai ngdi (m,n)
m x n trén tap céc sb nguyén Z sau day 1a két hgp? giao hoan?

m*n=1m—n, m*n =m® +n? mo*n'=2(m+ n).

1.10. Gia st X 1a mot tap hop tuy ¥ Xét anh xa
XX

cho bdi (z,y) — z. Ching minh X 13 mét nita nhém véi phép
todn hai ngdi nay. Nia nhom dé c6 glao hoan hay khong? ¢6
don vi hay khéng?

1.11. Cho cac ddng chu nla nhém o : A — B 0 B — C Chitng
minh réng:
a) Néu [ o« 13 toan cAu thi 3 13 toan céu,
b) Néu o & la dou chu thi « la don céu,
1.12. Cho f : X — Y la mdt déng cAu cha céc nita nhém. Ching
minh réng:

a) Néu A la mot nita nhom con clia X thi 4nh f(A ) 1a nita nhém
con cua Y.

b) Néu B la nita nhém con ctia ¥ thi tao 4nh toan phan f~1(B)
1& nita nhém con cua X.
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1.13. Cho A, B 13 nhitng vi nhém va f : A — B la déng clu nita
nhém. Ching minh rang cac didu sau tuong duong:
a) flea) = ep, trong dé e4, ep lan lugt 13 cac phan ti don vi
cua A, B.
b) Anh f(A) la vi nhém con ctia B.
¢} Tao anh f~!(eg) la vi nhém con cta A.
Ngoai ra, néu f~!(eg) = {ea} thi f c6 1a don cAu hay khong?
1.14. Gi4 sit a va b 12 hai phin ti¥ cia mét nita nhém X sao cho
(ab)* = a?b®. Ching minh ring (ab)* = a™b* vdi-moi s tu
nhién n > 1. Néu ¢ va b la hai phan ti sao cho {ab)? = a?b? thi
c6 suy ra ab = ba hay khong?

2. Nhom

. Dinh nghia. Vi nhém (G, o} dude goi 1a nhém nbu véi mdi phan ti
a € G déu ton tai mot phin t ¢’ € G sao cho
' aod =doca=e.
N6i cach khac, tap hop G cung véi phép toan hai ngbi o duge goi
la mot nhom néu cac didu kién san duge thod man:
(i) Phép toan két hop:
ao(boc)=(aob)oc,
vdi moi a, b, ¢ thude G.
(1) Trong G ¢6 phan tit e (goi 1a don vi) sao cho
eoa=aoe = aq,
vii moi a € G.
(i) D61 v8t mdi a € G tdn tai phdn tit ¢’ € G sao cho
aoad =a'ca=-cec.
Nhém G dugce goi la giao hodn hay abel (14y tén nha toan hoc Niels
Abel) néu ab = ba v6i moi a.b € G.
Bé dé 2.1. Gid st nia nhém G 6 don vi e. Khi do phin td o’ 6 tinh
chit ad’ = d’a = ¢ 1o duy nhét déi vdi méi a € G.
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Chitng minh. Gi4 sit ngoal phan t a’ con ¢6 phin tit ¢” sao cho
aa” = a’a = e. Khi dé :

a" =a"e=d"(ad’) = (a"a)a’ =ea’ = a’. 0

Phan t& duy nhét a’ duge goi 1a nghich ddo ca a vi ky hiéu bdi
e~ t. Bay gid ta c6 thé néi ring mot nhém G 1o mot vi nhém ma moi
phan ti cia né déu c6 nghich ddo (hay moi phan tit déu khd nghich).
Vi du

1. Dai s6 hai ngoi (Z,+) 13 mot nhém véi phan tir don vi 0, va
déng vai trd clia phén tit ¢’ chinh 13 s6 déi —a cia a.

2. Gid st G- 13 tap hgp céc s6 phie {1, —1,3, —i} vA phép nhan cac
phan tif trén G 14 phép nhan céc s6 phic. Thé thi G la mot nhém
abel. That vay, tich hai phan t cta G 13 mét phan t thuse G. Phép
nhan trong G 1a két hop, giac hoan do tinh k&t hop, giao hodn cha
phép nhan cde 86 phite. Phan tit don vi 14 1, cdn nghich déo ctia a 1a
1/a, cy thé '

()" =1t = g () =4

3. Tap hgp S{X) tit cd céc song anh tif tAp hgp X t6i chinh no
lap thanh mét nhém vdi phép todn hai ngoi 1a phép hgp thanh céc
anh xa. Phéan ti don vi ciia S(X) 13 4nh xa ddng nhét idx va dbi vdi
song 4nh f € S(X) thi phan tif nghich ddo f’ & day chinh 1a 4nh xa
nguge cta f. Mdi phin t f € §(X) dugc goi 14 mot phép thé cia X
va S(X) dudc goi 1a nhdm tht cd cdc phép thé cia X, hay nhdm déi
Ting ciia X. .

Bay gi¢ ta xét mot trudng hop riéng ¢6 nhiéu iing dung quan trong,
khi tap hgp X c6 hitu han phan tit. Ta ky hiéu nhém déi xing cia
tap X = {1,2,...,n} 12 S,, va goi 14 nhdm déi zing cia n phan td.

M&i song 4nh tit X lén chinh né duge goi la mét phép thé bac n va
dugce ky higu béi - |

_ i 2 AU £
f‘(f(l) /2 f(n)> )

trong d6 méi phan tit & dong dudi 13 anh cta phan ti tuong tng &
dong trén. M6t cach téng quat, mdi phép thé f 6 thé viét dudi dang

1= (st 18 0 i)
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“trong do6 ¢y, 1g,..., %I, 1A mot hodn vi cua tap X.

Néu f,¢ la hai phép thé thi tich ¢ o f 14 phép thé thu duge bdi
viéc thyc hién lien tiép phép thé f réi t6i phép thé g. (Cing co tac
gid quy udc tich g o f duge thye hién béi g trude réi dén f). Vi du
cho hai phép thié bac 3;

12 3 12 3
f:( 31)‘ :(321)

2
Do’
(ge f)(1}) = g(f(1)) =g(2) =2,
{gofN2) = g(f(2))=4(3) =1,
(go f)3) = g(f(3))=g(1) =3,

L o

r=(312)

Do mébi phan tit clia S, 1a mat hoan vi bac n nén nhém S, c6 cip n!.
. “ 1*'2 3

Phép the f = (‘3 1 2
va duge viét mot cach don gidn 1a (1 3 2). Ta hiéu didu nay nhu sau:
1+ 3,3+ 2,2 1. Phép thé f ciing c6 thé viét theo ky hiéu vong
xich 1a (32 1) hay (21 3).

Mot cach tong quat, néu aq,as, ..., am, 1 < 7 < n, 1a cac phin ti
phan biét cia tap hop {1,2,...,n} thi phép thé f cho béi
f(ul) - aZaf{UQ) = a3a---~f(am-—1) == a?rnf(a'm) = d, va f(-‘) =T
néux ¢ {a,as,...,an}. duge goi la mét vong xich dé dai m, hay mot
rm - xich. Ta ky hiéu vong xich nay bdi {a,as ... ay).

) bién cac phan tit theo mdt vong xich,

Luu ¥ ring gid tri n khong duge thé hién trong ky hiéu clia vong

xich. Vi du,
1 2 3 4
(3 1 4 2)*(1342)

lad- vbhg xich trong S, con
123456
(3 1 425 6)_(1342)
13 4 - vong xich trong Ss. ' |
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4. Nhom doi zing cia hinh chit nhit khong la hinh vudng

Ta danh du céc dinh ctia hinh chit nhat bdi cac s6 1, 2, 3, 4 nhu
¢ hinh vé sau:

Mbi phép dbi ximg clia hinh chit nhat bién cac dinh thanh cac dinh,
va nhu vay 1a mdt hodn vi gita cac dinh. Ta ky hiéu a 1a phép débi
xding qua tryc hoanh, thé thi

a(l) =4,a(2) = 3,a(3) = 2,a(4) = 1,

Tuong ty b 1a phép dbi xiing qua tryc tung. Phép dbi ximg thi ba ¢
la phép quay 180° quanh gbe toa do. Phép dbi ximg cudi cung la phép
déng nhat e. Nhém cac phép déi ximg cta hinh chit nhat duge cho
bdi bang sau;

o e a b c
e e a b C
a a e e b
b b ¢ e a
« ¢ b a e

Nhom nay thudng duge goi la 4 nhém Klein, mang tén nha hinh hoc
ngudi Diic Felix Klein (1849 - 1925). .
Bo dé 2.2. Déi vdi moi phin ¢ a,b ctia nhém G ta c6

(i) (a™) =

(i) (ab)" ! =b"lg 1,

Chitng minh. {i) Do aa™' = e nén a la phan td nghich déo ctia a7 1.
Tir tinh duy nhét cla nghich ddo ta suy ra {(¢™!) ! = a.
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(ii) RO rang ta ¢6

(ab)(b'a™") ' abb Na ' =aa ' =¢
b'aNHab) = b Halab=b"lb=¢

it

nén phan tit 5~ 'a! 13 phan t& nghich do cia ab. O

Hé qua 2.3. Trong nhém G ludt gidn wde luon ludn thuc hién duoc,
nghia ld ax = ay kéo theo x = y va b = yb kéo theo T = y. vdi moi
a.bed. :

Chitng minh. Nhan a~! vio bén trai méi vé cla déng thitc thit nhét
ta dugce

0 az) = a(ay)
= (@ 'a)r = (e la)y=>2=u.
Diéu con lai duge chitng minh tuong tu. : O

Chung ta da ky hiéu ¢*, &k > 1 13 tich clia a vdi chinh né & lan.
Tuong tu, ta ky higu a~* = (@~ 1)*, véi k£ > 1. Sau cing ta viét a° la
don vi. Nhu vay ta da xac dinh af v8i moi & € Z, va ta c6é céc luat
luy thia: . '

aka™m = Q'J'c-i-m1 (ak)m km

=gq
déi val moi @ € G va moi k,m € Z.

Hon nita, néu ab = ba thi (ab)*® = ¢*t*, k € Z. Tuy nhién didu nay
khong ding néu ab # ba. Vi duy, néu

o =1, -
1l oo [PT 1o
trong nhém cac ma tran kha nghich ¢d 2 x 2 thi (ab)® # a2b?.
Sau day 14 nhimg diéu kién tuong dudng vdi dinh nghia ca nhém.
Dinh 1y 2.4. Mot nida nhém G 1 nhém néu va chi néu hai didu kién
sau duge thod méan:

(i) Ton tei phan tié e € G sao cho ea = a vdi moi a € G (e dugc
got L& don vi trdi cia G),

(i) Vot médi z € G ton tai 2’ € G sao cho 2’z = ¢ (' goi la nghich
dao trdi cia x).
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Chitng minh. (=>) Diéu nay la hién nhién.

(<) Gia stt e la mot don vi tral ctia nita nhom G. Ta s€ ching to
e cung la don vi phai cia G va khi dé ¢ 1a don vi cia G theo Ménh
dé 1.2 |

LAy phan t tuy ¥ a € G. Khi d6 theo (ii) ton tai b € G dé ba = e.
Lai theo (ii) ta c6 phin tit c € G dé ¢b = e. Khi do6

ab = eab = {cb)(ab) = c(ba)b =cb =e.

Diéu nay chimg td b cung 1a nghich déo phai ciia a. Khi d6 ta cung ¢é

L

ae = a(ba) = (ab)a = ea = a.

Nhu vay e ciing |3 don vi phai v do d6 1a don vi cilia G. Déng thai
mdi nghich ddo trai ciia phan t tuy ¥ a ciing 14 nghich ddo hai phia.
Vay G la nhém. O

Hé qua 2.5. Nia nhom G la nhdm néu va chi néu cdc phuong trink
ar = b va ya = b ¢6 nghiém trong G vdi moi a,b € G.

Chitng minh. (=) Néu G 14 nhém thi cac phuong trinh lan lugt 6
nghiém la z = a~ b,y = ba™'.

{<=) Lay phén tt a € G. Goi e 13 nghiém clia phuong trinh ya = «.
Ta ching t6 e 12 don vi trai trong G. That vay, néu ¢ 13 phén tit nao dé
clia G thi tdn tai phan t v € G 1a nghiém cha phuong trinh az = ¢.
Khi dé

ec = e(au) = (ea)u = au = c.
Bay gio vdi phan tir bit k¥ @ € G nghiém cda phuong trinh ya = e
chinh 1a nghich dao trii cua a. Theo Dinh 1y 2.4, G & mét nhém. -]

Bai tap

D61 vdi cde bar iz 2.1 dén 2.4 hiy cho biét dau la nhdm, dau la nhom
abel. Hay gidi thich cho két ludn dua ra.
2.1. (M, (R)\ {0},-), trong d6 0 la ma tran khong cd n x n,

2.2. ({e,a}. %), trong déexe=e, vherxa=a*e=a*a = da.
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2.3.
2.4.
2.5.

2.6.

2.7.
2.8.

2.9,

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

60

(R*,~) trong d6 R* =R\ {0} viz ~y lazy néux > 0, 1a z/y
néu r < 0.

(Z,*), trong d6 m *n la m +n néu m chln, valam —n néum
1é.

Chitng minh réng Z; = Zg \ {0} khong 12 nhém déi vdi phép
nhdn 7.3 = 73.

Cho G la tap tat ca cac cac cgp sb thuc (a,b), trong dé a # 0.
Trén 7 xéc dinh phép todan hai ngéi cho bdi céng thie

{a,b)* (c,d) - (ac,be + d).

Chitng t6 ring khi d6 G 14 mét nhém.
Chitng minh ring trong nhém G

1 1

(a1ag...a,) ' =a; ' . .a;'a]?

ay; .
Ching minh réng trong nhém G, (a~'ba)* = a~16*a dbi véi méi
s6 nguyen k. '
Chimg minh ring néu a* = ¢ véi moi phan tif a cla nhém G thi
(; la nhém abel. ,
Néu a khong 1a don vi ciia nhém vA a*b = ba®, hiy chitng minh
ab +# ba.

Cho G la nita nhém. Véi méi a € G ky hidu

oG = {azr|ze G} (1)
Ga = {za]ze€G}. (2)

Chiing minh ring G 13 nhém khi va chi khi véi mdi ¢ thi aG. =
Ga =G,

Chitng minh réing G la mot nhém abel khi va chi khi G thoa
man cac diéu kién sau:

(1) (ab)e = a(ch),

(1) Ton tai e € G sao cho ea = a vdi moi ¢ € G,

(ili) V6i mdi a € G tdn tai o' € G dé a’a = e.

Chitng minh ring mét nia nhém hitu han X 13 nhém néu va
chi néu luat gidn ude thyc hién duge déi véi moi phan tif cia
no.



3. Nhoém con

Ta théy ring c¢6 nhing tap con ndo dé ctia moét nhém cing la
nhém véi chinh phép toan nay. Nhém nhu vay duge goi 13 nhém con
cia nhém da cho. Vi du (R, +) 12 mot nhém con ctia nhém (C, +).
Bay gi¢ ta sé dua ra dinh nghia chinh xac cla khai niém nhém con
theo ngdn ngit.cia phép toan dai s6. )

Ta nhéc lai ring tap con khéc réng H clia nta nhém nhan G duge
goi 1a ddng (hay on dink) néu a,b € H = abe H, va khi d6 H 1a nita
nhém con cla G véi phép toan cdm sinh bdi phép toan trong C.
Dinh nghia. Tap con déng H cla nhém nhan G duge goi 1a nhdm
con cua G néu né 1a mét nhém ddi véi phép toan cam sinh béi phép
nhén trong G.

Vidu

1. D&i v6i mbi nhém G, ban than G va tap E = {¢} 1a nhitug nhém
con, chiing duge goi 1a nhitng nhém con tdm thuong cia G.

Chit y réng, dé don gian, ngudi ta thudng k¥ hieu E = {e} béi ¢
ma khong $¢ ¢6 sy nham 1an nao.

2. Trong nhém (Z, +) tap nZ = {z | z = nae.a € Z} 1 mét nhém
con véi moéi n € N.

Bay gig ta cho mét dic trung ciia nhom con.

Dinh ly 3.1. Tap con H cia nhom G la nhom con khi va chi khi cdc
diéu kién squ dudc thod man:

(1) néua.bc H thiabe H,

(ii) e € H,

(iii) nfua € H thia' € H.

Chitng minh. (<) Diéu kién (i) ching t6 H 13 tap déng d6i véi phép
uhan trong G va do d6 phép nhan cam sinh trong H 1a két hop. Cac
diéu kién (i1} va (iii) ching t& H la mot nhom, va do dé H 1a nhém
“con cua G.
(=) Gia st nthém con H c6 don vi ey. Khi d6 €4 = ey = eey.
Thuye hign luat gian udc trong G ta cé ey = e.
Bay git gia st a € H c6 nghich dao trong G va nghich déo trong
Hlan lugt 1a o', c. Khidé aa~! = e = ac.
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Thuye hién luat gian ude trong G ta c6 a~t = c. Cubi cling, do H
la nhém con nén né la tap con déng va do dé c6 (i). 3

Ménh dé 3.2. Néu H la mot tap con hitu han khdc réng cia nhom
G va ab € H vdi moia,bc H, thi H lad nhém con cia G.

Chitng minh. Ching ta ching t6 réng phan tir don vi e thudse H, va
déi v6i mbi @ € H, nghich ddo ciia né cang thuoc H. Do H 1a tap con
déng nén moi phan tit a,a?,a?,... thuéc vao H. Nhung do H 1a tap
hitu han nén nhitg phan tit nay khéng that sy phan biét, béi vay phai
e6 ¢ = @’ d6i vdi 1 < i < j nao dé. Gidn ude hai vé cho @ ta duge
e =a"" didu ndy ching td e € H. Bay gid tac6 o™} = o/ ! € H,
doj—i—1>0 O

Heé qua 3.3. Gia su H la tdp con khdc réng cha nhém G. Khi dé cdc
diéu kién sau la tuong duong: .
- {i) H la nhém con cia G.
(ii) Néva,be H thia™' € H viabe H.
(iii) Néu a, b€ H thiab ! € H.

Chatreg minh. (1) = (ii) do Dinh iy 3.1.
(1) = (ii)) Néua,be Hthib'c Hvadodéab ! € H.
(11i) = (i) LAy phan ti bt k¥ a € H. Khi d6 theo (¢) e = aa~' € H.

Lai heo (c) véie,a € Htacéa ' =ea ! € H. Cubicung, véia, be H
ta c6 b~! € H va do dé theo (c)

ab=a(b"")7 ! € A
Vay H 1& nhém con cha G theo Dinh 1y 3.1, 0

He qua 3.4. Trong nhém C tap hop tdt cd cde lug thua a*(n € Z)
cia phan t a lgp thank met nhém con, dude goi 1 nhom zyclic sink
bdi a.
Dinh nghia. 1) Phin tt a clia nhém G goi 1a ¢6 cdp vé han uéu khong
ton tai sd nguyén duong n nao sao cho ¢ = e. Phan tit a dude goi 1a
6 cap hiru han m néu m 1a sb nguyén duong bé nhit sao cho a™ =
2) Luc lugng cha nhom G, ky higu bdi | G |, duge goi 1a edp cia
nhém. G duge goi 1a nhém hitu han néu | G | 1a hitu han, va dude goi
13 nhém v6 han néu | G | 14 v6 han.
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Vidu

1. Nhém {1, 1,7, —4} 1a nhém xyelic cAp 4 sinh béi .

2. 4-Nhom Klein K néi trong vi du & muc 2 khéng 13 xyelic. That
vily, cac phan tlt khéc don vi clia né déu c6 ¢ip 2. Nghia 14 K khéng
c6 phén tit cap 4, nén khéng la xyclic. |

3. Nhém céc phép quay cha mot da giac déu n dinh trong mat
phing 1a nhém xyclic cip n, sinh bdi phép quay géc 27/n radian.
Nhém nay ky hiéu boi C,. _

B& d& 3.5. Cho G la nhom vdi phén tid don vie vaa € G la phén ti
6 chp n. Khi dé a* = e khi va chi bhi k chia hét cho n.

Ching manh. Diéu kién d{ 13 hién nhién. Bay gi¢ ta ching minh diéu
kién can. Gia sit & 14 s6 nguyén sao cho a* = e. Theo dinh 1y v& phép
chia véi du trong Z ta c6

k=ng+r,0<r<n.

Do a" = e nén tif ding thic trén suy ra a* = a”, va do dé o” = e.
Néu r % 0 thl didu nay trai véi tinh bé nhét clia n. B&i vy phai ¢6
r =0, va ta ¢6 diéu phai chimg minh. ' 0

Tap hop sinh

Bé dé 3.6. Giao ctia mot ho khic réng nhing nhém con cia nhém G
la mot nhom con ¢ua G.

Chti‘ng minh. Gid sit {G; | i € I},] # @ 1a mot ho nhém con cla G
va G = ﬂG

V‘leeG v0i moii € I nén e € G, dodoGaéE Gid st a,be G,
Khi dé a,b € G;.Vi € I. Do G; 1a nhém con cha G nén ab™! € Gy, v6i

moi ¢ € I. T d6 ab™' € G. Diéu nay chimg t6 & 1a nhoém con cla
nhém G. ]

- D& thay giao H clia tat ca céc nhém con cia nhém G chia tap U
13 nhém con bé nhét chita U. Tit dé ta ¢6 khai niém sau.
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Dinh nghia. Cho U 1a mdt tap hop con cua nhém G. Khi dé, nhém
con bé nhat H chita U duge goi 1a nhdém con sinh bdi tap U, con U
duge goi la tdp sinh hay tdp cdc phan td sinh cla H. Trudng hop
H = G ta néi ring G sinh bdi U. '

R6 rang nhém con H 13 xyclic khi n6 duge sinh béi tap gdm mot
phan tu,

Ménh dé 3.7. Nhém con cia mot nhém zyclic la ayclic.

Chitng minh. Gia st G 1a nhém xyclic sinh bdi phan tir g va H 1a
mot nhém con cha né, Néu H = {e} thi H# l1a nhém xyclic sinh bdi e.
Trong trudng hgp H # {e}, goi s 1a s6 nguyén duong bé nhit sao cho
g’ e H.

Hién nhién, ¢g%° = (¢°)¢ € H v6i moi ¢ € Z. Bay gid ta chiug
td ring moi phan tif thude H déu i3 luy thita cia ¢°. Gia st ¢* €
H. Theo dinh 1y v& phép chia v6i du trong vanh sd nguyén Z ta cé
k=sq+r0<r<s Tiudo,

r=k—sq9 =g¢*(g") " € H.

- Néu r # 0 thi didu nay trai véi tinh bé nhit clia s. Vay r = 0 va do
dé ¢* = (¢*)7. Béi vay H 1a nhém xyclic sinh bdi phan ti g°. O

Hé qua 3.8. Moi nhém con cia nhém (Z.+) déu c6 dang A = mZ
vdr m € Z.

Chitng minh. Néunhém con A = 0thi A = 0Z. Néu A # 0 theo chiing
minh clla ménh dé trén A la nhém xyclic sinh bdi phan tir m.1 = mn.
Khido6 A = mZ, _ g

Vi du. Nhém cdc phép tu tring D, cia da gide déu trong khong gian.
Ta xét nhom tat ca cac phép doi hinh trong khong gian ba chidu bién
mét da gide déu n dinh thanh chinh né. Ngoai n phép quay trong mit
phéng né con cé n phép lit da giac trong khong gian quanh truc déi
xitng (c6 n tryc d6i xung). Goi g la phép quay géc 24 /n radian va h
la mot phép lat, thé thi A 1d moét phan tt cdp 2 vd nhém D, sinh béi
hai phan tir g, h

D, = {e,g,yg, o gv L hg kgt ,hg""'l}
Chu ¥ rang néu n > 3 thi gh # hg nén D, khong la nhém giao hodn

va do dé khong 1a xyclic.
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Bai tap

3.1. Chimg minh ring:
a) Cép clia phan tit ¢! chinh la cdp clia g.
b} Cap cla phan t& ab chinh la cip cila ba.
3.2. V& s0 dd cac nhém con ¢tia nhém C.
3.3. V& 50 db cac nhém con ciia nhém S;.
3.4. Trong nhém céc phép thé S, chitng minh rang céc phép thé:
e, a=(12)(34), b= (13)(24), ¢ = (14)(23)
1ap thanh mdt nhém con cia Ss4. Nhém con d6 ¢6 giao hoan hay
khong? '
3.5. 56 phén 11 sinh ctia nhém xyelic C,, 1a bao nhieu?
-3.6. Tim csc nhém con cap 3 clia nhém S;.

-3.7. Lap bang nhan va tim cip clia modi phan tit cda nhém
({1, &4, 5, £k}, ),

‘trong dé

==k = L= k= i gk =i = —kj ki = j = ik,
Nhém nay duge goi 1a nhém quatecnion @), chp 8.

3.8. Xay dung bang cho nhém sinh bai g va h, trong dé ¢ va h thod
man cic he thite g% = h? = ¢ va gh = pg2,

3.9. Gid sit H 13 mot nhém con cta nhém G, va g 1 mét phan ti
bat ky thuoc G. Chimg minh ring tap hop

gHg™ = {ghg™" | h € H}

la mot nhém con cia G. Nhém con nay duge goi la nhém con
lién hop cha H béi g.

3.10. Chitng minh ring néu nhém G ¢6 cip 4 thi hose G la nhém
xyclic hodc moi phan tit khac don vi clia G ¢6 chp 2.

3.11. Chitng minh ring tap con khac rong H cla nhém hitu han G 1
nhém con néu va chi néu né déng déi veéi phép toan trong G.
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3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.
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Chitng minh céc phét biéu sau 13 tuong duong:
a) Nhém G c6 nhidu hon mot phan tit va khéng ¢6 nhém con

- thuc su.

b) G 1a nhém xyclic cip nguyén td.

Cho A la mot nhém xyclic cip n va d 1a mét ude cla n. Chiing
minh ring A c6 ding mdt nhém con cp d v nhém con nay 12
xyclic.

Chitng minh ring moi nhém xyclic vo han déu c6 dung hai phan
t1 sinh.

Cac s6 nguyén Gauss 13 cac phan tit thudce tap hop

[']:{a-l-z'b[abeZ}‘

Nhém (Z[i], +) c6 1 xychc khong?

Chu’ng minh ring trong nhém nhéan abel A, tap hop tht cé cac
phan tif @ € A c6 tinh chit ¢® = e vdi sb6 nguyén duong n da
cho lap thanh mot nhém con cia A. Diéu nay con dung khong
déi v8i nhém khéng abel?

Ching minh ring hai nhém con khéc khong bat ky cta nhom
(Q, +) c6 giao khic khong. '

Cho A 13 modt nhém con cta nhém X va a € X. Ching minh
riing tap hop a4 = {az | * € A} 12 mot nhoém con cia X khi
va chi khi ¢ € A.

Gia sit X 1a mot nhém xyclic cAp n sinh bdi phan tg a. X6t
phin ti b = ¢* € X. Chimg minh:

a) Cép clia b biing -g. véi d 12 uée chung 16n nhat cia n va k.
b) b la phan ti sinh ctia X khi va chi khi » va k nguyén t6 cing
nhau (tir d6 suy ra sb phan ti¥ sinh clia X).

Chng minh ring nhom ¢6 cdp 1a 6 chdn c6 it nhAt mot phan
tit cép 2.



4. Nhém con chuan tic - nhém thuong

Lép ghép

Dinh nghia. Cho H la mét nhém con cia nhém G. Khi dé tap hop
9 = {ga|a e H}, véi g C G duge goi ta ldp ghép trdi cia nhoém G
- theo nhém con H. Dinh nghia tuong tu cho ldp ghép phdi Hg.

Bé dé 4.1. Cho H li nhém con cda nhém G vaa,b € G. Khi do
aH =bH & a'beH,
Ha=Hb & ableH,
Ching minh. Gid st aHH = bH. Khi d6 tdn tai u,v € H sao cho
au = bv. Suy ra a 'b=uv! e H.
Nguge lai, gid st a b€ H. Lay z € aH x = au, v6i u € H. Theo
gia thiét o ’bhce HTudéba=be!v
r=au=(bc u = b(c_lu) = b,
vOi v =c 'u € H Nghiala G bH. Vay o H C bH.
Hoan toan tuong tu ta c6 bH C aH, va do dé aH = bH.
Phép tuong duong thi hai duge suy ra tuong ty. 0

B dé néi trén cho phép chiing ta trinh bay khai niém 16p ghép
bing ngdn ngi quan hé tuong duong. Trén G ta xéc dinh mét quan
hé hai ngdi ~ nhu sau:

a~bmod Ho a 'be H.

C6 thé thit lai rhng quan hé ~ ﬁay ta mot quan hé tuong duong trén
G; do dé u6 cho mot phdn hoach nhém G theo cde 1ép khoéng giao nhau
va moi lop nhu vay la mot 10p ghép tras theo H.

That vay, véi mdi a € G thi a~la € H nén quan hé cé tinh chét
phén xa. Néua ~ bmod H thie b e H, tir dé b-la = (a”'b) ! € H,
- nghia 13 b ~ ¢ mod H. Do d6 quan hé da cho c¢6 tinh déi xing,

Néu a ~bmod H v b~ cmod H thi a='b,b"1c € H, khi dé

ale=(aB)(b'e)e Hvaa ~ ¢ mod H,
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-

vi viay quan hé ¢6 tinh bac cau, va do do 1a mét quan hé tuong duong.
Lép tuong duong chita phan ti a 1a

{9€Glg~amod H} ={geG|a'ge H}
= {9€G|lg=ah he H} =aH.

Tuong ty, quan+hé hai ngdi a ~ b < ab™! € H 1a mdt quan hé tuong
duong trén G ma mdi ldp tuong duong 1a mot 16p ghép phai theo H.

Vi du sau sé chi ra 18p ghép trai cia mot phan t¥ khéng nhét thiét
trung véi 1dp ghép phai. '
Vidu. Tim céic 16p ghép trai va ldp ghép phai cha méi nhém H = Ay
va K = {(1),(12)} trong S;.

Trudc hét ta tinh cac 1dp ghép phai cia H = Az theo bang sau

Cac 16p ghép phai ' Céc 16p ghép tréi
H = {(1). (123), (132)} H = {(1). (123), (132)}
H(12) = {(12), (13). (23})} (I2)H = {(12). (23). (13)}

Trong trucng hop nay, cic 16p gh'é'p tral va cac l6p ghép phéi cua H
la nhu nhau. .

Tuy nhién, cic 18p ghép trai va ghép phai ciia K khong trung nhau
hoan toan.

Céac 16p ghép phai Céac 16p ghép trai
K = {(1}, (12)} | K = {(1), (12)}
K(13) = {(13), (132}} (13) K = {(13), {123)}
K(23) = {(23). (123)) (23K = {(23). (132)}
Nhéan xét |

1. Ta c6 thé thiy ring tuong tng gH «—— Hg ' 1a mot song anh .
gitta tap cac ldp ghép trai va tap cac 16p ghép phai clia nhém G theo
nhém con H, do doé hai 18p ghép nay 1a cung luc lugng.

2. Nhém con H va lop ghép gH c6 cung luc lugng do tudng tmg
h «— gh la song anh. _

That vy, x6t tuong ting ¢ : H — aH cho bdi p(h) = ah. Ro rang
© la mot toan anh. Gia st w(h,) = w(hs), nghia la ah; = ahs. Nhan
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a~! vao bén trai mdi vé ta dugc hy = hy. Diéu nay néi len w 1a mot

don 4nh, va do dé 1a mot song anh.

Dinh nghia. S8 cac 16p ghép trai ctia G theo nhém con H duge goi
la chi s6 cia H trong G va ky hiéu bai G : Hj.

Dinh ly 4.2. (Dinh 1y Lagrange). Néu G & mot nhom hitu han va
H la nhém con cia G thi cép cia H chia hét cdp cia G.

Chiig minh. Gié st cAp cla nhém con H va ciia nhém & lan Tuot 1a
m va n. Néu G duge phan hoach thanh p 16p ghép trai theo H thi
theo nhan xét trén ta c6 n = p.m. B vay | H | chiahét | G |. J

He ﬁué 4.3. Cép clia mot phan it tuy ¥ cua nhom hitu han G chia
hét cdp cia G.

Chitng minh. Gidsit H = {a" | r Z} la nhém con xyclic sinh boi
 phantita € G. Cip cha nhém H bang cAp ctia phan tit a. Do dé theo
dinh 1y Lagrange ta c6 cAp cfia @ chia hét cip ctia nhém G. O

Heé qua 4.4. Néu a o mot phin t cia nhém hiy han G thi !¢l = ¢,

Chimg minh. Néu m 1 cip ciia a thi | G |=mk vdi s6 ty nhién & nao
do. Bdi vy all = g™k = (qm)k — ok = ¢ ]

Hé qua 4.5. Moi nhém cép nguyén t6p la zyclic.

Chitng mink. Gid st G 12 nhém cap nguyen t6 p, goi a la phan ti tuy
¥ khéc don vi clia G. Khi d6 nhém con xylic A sinh bdiacéchpn > 1
va n la u6c cla cAp p cha G. Do p la sb nguyén t6 nén n = p, nghia
1a A=¢G. : ' B

Ménh dé dao cla dinh 1y Lagrange néi chung khong ding, nghia la
néu m 1a mét ude cia chp cla nhém G thi khong nhét thiét trong G
¢6 nhém con cap m. Trong muc sau nay ta sé chitng minh 4, 13 mot
nhém cap 12 nhung né khéng 6 nhém con cip 6. .

'Dinh Iy Lagrange 6 thé mg rong cho trudng hop cac nhém xyclic
hitu han. B3 dé sau day la cin thiét.
B dé& 4.6. Cho g la mst phin td cdp n trong mét nhém va m > 1.

(i) Néu (n,m) = d thi g™ ¢6 cép n/d.

(i) Dac bigt néum chia hétn thi g™ c6 cép n/m.
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Ching munh. (i) Trude hét ta co

(gm)n,#d — (gn)m;’d — emg‘d = e.

Gia sit ¢* = e, ta phai chi ra n/d chia hét k. Ta ¢6 g™t =e, vivay n
chia hiét m/k. Do d6, n/d chia hét (m/d)k. Nhung n/d va m/d nguyén
t& ciing nhau, vi vay n/d chia hét k.

(ii) Néu m chia hét n, thi (n,m) = m, vi vay tit (x) suy ra (ii). [

Ménh dé 4.7. Néu G la mot nhom zyclic cbp n, vi k chia hét n thi
G ¢6 diing mét nhém con H cép k. Hon nia, néu g sinh ra G, tht H
duge sinh bdi g/,

Chitng minh. Gia st G sinh boi phén tit g. Goi  la nhém con sinh
bai g™*. Khi do6, | H |= & bdi vi g™'* cé chp k. Bay gio cho K 1a mot
nhém con bit ki cta G, co chp k, va gia sit K duge sinh bdi g™ cb
chp k. Néu d = (m,n), thi g™ co chp n/d theo bd dé vira néu trén.
Do do6, k = n/d hay d = n/k. Ta bidu didn sb nguyén d dudi dang
d = zm+yn,z,y € Z. Khi do,

gn,"k — gd — (gm):c(gn)y — (gm):;: e K.

Vi g"/* sinh ra H, nén H C K. Tidodo | H|=| K|nén H=K. 0

Nhém con chuan tac

DPinh nghia, Nhom con H cta nhom G duge goi 1a nhém con chudn
téc néu gH = Hg v6i moi g € G. Khi d6 ta ciing ndi ring H 13 nhém
con chuadn téc trong G..

Khai niém nhém con chudn téc co mot sb dic trung cd ban sau.

Dinh 1y 4.8. Cho H la nhém con cia nhom (. Khi d6 cde difu sau
la tuong duony:

(i) H la chuin téc trong G.
(ii) gHg ' = H vdi moi g € G, trong d6 gHg™ ' = {ghg™' | h €
H} '

(iii) gag™* € H vdiVg € G,Ya € H.
Phén tet gag™" duoc goi lo lien hop cie a bdi g.
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Chitng minh. (i) = (ii) Néu H 14 nhém con chuin téc trong G thi
gH = Hg v6i moi g € G. BSi vy néu h 1a phan tir thuoe H thi
ton tai h' € H sao cho gh = h'g. Suy 1a ghg™' = h' € H, nghia la
gHg ' C H.

Didu nay dang cho moi ¢ € G nén ta c6
H = (997")H(g97") = g(¢"'Hg)g™" C gHg™ ' C H.

Tir d6 suy ra b).

(ii) = (iii). Hién nhién.

(iif) = (i). Vdi @ € H tU gid thibt suy ra gag~! = o’ € H. Do d6
ga = a'g. Diéu nay ching t6 gH C Hg. Tuong tw, g"tag = a” € H
néu ag = ga”, va do d6 Hg C ¢H.

Vay gH = Hg. vi H 1a chudn tic trong G. O

Vi du
- 1. Trong moi nhém G, bén than nhém G va nhém con don vj ¢ 1a
nhitng nhém con chuan tic. Nhém G # {e} va khong ¢6 nhém con
chuan tic nao ngoai G va e duge goi 1a nhdm don. C6 thé thiy moi
nhém xyclic ¢Ap nguyén té déu la nhém don.

2. Trong nh6ém giao hoan A moi nhém con déu la nhém con chuin |
tac.

3. Moi nhém con ¢6 chi s6 2 trong mot nhém G dédu I nhém con
chudn tic.

Ching mirh. Gia sit H 1a nhém con c6 chi s6 2 trong G. Khi dé trong
G chi ¢6 hai 16p ghép trai theo H. Mot trong hai 16p nay 1a H va 16p
khac la gH, véi ¢ 13 phan tit khéng thude vao H. Bay gis ta chitng té
rang ghg~' ¢ H, véimoi g€ G,h € H.

Néu g € H thi didu nay 13 hién nhién. Bay gi%s gid st g ¢ H, vagia
su rang ghg™' ¢ H. Thé thi phan tit ghg~' phai thude vao 16p ghép
gH,vadodétacé ghg™! = gh,. hy € H Tt dé g =hh' € H vadiédu
nay trai véi gia thiét g € H. Bdivay ghg™' € H, véimoi g € G.h € H,
vi do d6 H 1a nhém con chuin tic cia G. _

Ta cting c6 thé 1ap ludn mét cach don gian nhu sau. Trong G ¢6 sy
phan 16p theo 16p ghép trai {H, gH } va su phan 16p theo 16p ghép phai
{H,Hg} v6i g 1a mot phén t khong thude vao H. Tit do gH = Hg
va boi vy H 13 nhém con chudn téc cla G. O
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Nhoém thuong

(Gia st H 14 nhém con cia nhém &. Khi dé trong G ¢6 sy chia 16p
tucng duong theo cac 16p ghép trai cua H, va ta cb tap

G/H ={gH | ge G},

duge goi 1a tdp thuong cha nhém G theo H.

Bay gis ching ta sé x4c dinh phép todn hai ngdi trén G/H, cdm.
sinh bdi phép toan trong G, va chitng té rdng G/H cung vdi phép
toan nay la mot nhém. .

BS dé 4.9. Néu H la nhém con chudn tdc trong nhém G thi tuong

(G/H) x (G/H) — G/H
" (aH.bH) — (ab)H

fd mot anh za. Hon nia, tip thuong G/H la mot nhom vdi phép todn
(aH}bH) = (ab)H. '

Chitng minh. Gid st H 13 nhém con chudn tic trong G va gid s
aH = cH bH = yH. Ta can ching minh (ab)H = (zy)H. Tit gia thiét
suy ra x = au,y = bv, véi u,v € H, Khi dé:

xy = (au)(bv) = ab(b tub)v = (al-?)h1

v6i h = (b~ 'ub)v. Do H 1a nhém con chuén téc, va b~ 'ub la phin tir
lien hop cila u € H nén b~ 'ub € H. Tit dé h € H. Diéu nay chimg to
(zy)H = (ab)H. Bdi vay tuong Ung da cho la mat anh xa.

Theo dinh nghia clia phép todn hai ngdi, anh xa vita ching minh
xac dinh mot phép todn hai ngdi cdm sinh trén tip thuong G/H, cho
béi quy tic (zH)(yH) = ryH. Luat két hgp chia phép toan cam sinh
suy ra tit luat két hgp cla phép todn trong G. Sau dé c6 thé kiém tra
mot cach dé dang riing G/H c6 phan ti don vi la eH = H va gH ¢6
nghich ddo 1a g ' H. ]

Dinh nghia. Nhém G/ H néi trong Bb d& 4.9 dudc goi 1& nhom thuong
caa G theo H.
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Nhén xét. Ban doc c6 thé ty kiém tra ring quy téc (aH)(bH) =
(ab)H la mot phép toan trén tap thuong G/H chi khi H 1a nhém con
chudn tc trong G.

Vidu

Xét nhém (Z, +) va nhém con A = nZ. Ky hidu 1dp ghép 2+ A bdi T
taco Z/A = {T | x € Z} 13 nhém thuong vdi phép todn T+7 = 7 1 4.
TU nay ta s& ky hiéu nhém thuong Z/nZ bdi Z,, va goi la nhém
cac Idp dong du theo modun n.
Mq—mh dé 4.10. Néu G la nhém abel hiru han va $6 nguyén té p chia

_ hét cap cia nhom G thi G chia phan tZ cdp p va do dd chita nhém
con cap p. : ,

Chitng minh, Ching ta sé chitng minh két qua nay bing quy nap theo
chp ciia G. Gia stt | G |= pk, k > 1. Trudc hét, véi k = 1 thi theo He
qua 4.4. G la nhém xyclic, vd ménh dé 13 hién nhién dang.

Bay giv gia sit | G |= pk. k > 1. Ta chon mét phén tit bit ki khac
don vi g € G. Gia st g ¢6 clp r, thé thi co thé xay ra cac truong hop
sau:

Trudng hgp 1. Néu p la udc cta 7,7 = pm, thi phan tit g™ c6 cip
pdo g™ # e,p 1a 86 nguyén t6 va (gM)P = g" = e.

Trudng hop 2. Xét trudng hgp con lai, p khéng 1a udc cia r. Goi
H 1a nhém con xyclic sinh béi g. Do G 13 nhém abel nén A ta nhém

|G|

con chuén téc, va nhém thuong G/H ¢6 chp = . Ré rang chp nay
T

chia hét cho p, nén theo gia thiét quy ngp nhém thuong G/H c6
phén tit cip p, chdng han aH. Néu n 1a chp cla a trong nhém G thi
(aH)" = a™H = H. Tit d6 suy ra n la bdi cia p v ta quay vé trudng
hop 1. Nhu vy ménh dé da cho dang véi £.

Bay gig theo nguyén 1y quy nap ta 6 didu phéi chitng minh. [

Bai tap

4.1. Trén mét nhém G cho quan hé C béi aCb néu va chi néu ab = ba.
D6 ¢6 phai la quan hé tuong duong hay khéng? Néu dé la quan
hé tudng duong, hay mod ta cac 16p tuwong dudng cia né.
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4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.
4.10.

4.11.
4.12.
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Néu H 13 nhém con duy nhét véi cip cho trude ciia nhéom G,
chitng minh ring H 1a chuin tic.

Néu H 13 mdt nhém con cta nhém G. Chitng minh ring c6
tuong ing 1-1 giita tap cac 16p ghép trai cha H trong G va tap
cac 16p ghép phai cia H trong G.

Tim céc 10p ghép trai va ldp ghép phai cia

H = {(1).(12),(34), (12} 0 (34)}

trong S;.

Nhém con xyclic {(1),(123),(132)} ¢6 1a chudn tdc trong S,
khéng? )

Nhém con

{(1). (1234), (13) 0 (24}, (1432), (13), (24), (14) 0 (23), (12) o (34)}

cé la chuan téc trong S, khong?

Tim tat ca cic nhém con va nhém con chudn téc cia nhém céc
phép thé Sy,

Gia sit S 1a mot tap con chia nhém ¢. Ching minh ring tap
con C(S) = {g € G| ¢5 = sy9.Vs € 5} la mot nhém con cua G,
Nhém con C(S) duge goi 1a cdi tdm hod cla S; trudng hop dic
bigt C(G) goi 1a tam cha G. Chimg minh réng C(G) 1a nhém
con chudn tic cia G.

Tim tadm cua cic nhém D3, Dy.

V6i hal phén tit a,b cta nhém G ta goi aba™'b7! 1a giao hodn
ti cta a va b. Chitng minh ring:

a) Nhom con GG’ sinh bdi moi giao hoan ti cua G 1a mét nhém
con chuan téc cia G {nhém con nay duge goi la nhém con giao
hodn ti cha G).

b) Nhém thuong G/G’ la nhém abet. :

¢) Néu A 13 nhém con chuédn tic trong G thi nhém thuong G/A
14 abel khi va chi khi G’ C A.

Tim nhém con giao hoan tit clia nhém cac phép thé S;.

Cho G 13 mdt nhém con chp n, va (n,m) = 1. Chitng minh ring
moi phan tit kA clia G ¢6 mot cin bac m; nghia 1a h = ¢™ véi
mdt g € G nao dé. '



4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

Chitng minh réng mei nhém cép p™, trong dé p 1a s6 nguyén t6,
dé&u chita mét nhém con cp p.

Chitng minh ring:

a) Néu M 1a mot nhém con caa nhém G, N 1a nhém con chuan-
tdc cha G thi tap hop

MN={zylze M,y N}

14 mét nhém con cua G.

b} Néu M ciing 14 nhém con chuan tée cia G thi M N la nhém
con chuan tic cua G.

Cho S la mdt tap con cua nhém G va

Ns={geG|gSg' =S}

a) Chitng t6 ring Ng la nhém con cua G (Ng duge goi 1a cd:
chudn hod ciia S). '

b) Néu K la mot nhom con cia G va H 13 mot nhém con chuén
tdc cia K thi K C Ny. '

c) Néu K la mot nhéom con cia Ny thi

KH={abla€ K,be H}

1A mot nhém va H 1a nhém con chudn téc cia KH.

d) Céi chudn hod Ny cta nhém con H 1a nhém con 16n nhéit
ctia nhém G nhan H lam nhém con chuan tc cla no.

Cho tap hop A = {(z,3) € R%,z # 0} vdi R 1a tap céc sb thuc.
Trén A xac dinh mot phép toan hai ngoi o nhu sau:

(2.9) © (w,0) = (zu,yu+v).

Chimg minh ring tap hop H = {(1,y) | ¥ € R} ]a mét nhém
con chuan tic trong A.

Nhém con chudn tic H duge goi 1a nhém con chudn tdc toi dai
ctia nhém G néu H # G vh véi moi nhém con chuan téc K cla
G,K D H,K # H thi K = G. Chimg minh ring H }a nhém
con chudn téc téi dai ctia G khi va chi khi nhém thuong G/H
12 mdt nhém don.

Goi C* la nhém cac sb phite khée khong véi phép nhan va W la
nhém nhan céc s6 phitc theo modun don vi. Mo ta C*/W.
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4.19. Nhém G duge goi 1a méta’ Abel néu né cé moét nhém con chuan
tdc K sao cho ca K va G/K déu giao hoén.
{(a) Chimg minh ring moi nhém con va nhém thuong ciia mot
nhém méta Abel 13 méta Abel.
(b) Chitng minh ring G la méta Abel ndu va chi néu nhém giao
hoan ti G’ 13 giao hoan,

4.20. Nhéc lai réing tam Z(G) cta mét nhém G duge dinh nghia bdi

Z(G)={29 =gz | véi moi g € G}.

Cho K C Z(G) 1& mot nhém con.
(a) Ching minh rang K 1 chudn téc trong G. .
(b) Néu G/K la xyclic, chitng minh ring G la giao hoén.

5. Déng ciu nhém

Mot trong nhing két qua cd ban ciia ly thuydt nhém la dinh ly
dong cdu nhém. N6 mé6 té méi quan he sau sic giita nhimg ddng ciu
v@i céc nhém con chudn téc va cae nhém thuong. Nhitng két qua tuong
tu cling duge phat biéu cho cac vanh, céc khéng gian vectd, ciing nhu
cho phén lén céc hé dai s6 khée.

Dinh nghia. Anh xa f: G — H ti nhém G dén nhém H dugce goi
la dong cdu nhém (hay mot cach ngin gon Ia dong cdu) néu:

flab) = f(a)f(b) véi moi abe G,
B6d85.1. Néuf:GC— H la mot dong cdu nhom thi:
(i) fleg) = ey. vdi eg, ey ldn hegt la cde phin ¢ don vi ciia G, H.
(1) fle™t) ={f(a)]™!, vdi moic € G,
Ching minh. (i) Trude hét, thay cho cac ky hieu e, ey ta sé viét don
gian la e ma khong sd ¢6 sy nhim &0 nao.
Véi phan tit tuy v a € G ta ¢
fa)e = f(a) = f(ae) = f(a)f(e)
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Thuyc hién luat gidn ude trong nhém H ta duge fle) = e.
(ii) Bay gio ta c6

f@)fla™) = flaa™!) = f(e) =e.
Tirds. f(a™') = [fla)]". O

Ménh dé& 5.2. Hop thanh cida hai dong cdua: A— B,3: B — C la

mot déng cdu.
Chitng minkh. C6 thé thit lai mot cach dé dang, | [J

Dinh nghia. Ddng ciu f : G — H dugc goi la don cdu (tuong tng
toan cdu, ding cdu), néu f 1a mét don anh (tuong g toan énh, song
anh). '

Néu f: G — H la mdt ding chu thi né 1a mot song anh. Anh xa
nguge clia nd ciing 12 mot dong chu, va do dé 1a dang cdu. Khi dé ta
néi G vi H déng cdu véi nhau va ki hiéu béi G = H.

Vi du _

1. Déi v6i cdc nhém G, H anh xa 8 : G — H, bién moi phin tu
chia G thanh phén tit don vi ctia H la mot dong cAu. Ta thudng goi
dong ciu nay la déng ciu tdm thudng.

- 2. Néu H la nhém con ciia nhém G thi 4nh xa
i H —- G
a — a
13 mot don chu, goi la phép nhing tu nhién hay don cdu chinh tdc.

N6i riéng, phép dong nhét ide 1 G — G i mét don cau, hon nita
I3 mot ding chu. '

3) Néu N 13 nhém con chuén téc etia G thi 4nh xa
p:G — G/N
g — gN=3
la mot toan chu, goi 1a phép chibu tu nhien hay toan cdu chinh tdc.
Dinh nghia. V6i f: G — H 13 mét dong chu, ta ky hisu
Kerf = {ge€G| flg)=eun}=f"{en)
Imf = {f(z)|ze€G}

va lan lugt goi Kerf 1a hat nhan, Imf 1 dnh cla f.
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Ménh dé 53. Giasu f: G — H la mot dong cdu nhém, M la mot
nhém con cia G, N 1o nhém con chudn tdc cda H. Khi do:

{i) f(M) la nhém con cua H,

(ii) f~Y(N) la nhém con chudn tdc cia G.

Dac gt suy ra Imf la nhém con cua H va Kerf la nhém con
chuén tdc cda G.

Chiing minh. (i) Gid'sit a,b € f(M). Khi d6
a=flz),b=f(y),z,y € M.
Tir d6
ab™ = f@) I = fle)fly™) = flay™) € F(M),

- do zy~! € M. BGi vay theo Hé qua 3.2 4nh f(M) 13 nhém con ctua H.

(i1) Trude hét ta ching minh f~!(N) 1a nhém con cua nhém G.
Gidst r,y € f7Y(N). Thé thia = f(z),b= f(y) € N. T d6 n

flay™) = f@lf)i " =ab € N.

Diéu nay kéo theo zy~' € f~'(N) va do do f~*(NN) la nhém con cua
G. Con lai ta ching minh f~!() la nhém con chuén tic cha G. Véi
moizxe fFUN)vamoige Gtacd f(z) € N va

flg7lzg) = (@) fl2)flg) € N.

Diéu nay kéo theo g zg € f~1(N).
Vay f~Y(N) la nhém con chuén téc trong G. Sau cing, Imf 1a
nhém con cia H do ¢ 1a nhém con cua chinh né, va Kerf la nhém

con chudn téc trong G do Kerf = f~'(e), con {e} la nhém con chuan
téc trong H. ' O

Ménh dé 5.4. (i) Ding ciu f : G — H la don cdu kht va chi khi
Kerf = {e}.

(i) Nhom con N ctia G lo chudn tde khi va chi khi N la hat nhin
ciia mot dong cdu f - G — H nao dé.
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Chitng minh. (i) Néu f : G — H la don chu thi f & don &nh, do dé
Kerf = f1(e) = {e}.

Nguge lai, gia st Kerf = {e}. Néu a,b € G sao cho f(a) = f(b)
thi flab™) = f(a)[f(b)]7' = e do ab™! € Kerf. Tt d6 ab~! = e, suy
raa=b. :

(ii) Ta da biét hat nhan clla mét dong chu f : G — H la mét nhom
con chuan tic cia G. Ngugc lai, néu N 1a mot nhém con chuan tic
ciia G thi V 1a hat nhan cta phép chiéu ty nhién p: G — G/N. {3

Dinh 1y 5.5 (Dinh ly déng céu). Gid st N la nhém con chuan tdc
cle G. Khi d6 vdi méi dong cdu ¢ : G — H sao cho N C Ker ¢ déu
ton tai duy nhdt mot dong cdu v : G/N — H sao cho biéu dé sau giao

hoén
b3

G/N
NoA

nghia ld ¢ = Yop, trong dé p la phép chibu ty nhién. Hon nita, ¢ don
cdu khi va chi khi N = Kery.

G

Chitng.minh. Xét tuong dng | \

p:G/IN - H

g — ¥(@) =)

Tuong ing v duge xde dinh trén mot 16p ghép bang vige si’IIdung phéan
tlt dai dién ciia 18p ghép do, vi vay chiing ta can kiém tra tinh hop ly
cua viéc dinh nghia 9, nghia la ¢ khéng phu thude vao phin tir dai
dién. That vay, néu T = 7 thi zy~' € N. Bdi vay theo gia thiét

wley™) = p(@)p)] ' =e
Suy ra ¢(z) = ©(y).
" Anh xa ¥ 13 mot ddng cAu nhém vi

V(@b) = w(ab) = plab) = p(a)p(b) = B(@) (B).

Bay gid v6i moi a € G ta ¢6 (yp)a = ¢ (a) = p(a), nghiala pop = .
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Néu o/ : G/N — H la mot ddng chu sao cho ' op = i thi véi moi

ae€G/N tacé
V(@) = ¢'(p(a)) = (¥ o p)a = p(a) = (¥ o p)a = ¥(a).
Vay ¢ = 4.

Cuét cung do ¥(a) = w(a) nén @ € Kery khi va chi khi a € Kereg.
Béi vay néu N = Kery thi Kerp = {e} va do d6 v don chu.

Nguoc lai néu ¢ don cdu thi @ = & véi moi a € Keryp, nghia la
Kerp C N. : £l
Hé qua 5.6. D&i vdi dong ciu nhém o : G — H ta cé

- GfKerp = Img.

Ching minh. Theo dinh 1y vita chitng minh anh xa ¢ : G/Kerg — H
la don cu. Néu xem v 1a anh xa tit G/Keryp dén Ime thi o 1a toan
cBu. Bdi vay né 1a mot ding chu. 0

Xem nhu mét 4p dung cla dinh 1y dong ciu ta ¢6 ménh dé sau:
Ménh dé 5.7. (i) M&i nhdém zyclic cbp vé han ddng cbu vdi nhom
" cong cdc s6 nguyén Z.

(i) Mdi nhom zyclic cdp n ding cdu vdi nhom cong Z, cdc lop
déng du theo modun n.

Ching minh. (i) Ky hieu A = {(a) 1a nhém xyclic sinh béi phan tit a
6 cAp vo han. Khi d6 anh xa

v Z — A

r — aF

12 mét toan 4nh do mdi phén tit cha A 13 mot luy thita cia a. Do a
c6 cAp v6 han nén

Kerp ={zr € Z|a" =e} = {0}
Diéu nay ching t6 ¢ don clu va do d6 1a ding chu.
(i) Néu A = (a) la nhém xyclic cip » thi anh xa
w4 — A

r — af
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14 toan céu v&i hat nhan

Kerp={z€Z|a"=¢e}={zs€Z|zin} =nZ
(do a* = e khi va chi khi x chia hét cho n). Béi vay

A = Z/’HZ - Z-n. ¢ D

Chung ta cling 6 thé chimg minh sy dang ciu ctia hai nhém xyclie
¢6 cung cip mét cach trye tiép, khong can théng qua dinh ly dong
chu.

Trong cubn. sach nay ching ta thudng néi t6i hai nhém xyclic

(Zy, +) va (C,,0) v6i sb6 nguysn duong n nao dé6. Theo ménh d& vira
chitng minh ta c¢é

(Zn, +) = (Cy, 0).

Ménh dé 5.8. Néu G va H la cdc nhém hiu han c6 cbp lo cdc s6
nguyén té cung nhau thi chi ¢d duy nhit mét dong cdu t¢ G dén H.
dé la dong cdu tam thuong.

Ching minh. Cho K 1a hat nhan cia ddng cdu f tit G vao H. Khi d6
G/K = Imf, la mot nhém con ctia H. Ta lai c6

|G/K |=|G|/| K|

la mdt u6c cla | G | . Theo Dinh Iy Lagrange, | lmf | 1a mét udc

cia | H|.Vi| G |va| H | languyén 6 cing nhau nén ta cé
| G‘/.K |=| Imf |= 1. Béi vay K = G, vivay f : G — H la déng ciu
tam thudng. 0

Vidu. Néu a va b1a cac phén tit sinh céa cdc nhom xyclic Cjp =< a >
vi Cg =< b > tuong Ung, ta xét d4nh xa f : Cly — Cs cho bdi
f(a”) = 6% . Tru6e hét ta ching t6 riing dinh nghis 1 hop ly. That
vay, néu @’ = @™ thi 12 chia hét r — 71 theo ménh dé 3.5, vi vay
b?r _ bzrl

Dé& dang kiém tra duge f 1a mot déng ciu va f 6 hat nhan la
K={a"| f(a") =b* = e} = {e,a% % a°}

bdi vi néu @ thude K thi b* = e, do d6 2r chia hét cho 6, hay r chia
hét cho 3. Béi vay C1p/ A =¥ Cy va déng cdu nay thu duge qua anh xa
tir lop ghép a" K dén b*".
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Ménh dé 5.9. Gid s A, B la hai nhém con’ chuén tdc cda nhém G
va A C B. Khi dé ¢6 ddng cdu chinh tdc

(G/ANB/A}= G/B.
Ching minh. Xét tuong Ing
¢:G/A — G/B
gA — gB.

(6 thé kiém tra dugce ¢ 1a mot anh xa, hon nita 1a mét toan chu. Néu
gA € Keryp thi p(gA) = g¢B =e.

Digu nay xdy ra khi va chi khi g € B, va do d6 Kery = B/A. Theo
Hé qué 5.6 ta 6 diéu phai ching minh. O

Hé qua 5.10. Néu A la nhom con chudn tdc cia nhém G va B la
mot nhém con cua G thi tap

AB = {ab|ac A,be B}
la mgt nhom con cia G va ta cd déng céu
AB/B= B/(ANB).
Chitng minh. Gia st ay,a2 € A va by, b2 € B. Khidé6-
(a1by)(azhy) ™ = aibiby'as! = aibay’
= ay(bay'b " )}b = a,a’b = ab,

véi b =biby* € B,a’ = ba;'b™! € A Béi vay abe AB vadodé AB la
nhém con cia G. Mit khac ta c6 A 1a nhém con chuén tic cia AB.
Bay gid xét anh xa
w:B — ABJ/A
b — bA
Dé thiy ¢ 13 mot déng ciu. Hon nita v6i phén td tuy ¥ ab € AB ta
ch: ' :
ab=b(b""ab) = bd'.a' =b lab e A
nén abA = bA va do dé ¢ 1a mét toan chu. Néu b € Kery thi ¢(b) =

eA & b € A, nghia la Kerpp = AN B va khi d6 theo Hé qua 5.6 ta c6
didu phai chitng minh. O
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Nhg khai niém déng chu ta ¢6 thé phin 1dp cac nhém ¢6 cing chp.
Vi du vé diéu ndy duge trinh bay 8 chuong sau khi ching ta di c6
khai niém tich tngc tiép.

Bai tap

Trong cdc bai tép tw 5.1 dén 5.4, ki€ém tra dinh nghia cia méi énk za
la hgp By, Xdc dinh trong sé dé dau la dong céu nhém, va khi dé hay

[2].

5.1.

5.2.
5.3.
5.4.
5.5.

5.6.

5.7.

3.8.
5.9.

5.10.

5.11.

tim hat nhin va dnh cia né. Phan tt cia Z, chie z dude ki hiéu la

[ i Zag — Zaya, trong d6 f([z]ha) = [& + 1]
f: Cio — Cyg, trong dé f(g)_z g

F 12— 2y x Zy, 6 d6 f(a) = ([z]a. [2]4)-

f 1 Zg— Zy, 6 d6 f([z]s) = [z]a.

Chiing minh rdng mdi 4nh toan ciu chia mét nhém xyclic la
xyclic. '

Cho vi nhém céng N, nhém cong Z va phép nhing ty nhién
i:N — Z. Néu A la mot nhém vd f: N — A la ddng chu clia
cdc vi nhém thi tdn tai duy nhét ddng chu nhém f': Z — A
sao cho f = f' o4

Cho dong cdu nhém

WL — v/
xac dinh béi z — 6x. Hay tim Kery va p~1(12Z).
Tim mei dong céu tit (Z, +) dén (Q, +). | .
(Z,+) c6 ddng chu véi (Q*, x) hay khong, trong d6 Q* = Q\{0}.
Hay giai thich. ’
(R,+) c6 dang ciu vai (R*, x) hay khong, trong do R* 1a tap
cac sb6 thuc duong? Cho gidi thich.

Cho hai nhém xyclic A =< @ >, B =< b > lan lugt sinh bdi cac
phan tit a, b, ¢6 cip tuong Gug la m.n. Cho f : A — B la mot
déng ciu. _

a) Chitng minh ring f(A) la nhém xyclic sinh bdi f(a) va cip
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5.12.

5.13.

5.14.

cua f(a) 14 mot uwde chung cia m va n.

b) Hay chi ra cac tu dong cdu cha nhém Zy.

Ky hiéu Aut(G) la nhém tt i céc tur dang cdu cla nhém G.
Chitng minh rang:

a) Aut{Zg) = Zs.

b) Aut(Z) = Z,,

c) (Z3, x) = (Zg, +).

Ching minh ring déi v6i phan tt ¢ cia nhém G, tuong ing
n — g" la mét dong cAu nhom tit Z t6i G va la dong cdu duy
nhit Z — G v6i 1+ g. -

Hay tim tit ci cac dong ciu tir:

a} Mot nhom xyclic cap n dén chinh né;

5.15.

5.16.

5.17.

5.18,
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b) Mot nhém xyclic cip 6 dén mot nhém xyclic cip 18,
¢) Mot nhém xyelic cAp 18 dén mot nhém xyclic cép 6.
Tim tit ci cac déng cdu nhém tir:

a) Cy vao (Y.

b) Z vao Z,.

¢) Z vao Dy,

Chitng minh néu hgp thanh ctia hai ddéng cdu g : G — H. h :
H — K la mot dang céu thi
a) g la mdt don chu,
b) h la mdt toan chu,
¢) H =(Img)(Kerh)= (Kerh)(Img) va ImgN Kerh = e.

Dé&i véi toan cdu f : G — H v nhém con B ciia H hay ching to
B chuan téc trong H khi va chi khi f~'(B) 1a chudn tic trong
G va khi dé hay chitng minh

G/§Y(B) = H/B.

Cho X 1a nhém xyclic cip nguyén t6 p. Chimg minh ring moi
phén tit cia X, khac don vi, déu la phan t sinh cla X vA moi
anh xa

¥k X — X‘
T o— g*
déu la ty dang ciu cta X, vdl k la s6 nguyén dm'mg thoa man
O0<k<p



5.19,

5.20.

5.21.

5.22,
5.23.
5.24.

5.25,

5.26.

5.27.

Cho nhém X. V6i m6i phan tit a € X ta xét anh xa

f: X —- X

x — aza!
Chitng minh rang:

a) fu la mot ty dang chu cta X, goi la ty ding cdu trong xac
dinh bdi phén t a.

b) Tap hop céc tu dang clu trong cla X lap thanh mot nhém
con ctia nhém céac ty dang ciu cia X, ChUHg minh rdng nhém
con H cia X la chusn tic néu va chi néu f,(H) = H véi moi
tit ddng ciu trong Jz cia X.

¢) Nhém céc ty déng chu trong clia X ding ciu v6i nhém thuong
X/C(X) v6i C(X) la tam ctia nhém X,

Cho X va Y la hai nhém xyclic ¢é cac phén t sinh theo tha tu
la x va y, véi cac cip tuong tng 1a s va t.

a) Chimg minh quy téc ¢ cho tuong ng mdi phan tit «" € X
v4i phén i (y*)" € Y, trong dé k la mot s6 tu nhién khac 0 cho
trude, 1o mét dong ciu khi va chi khi sk 14 bai cna t.

b) Chimg minh néu sk = mt va  la don ciu thi (s,m) = 1.
Chu‘ng minh réng c¢6 mot (1dng chu duy nhét tit nhém cong cac
s6 hitu ty Q dén nhém c6 1g cac sé nguyén Z. T d6 suy ra Q
khong phai 14 mot nhém :cyelic.

Tim nhém céc ty ddng ciu cda 4-nhém Klein.
Tim nhém céc ty ddng ciu 1dn luct cta nhém Ss.

Chiing minh réng moi nhém cép 6 hodc ding ciu v6i Zg hodc
déng cAu véi nhom céc phép thé S;.

Tim bén nhém con khac nhau clia S;. déng ciu v6i-Ss.

Cho G 1a mot nhém abel hitu han va pda mot s6 nguyén té sao
cho g* = e v8i moi g € G, ching minh ring G ding cu véi Z,
vdi sb nguyén n nao dé.

Cho A 12 mot nhom céng abel. Ky higu End(A) la tap tat ca
cac ty dong chu ctia nhém A. Ching minh:
a) End(A) 14 mot nhém abel véi phép cong sau:

Vf,g € End(A), (f +g)a) = f(a) + gla).Ya € A.
b) End(Z) = Z, v6i Z 13 nhém cong cac sb nguyen.
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-5.28,

5.29.

5.30.
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c) End{Q) & Q, vdi Q la nhém céng cac s6 hiu ty.

Cho céc déng cAu nhém f: K — H,g.: G — K, trong d6 f la
mot toan cau. Ching minh ring cac didu kién sau day 1a tuong
duong:

a) Ton tai mot dong cdu h: H — K sao cho g=ho f;

b) Kerf ¢ Kerg. '

Néu mot trong cac diéu kién dé duge thod man thi:

¢) h 1a duy nhat; _

d) h 1a don anh néu va chi néu Kerf = Kerg;

#} h 14 todn anh néu va chi néu g 1a toan anh.

Cho .
sz{(j z)eMz(zp)|ad—bc:1}.

Néu p 12 mot sé nguyén t6, ching minh ring G, 13 mét nhém
c6 cap p(p? — 1) va tim mot nhém ding chu véi G,.

T 1 . o . 7 - 0 1 - 0 ].
Cho & 1a nhém sinh bdi cic ma tran 10"y 0
véi phép nhan ma tran. Chitng t6 ring G la nhém khong abel
cap 8. N6 ¢6 ding céu v6i nhém D, hay vdi nhém quatecnion
(} hay khong?



Chuaong 111

CAU TRUC NHOM

1. Tich truc tiép

2. Nhém déi ing

3. Nhiing nda nhém vao mdt nhém

4. Téc dong cia mdt nhom trén mot tip hop

1. Tich truc tiép

T hai nhém da cho ching ta ¢é thé x8y dyng mét nhém mdi nho
tich tryc tifp ma ta sé trinh bay dudi day.

Ménh dé 1.1. Néu A va B Id hai nhom thi tich Dé-cic
Ax B={(a,b)|ac A be B}
lgp thanh mét nhém cing vdi phép todn hai ngdi cho bdi

(a,b)(z,y) = (ax, by).
Nhém A x B dudge goi 13 tich truc tiép cia A va B,

Vi dy, viét tich tryc tiép Cy; x Oy dudi dang bang ta thiy ring tich
nay ddng cdu véi 4-nhém Klein ciia cac phép dbi xting cla mat hinh
ch nhat.

Ménh dé 1.2. Néum,n I hai s6 nguyén t6 cing nhau thi

Con = Cin x O

Chitng minh. Goi g, h va k tuong ing 13 cac phin ti sinh ¢ta Cyrp, Cre
va (. Xét tuong ing [ : Cpyn — Cpy X Cy, cho boi

flg")=(h" k) rel
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Dinh nghia nay 13 hgp 1y bdi vi néu ¢" = ¢" thir - r’ 1a bdi cﬁ}a mn,
vivayr—r' labéichiam va cian. Dods, A" = h" va k" = k. Hon
nita, f 12 mot ddng chu nhém bdi vi
f(gr.QS) — f(gr+s) — (hi’+s1 kr+3) — (hr.hs’kr.ks)
= (A" k").(R%. k%) = f(g")-f(9")
Néu g" € Kerf thi A7 = ¢ v k" = e. Bdi vay, r chia hét cho ca m va

n, va vi (m,n) = 1 nén r chia hét cho mn. Do dé, Kerf = {e}, va &nh
cua f dang cdu véi C,,y,.

Mat khae do
| Cmn |: min | Om X C‘fl. |:| Cm | . | Cu |: mri,
nén Imf = C,, x C,, va bdi vay f 1a mot ding ciu. 0

~Luuy réng néu m va n khong nguyén t6 cling nhau thi C,,, khﬁng.
dang céu véi Cy, x Cy,. Vi dy, Cy x €, khong ding chu véi C, vi tich
truc tiép khéng chita phan tir ¢6 chp 4.

Tong quat, cAp cia phin ti (h, k) trong H x K 13 boi chung nho
nhét cha cAp ciia h va clia k, bdi vi

(k) = (K" k") = (e, €)

néu va chi néu h” = e vd k" = e. Do dé, néu {m.n) > 1 thi cip cha
(h, k) trong C,, x C,, luén luén nho hon mn.
Dinh nghia tich tryc tiép duge ma rong mot cach ty nhién cho mét
ho (G | i € I) chc nhém, véi tap chi s6 I tuy §. Tich Dé-cac [[G; gdm
/

t&t cé cac ho (a;), véi a; € Gy,i € I, 1a mot nhém véi phép todn nhan
theo titng thanh phén, nghia 1a :

{@:)(bs) = (a;by)

Ta goi nhém nay 1a tich truc tiép clia ho cac nhém (G,).
Nhém con cha []G; gdm tht ca cac ho (a;), sao cho chi ¢6 mot 38
7

hitu han a; khéc don vi, dude goi la tich truc tm‘ép yéu clia ho G;. Hién
nhién rang, tich tryc tiép yéu ctia ho G; trung véi tich tryc tiép cha
chiing khi va chi khi tép chi s I hitu han.
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Trong trusng hop cae nhém G la aben ta thudng néi téng truc
tiép thay cho tich trye tiép yéu.

Tich tryc tidp c6 thé duge ditng dé phan 16p tit ci céc nhém aben
hitu han. C6 thé ching minh ring mét nhém aben hiru han bat ky
déng clu vdi tich tryc tiép cla cac nhém xyclic. Cac két qué trén c6
thé duge st dung dé phan loai céc tich cla cic nhém xyclic do sai
khéc moét ding chu. Vi du, ¢6 ba nhém aben cdp 24 khong déng ciu
la:

024 = Cg X Cg

Cg)(CgXC4=Ca>(C4=CQXC;2
Cyx Cy x Cy x Cy = Cy x Cy x C

Bay gig chung ta s& néi tdi sy phén tich mot nhom thanh tich trye
tiép ctia hai nh6ém con ciia n6. Nhitng khao sat sau day 1a can thiét.

Cac anh xa:

iar: A — AxB, ig: B—oAx B
a = (a,e) b (e,b)

la nhing don clu, duge goi 14 nhitng phép nhing ty nhien.
Céac anh xa:

! pa:Ax B — A, pg: Ax B — B
(a,b) — a (a,b) — b

Ia nhitng toan clu, duge goi 1a nhitmg phép chiéu ty nhién.

Cac dong chu noi trén théa mén cac quan hé
Imig = Kerpas, Imiyz = Kerpg.

T d6 suy ra A = is(A), B = ig(B) la nhimg nhém con chuin tic
cia A X B. Hon nita, dé théy

AxB=ABva ANB=e¢.

Diéu nay goi ¥ cho chiing ta dinh nghia sau.

Dinh nghia. Gia sit A, B 1 hai nhém con chudn tic cia nhém G.
Ta néi réng G phin tich duge thanh tich truc tiép cia A va B néu
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G = AB va AN B = e. Khi d6 ta cling néi ring cdc nhém A, B la céc
hang ti trie tiép cia nhom G. .

Vi du. Cho G =< ¢ > 1& nhém xyclic cip 6. Khi d6 goi 4 =< a >,
B =< b > 1a cac nhém xyclic lan lugt sinh béi a = ¢%,b = ¢ thi G
phan tich duge thanh tich tryc tiép cia A va B.

Meénh dé 1.3, Néu G phan tich dugc thanh tich truc tiép cia hai
nhoém con chudn tic A, B thi méi phdn i cia A déu giao hodn duge
vt mbi phan ti cia B va méi phan td cia G viét duge mot cdch duy
nhdt dudi dang ab,a € A, b € B.

Ching minh. Véi cac phén tit thy y a € A,b € B ta cin chitng minh
ab = ba. Mubn vay ta xét phan ti ¢ = aba™'5"*. Do A 14 nhém con
chuan téc nén ba~ 671 € S, va do dd ¢ € A.

Tuong tt, ce Bvadodoc€ ANB. Do ANB =¢nénc = e,
nghia 1 ab = ba. _

Do G = AB nén mdi phén tit g cha G viét duge dudi dang g = ab
véia € Ab € B. Gi4 sit g ciing ¢6 biéu dién g = uv,u € A,v € B.
Khi d6 ab = uv. Tit dé, bv~' = a~'u la phan tit thuge AN B va do dé
bing e. Diéu d6 chimg t6 a = u, b = v. 0

Dinh 1y sau cho ta mdi lién hé giita syt phan tich mét nhém thanh
tich truc tiép véi tich truc tiép chia hai nhém.

Dinh ly 1.4. Nhém G phan tich dugc thanh tich truc tidp cia cde
nhém con chudn tdc A va B néu va chi néu dnh za

¢:AxB — G
{a,b) — -ab

la mét ding cdu.

Ching minh. {=>) Giad sit G phan tich dugc thanh tich tryc tiép clia
cac nhém con chuan tic A v B. Trudc hét c6 thé thir lai ¢ 13 mot
dong cdu. Do G = AB nén ¢ la mot toan ciu. Néu (g, b) 1a phan tit
thugc hat nhan Kery thi ab = ¢. ' _

Do céch viét duy nhét ciae € G (Ménh d&6.1) tasuyraa =6 = e.
Bdi vay Kerg = {{e,¢)}, va do d6 v la don chu.

(«<) Bay gio gia st ¢ 1a mot déng chu. Néu g 13 mot phin td thy
¥ thude G thi ton tai (a,b) € A x B sao cho p{(a,b)) = ab=g.
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Diéu nay c6 nghia la G = AB. Néu ¢ 13 phin tit thudc giao AN B
thi ¢({(c,c™)) = cc™! =e.

Do ¢ don chu nén diéu nay kéo theo c =c™' =¢. Vay AN B =,
vA G phan tich duge thanh tich true tiép cia A va B. O

Chi y vé thuat ngt va ky hiéu

1) Do dinh 1y néi trén, khi G phan tich dugc thanh tich truc tiép
ciia A va B ta cling néi ring G 1a tich truc tiép clia A va B va ky hieu
A x B ma khﬁ_ng sg ¢6 sy hidu ldm nao. Sy phan biét hai khai niém
nay sé dugc hiéu trong timg tinh hubng cy thé.

2) Néu G 1a mot nhém aben va phép toén trong nhém & ky hiéu
bGi + thi ta ky hieu G = A® B-thay cho A x B vagoi G 1a tong truc
tiép cia A va B.

"Meénh d& 1.5. Néu f : A— X,g: B — Y la hai dong cdu nhom thi
danh za '

AxB — XxY
(a.b) — (f(a),9(b))

cting l& mot dong céu va duge ky hiéu bdi f x g.
Chitng minh. CO6 thé thit lai mot cach dé dang. O
Meénh dé 1.6. Néu A, B lan lugt la nhém con chuan tdc cia cdc nhom

X, Y thi tich tryc tiép A x B la nhom con chudn tdc ctia tich tryc ttep
X XY va

(X x Y)/(A x B) = (X/A) x (Y/B).
Chatng minh. Xét cac phép chiéu tu nhién

a: X — X/A, 3:Y-Y/B
T — T yr—y

Khi d6 kiém tra duge ngay
y=axf:XxY — (X/A)x(Y/B)

(z.y) — &9
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13 mét dong ciu. Hon nita, d& théy v la toan chu. Cap (z,y) thuse
hat nhan Kervy khi va chi khi

'y(:r,y)-= (ZT,79) = (ea, en).

Diéu nay nghia 13 z € A,y € B. Vay Kery = A x B. Theo dinh ly
dbng cu ta cb (X x Y)/Kery = Imy. D6 la didu phai chimg minh. O

Vi du. M5 ta tht ca céc dong cau nthom tit Cyg dén C, x Cs. Dong
ciu nao trong sb dé la ding céu?

Vi C}p 1a nhém xyclic sinh bdi phdn tit ¢ nén moét ddng chu tir Cyy
dude xéc dinh béi dnh clia g. Cho h va k tuong img 13 céc phan ti
sinh cia C va Cs, va xét ham f, , : Cyg — Cy x Cs, bién g thanh phan
tu (h", k°) € Cy3 x Cs. Khi d6, néu f., 1a mot ddng cdu, thi

fr,s(gn) — (hm' ksn)

v6i 0 € » £ 9. Tuy nhién diéu nay 13 ding véi moi n, bdi vi néu
g =g"thh10[n~m, Dod62{n—mvabs|n—mvah™=h"
v k== o, |

Ta kiém tra lai f,, 12 mét déng chu véi r va s bt ky. Ta c6.

j}',s(gugb) = | f!..s(ga'}'b) — (hl:a-l—b)r“ k(u+b).s)
(R, K ) (A k%) = frs(g®) frslg®)-

Béi vay 6 mudi dong cdu f.; tit Cyp dén Cy x C tudng tng véi mudi
phén tit (A", k%) clia C; x Cs. Ta ¢b

Kerfrs = {g" | (A" k*") = (e,€))}
= {g"|rn=0mod 2 va sn =0 mod 5}.

Do d6, Kerf, s = {e} néu (r,s) = (1,1),(1,2), (1,3), ho#c (1,4). Trong
khi dé '

Kerfﬂ,ﬂ = Cll]: Kerfl,[) = {e‘ 92|§4196a98}a Vé‘

Kerfo: = {e,¢°}, néu s =1,23,4.

Néu Kerf,, chita nhidu hon mét phén ti thi £, la mét don anh
nhung khong thé 15 mot ddng cu. Theo dinh ly déng chu, ta c6

I Cll]/ | Kerfr,s ':| Imf'r,s |!|
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v néu Kerf,, = ¢, thi | Imf-r.s |= 10, vi vy f,, la toan chu. Bdi vay,
CAC dé.]flg Cé,u la f1‘1, fl 2, f13 va fl,4-

Xem nhu mot 4p dung cGa khai niém tich true tiép ta két thac
muc nay bing mot vi du chi ra tht ca céc 16p déng chu c6 thé c6 clia
cac nhém voi sdu phén tit. Trude hét ta chitng minh cdc bd dé sau.

B6 dé 1.7. Gid st a va b la cdc phan ti trong mot nhom aben,
lan kgt ¢ cdp la v va s véi T v s nguyén t6 cing nhau. Khi dé ab ¢
edp rs.

Ching minh. Goi A va B tuong tng 1a cac nhém con sinh bdi a va b.
Vi ab = ba, ta ¢d

(ab)F'S — a?'&b‘!'é‘ — (ar'i")s(bs)f' oy ese'f‘ = e.

Gid st (ab)* = e, ta cAn chi ra rs chia hét k. Ro rang a* = b5 € ANB.
Vi AN B la nhém con cla cd A vi B nén cAp clia n6 chia hét | A [=r
va | B |= s, theo dinh 1y Lagrange. Vi r va s 14 nguyén t6 cung nhau
nén | AN B |= 1. Tt dé suy ra a* = e vd b™% = e, vi vily r chia hét
k va s chia hét k. Do dé, rs chia hét k (bdi vi r vA s nguyén tb cing
nhau). |

B& dé 1.8. Néu (G, ') la mot nhém hitw han ma moi phin ti g € G
thod mdn g° = e, thi | G |= 2" vdi mein 2 0, va G ddng cdu vdi tich
tryfe tiép n-bdn sao cia Cy,

Cr? =Cy x (O % .., x (.

Chatng minh. Moi phan td trong G cé cép 1 hode 2, va chi ¢6 don vi ¢é
cAp 1. Bdi vy moi phan t& cha G la nghich ddo ctia chinh né. Nhom
G 1a giao hodn bdi vi véi g, h € G bat ky thi

gh=(gh)™' =h7'g"" = hg.

Chon cac phan t a;, @y, ....a, € G sa0 cho a; # e va a; khong thé
duge viét nhu la tich ctia céce luy thita cla ay,as,... ,2;_. Hon nia,
chon 7 1a 86 16n nhét sao cho moi phan it duge biéu difn qua cac phan
tit ;. Néu C, duge sinh ra bdi g, ta ching t6 énh xa f : C} — G, xac
dinh bai ' '

flg™, g% ... .g™) =al'ad .. ay
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la mot dang ciu. Trude hét, dinh nghia d6 1a hop 1y vi vét moi s6
nguyén r;, bdi vi néu g™ = g% thi a]* = a¥. Ta c6

f((gﬁ? ""‘_grn) ) (g81$g52$ e gsn)) = f(g'rl+5]'g'f'2+82, ---ygrn+3ﬂ)
'-"1+31 . a'rn—}—.sn .

= 4 b
= () et )
= flg™". g% ...g™) Flg",....0).
Do dé f la mot dong chu nhém.
Goi (g™, ...,¢™) € Kerf. Gid sit r; 1a s6 mi 18 cu01 cung, sao cho
tht cé céc sb iy, Tiya, ..., 7y 18 56 chin, Khi dé ay'..a;'] g, = e va

—1 r, 1

" t [
n6 la mot mau thuan. Bdi vay, tit ci cac s6 mit ddu chéin, va f la mot
ddn anh. Viée chon cac phin tit a; ddm bao f 1a mot toan anh. Do
do, f 1a maét song anh. i

V6i céc két qua ndy bay gid ta c6 thé mé ta cac nhém e6 cap 6.
Gid st G la mot nhém cép 6. M&i phan tit cia G ¢o cdp 1, 2, 3
hoic 6.

Trudng hgp 1. Néu ¢6 mot phé.n t1t cAp 6 thi nhém dé 1a xyclic.

Truong hop 2. Néu trong G khong cé phén tit cip 6 thi theo B4 dé
1.7, khong thé t&t ¢a cac phén tit khac don vi déu 6 chp 2. Do do, c6
mot phan tu, ky hiéu la a, ¢6 chp 3. Nhém con H = {e.,a,a?} c6 chi
s6 2 va ndu b ¢ H thi tap céc phén tt clia nhém G la

HUbMH = {e,a,a ,b, ab, a®b}

Do H la nhém con c¢6 chi sb 2 trong G nén né la chuén téc, va nhém
thwong theo H 14 nhém xyelic ¢ip 2. Do d6

b e b H = (bH) ~ H  npéur chin
B T |bH  néurlé

Béi vay, b ¢6 cip chin. N§ khong thé la 6, vivay no phai la 2. Vi H
la chudn tic nén bab™* € H. Do a # ¢ nén bab™! = .

Néu bab™! = a thi ba = ab, va do d6 theo Bé de 1.7, ab sé ¢6 cip
6. Diéu nay la trai véi gia thiét. Bai vay bab~! = a2, va nhém G dugc
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sinh bdi hai phan t17 @ v b, thod man caAc quan hé

a® = b = ¢ va ba = a°b.

Nhém nay la ddng céu véi D3 va S;.

Bai tap

. Trong cdc bai tap tit 1.1 dén 1.4, cip nhém nao la ding cdu? Vi sao?
1.1. Zg va Zg X Zs.

1.2. Cgp va Cyp x Cg.

1.3. D, va C, x Cy. |

1.4. Zy X Zy va {£1, 24, £(1 + /3, £(1 - i)/V3}.

1.5. Ching minh rdng néu G x H 13 nhém xyclic thi G va H la
xyclic.

1.6. Cho X vA Y la nhitng nhém xyclic ¢6 cip la m va n. Chiing
minh ring X x Y 14 mdt nhom xyclic khi va chi khi m va n
nguyén td cliing nhau.

1.7. V6i cae nhém G va H bat ky, chimg minh rﬁné
(Gx H)/G'=H va(Gx HY/H =G,
& dé
G = {(g.e)eGxH|geG}
H = {(e,h)e Gx H|he H}.

1.8. Tim tit ca cac lop dang chu clia nhém c6 chp 10.
1.9. Chiing t6 ring Z, x Z, ¢6 6 tu déng ciu va Aut(Z; x Zy) = Ss.

1.10. Ching minh riing moi nhém cdp 4 hosic ddng cdu véi Z, hoic
déing céu voi Zy x Z,.

1.11. C6 thé phan tich Z thanh téng tryc tiép clia hai nhém aben
khong?
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1.12.

1.13.

1.14,

1.15.

96

Chiing minh rdng déi voi mdi nhém L va mdi cap dong céu
nhém g : L — G.¢ : L — G déu tdn tai ddng ciu duy nhét
h: L — G x G sao cho biéu db sau giao hoan

C——Ox@G —— ¢

nghia ld g = poh, ¢ = p' oh, trong dé p, p’ 1a cac phép chibu ty
nhién.

Ching minh ring néu f G — H 13 mdt toan ciu nhém va
néu A 1a mot nhém con chudn téc cla G sao cho cdi thu hep
k= f|ald mot ding chu thi G phan tich duge thanh tich trye
tiép clia A va hat nhan B = Kerf.

Cho B, C la nhimg nhém aben. Chitng minh rdng néu §: B —
C va y: C — B la nhing ddng chu sao cho B o~y = ide thi
B = Kerfd Im-., '

Gid sl (X;)ier & mot ho khac réng cdc nhém. _
X = []X; 1a tich truc tiép cia ho (X Yier. Cac anh xa p;,i € [

H
cho bai

pi: X — X
L=,
a) Chitng minh ring p; 13 toan cdu véi moi i € 1.
b) Cho nhém Y va cho mét ho déng chu (f1 Y — X;,ie ).

Chitng minh réng ton tai duy nhit déng chu f : ¥ — X sao
chovéimoii€ I taco f; =p;o f.



2. Nhém déi xiing

Trong muc 3 chuong II ching ta da cho vi dy vé nhom déi xing
Sp cua n phan ti. Nhémn nay ¢6 nhidu tng dung quan trong trong dai
s6 tritu tugng. Trong phin nay ching ta sé tim hidu sau sic hon vé
ciu tric clia nhém nay va trinh bay dinh ly Keh(Ca,viey) vé sut déng
cdu cua mot nhém bét ky véi mot nhém con cia nhém cac phép thé
clta né.

Trudc hét ta nhic lai khéi niém vong rich. Néu a;, a9, ..., am, 1 <
m < n, I cic phén tit phan biét cta tap hop {1,2,. ..,n} thi phép
thé f cho bai f(al) = ag, f(as) = ag,. .. Jlam-1) = am. flam) = a,
va f(z) = z néu z ¢ {a,as,...,0a,}, duge goi 15 mot vong xich do.
dai mn, hay mét m-xich. Ta ky hiéu vong xich nay bdi (a; as ... ap).
Ménh dé sau la hién nhieén:

- Ménh dé 2.1. Méi m-vong zich trong nhom S,, ¢6 cdp m.

Mot vong xich ¢6 do dai 2, f = (i ), duge goi 1a mot chuyén tri.
Hai vong xich duge goi la dgc lgp néu ching khong c6 phén tif chung.
B3 d& 2.2. Méi phép thé khdc phép dong nhét la tich cia nhitng vong
xich doc lgp.

Ching minh. Xét phép thé

f=(f(11) fé) f&-))

0 dong thi nhét ta lay m&t phan 61 tuy v, chang han 4, rdi 14y 4nh
lién tiép ta dugce i, 14 anh cua 4,13 1a anh cda 43,... %, 14 4nh cla
tm-3 Va ¢; 1 anh cta 4,,,. Thé thi ta duge mot vong x1ch {1y ... i)
Tiép tuc cach lam d6 véi cac phan t con lai cita tap {1.2,...,n} cho
t6i hét ta thu duge cac vong xich doc lap ma tich cta chung béng
phép thé f. O

B& dé 2.3. Méi phép thé déu c6 thé phan tich duge thanh tich nhing
phép f.h,u,yen tr.

Chitng minh. Khong mét tinh téng quat. ta chi can ching minh ménh
dé cho mgt vong xich. Khl dé ta ¢6

(7-1 ?'2 zm) - (21 ~‘5m) 51 33)(51 52) L
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N6i chung ¢6 thé phan tich mot phép thé thanh tich cha cac chuyén
tri theo nhidu cach khéc nhau, ching han

GR)Ek) = (@) k) néu i#] (1)
(tj)ik) = (k)jk) néu j#k (2)

Tuy nhién ta ¢6 tinh cht quan trong sau.

Bd dé& 2.4. Néu tich cia cdc chuyén tri nao dé bing phép thé dong
nhét tht s6 cée chuyén tri nay la chin.

Ching minh. Ta co thé chitng minh bé dé nay theo s, la s cac s
khac nhau chita trong cach viét cha tich cac chuyén trf da cho.

Néu s = 2 thi tich d& cho 1a luy thita clia mét chuyén tri nao do.
Nhung do (¢ §}(¢ j) = id, véi id ky hiéu cho phép ddng nhat, nén sb
mia cua luy thita nay phai 1a s6 chln. Véi s > 2 gia sit ta ¢d tich

(4 d2)(ds 24) ... (G2g-1 o) = id {3)

trong d6 ¢ ding s sb khéc nhau. Gia sif 4 14 mot trong sb céc sb nay.
Do tich céc chuyén tri déc lap 13 giao hodn vh do quan hé (1) ta ¢6
thé “doi v phia trude” tit ci cac chuyén trf ma trong cach viét cla
né ¢6 chita 4, tire 1a bién tich (3) thanh

(E ) Gl ke k) o (Raroy Kar) (4)
trong do cac s6 ky, ko, .. .. ko khac véi 4. Do quan hé (2) va do
(i 5)(i7)=1id (5)

nén c6 thé chuyén tich (4) v& mot tich cing c6 dang nhu viy nhung
véi p nhd hon (néu p > 1).

Sau mot day cac phép bién ddi nhu vay ta duge mot tich ma sb
chuyén tri c6 chita 7 1a 0 hosic 1. Néu x4y ra tinh hudng thit hai ta c6
tich _

@) (laeea lae)

Tich nay bién j thanh i va vi vay khong 1a phép déng nhat. Béi vay
chi ¢6 thé x4y ra tinh hubng thit nhét, khi ma trong cach viét cua tich
khong chita ¢. Bdi vay theo quy nap tich nay gdm mot sb chln cac
chuyén tri. '
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Con lai, ta thiy riing trong cac phép bién ddi néi trén 66 céc chuyén
tri hodc khong thay déi (khi sit dung cac quan hé (1), (2)) hoic gidm
bét hai don vi (khi st dung quan hé (5)). Vi vay tich ban dau (3) ciing
gdm mot s6 chin céc chuyén tri.

Bé dé da duge chimg minh hoan toan. ]

Meénh dé 2.5. Trong moi dang phan tich mot phép thé di cho thanh
tich cdc chuyén tri thi tinh chén 1€ cda sé cdc chuyén tri la khong thay
doi.

Chitng minh. That vay, gia sit phép thé f ¢6 hai cach phan tich thanh
tich cac chuyén tri

f=1(4 42).. (dop—1 12p) = (J1 J2) - - - (Jug~1 J2q)-
Khi dé

id=fof ' = (i iz).. (igp_1 i2p)(Jog-172q) - - - J2 J1)-

Theo Bé dé 2.4 ta cé p+ ¢ 1a sb chin. Do d6 céc sb p, ¢ ciing 1a hai sb
ch8n hodc cung 18. U

Dinh nghia. Mgt phép thé duge goi 14 chdn néu né duge phan tich
thanh tich cta mét sb chin céc chuyén tri va duge goi 1a € trong
trudng hgp nguge lai.

Tich chén, 1é cla phép thé con c6 thé duge dinh nghia nhd khai
niém nghich thé,
Ménh dé 2.6. - Tap hop A, tdt cd cic phép thé chin bic n lap thanh
mot nhém con ciia nhém déi zing S,. Nhém con nay duge goi 1 nhém
thay phién.

Chatng minh. Hién nhién. ' 0

Meénh dé 2.7. Nhém thay phién A, la nhém con chi sé 2 trong S,
va do dé la nhém con chudn tde cia S,,.

Ching minh. Ta nhan thiy ring trong nhém déi xing S, déi vdi hai
phép thé 1& a,b thi tich ab~! 1a phép thé chdn. Bdi vay moi phép thé
1é lap thanh mot 16p ghép theo nhém con A,. Nghia 13 A4, 13 nhém
con chi 86 2 trong S,, va do d6 13 nhém con chuén téc cia S,,. 0
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Dinh 1y 2.8 (Dinh ly Cayley). Mé: nhém G déu ddng cdu vdi mot
nhém con cia nhém déi zitng S(G) cia né.

Chitng minh. D81 v6i mdi phan tt @ € G ta xdc dinh f, : G — G
cho bdi f,{z) = axr. Ta chung té ring f, 13 mot song anh. N6 la toan
anh do véi y € G thi f,(a 'y) = a(a™'y) = y. N6 1a don anh vi néu
folx) = fuly) thi ar = ay, vd do d6 & = y. Nhu vay f, € S(G).

Gia st H = {f, | « € G}. Ta ching t6 rdng H 1a nhém con cia
S(G) dang ciu v6i G. Dé lam diéu d6 ta sé ching té ring anh xa
21 G — H, cho bdi p(a) = f,, 1a mot dang chu. Tinh toan anh la
hién nhién. N6 ciing 12 don anh do

wla) = o(0) = fo=fo
= fule) = file) > a =0

Bay gig ta chitng té & la mot ddng ciu, vh do do la dang chu. Véi
a. b, r e G tacd

fao folx) = folbr) = a(br) = (ab)x = fup(x).

Nghia la fq o fy = fab, hay (a) o p(b) = (ab). O

Bai tap

2.1. Tim cap ctia mdi phan tif ¢iia nhom thay phién A,.

2.2. Nhém con xyelic {(1),(123),(132)} ¢6 1 chuan téc trong A,
khong? : : ' '

2.3. Tim nhém con ctia nhém A, déng ciu vdi 4-nhém Klein.

2.4. Hai nhém Dy vA A, ¢6 déng cau khong? Hay giai thich.

2.5. Cho 7 1a r-vdng xich trong S,, chiing minh ring g™ 'owop cﬁng
la mot r-vong xich déi véi mdi p thuse S;.

2.6. Tim tét ca 10 nhém con clia A4 va vé biéu d8 quan hé theo quan
hé bao ham. :

2.7. Cho G 13 mé6t nhém con eta S, vd G chita mot phép thé 18,
chting minh réng G chita mot nhém con chuén téc c6 chi sb 2.
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2.8, Chitng minh ring

K = {(1),(12) 0 (34), (13) o (24}, (14) o (23)}

& mét nhém con cha S, déng cdu vdi 4-nhém Klein. Chiing
minh ring K la chuin tic va S/ K = 8.

2.9. Cho K la nhém duge cho trong bai tap 2.8, ching minh ring
K la chuan tdc trong A, va Ay/K = (4. Diéu ndy chitng té Ay
khéng phai la nhém don.

2.10. Cho f : 8, — 8,41, 6 d6 f(r) 1a phép thé trén {1 2,...n+1}
xac dinh bdi f(m)(i) = r(@) néui <nva f(r)(n+ 1) =n+1.
Hay cho biét f ¢6 phai 1a mét ddng chu hay khong? Tim anh
va hat nhan ctia né (néu cé).

2.11. Chimng t6 ring S, sinh bdi cac phﬁn b
(12),(23),....(n—1n).

2.12. Chimg t6 riing S, sinh béi cdc phan tit (12 3...7n) va (1 2).

2.13. Chiing to réng tap hop {fi. fg ..... . fe} céc ham tu R\ {0, 1} dén
chink né véi phép toan hgp thanh la didng ciu véi Sy, trong do

file} =z, oy =1—2z, fy(a)= %,
1 1 £
f4($):1—}‘v f5(z) = 1 fola) = 1—a

3. Nhing mot mira nhém vao nhém

Trong muyc nay ta mubn xét xem véi didu kién nao thi cé thé co
mot 4nh xa don chu, hay con got la mot nhidng, tir mot nita nhom da
cho vao mot nhém nao do.

Trude hét dé thiy ring néu c6 thé nhung nita nhém S vao nhém
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(G thi S phéi thod man luat gian udc:
Tl ac = be cing nhu tit ca = cb suy raa = b.

Diéu kién can nay ciing la didu kién di trong trudng hgp mia nhém
giao hoan.

Ménh dé 3.1. Gid si A la nita nhém aben va S la nida nhém con ciia
A gom cdc phan ti chinh quy theo nghia

ar =br=a=0>5, vdix € S;a,bc A.

Khi d6 c6 thé nhiing A vao vi nhém aben G sao cho mei phan ti
cua S déu cé phin ti nghich ddo trong G.

Chitng minh. Xét tap tich Dé-cac A x S cung vdi quan hé hai ngoi
trén no
(a,z) ~ (by) & ay = bx.

D& thiy quan hé nay la phan xa va dbi xdng. N6 con la bic cau.
That vay, néu ¢6 (a,z) ~ {(b,y), (b,y) ~ (¢, 2} thi ay = bz, bz = cy, va
do d6 ayz = brz = cyz.

Sau khi gian udc cho y ta duge az = cx hay (a.x) ~ (¢, 2).

Boi vay quan hé ~ vita dinh nghia la mdt quan hé tuong duong. |
N6 tao nén mot sy phan 16p trén A x S va ta dudge tap thuong

G=AxS/~,

md mdi phan ti 1a mét 16p (a,x). Dé don gidn ta ky hiéu 16p (a, z)
£ 1x . G . - ~ p oy

bdi phan s6 hinh thitc —. Trén G ta dinh nghia mot phép toan hai
x .

ngdi cho bdi
a b ab
— 0 — ==

roy Iy _
Quy tic nay c¢6 nghia vi zy € S va né khong phy thude vao céc
cap dai dién cho mdi 16p. That viy, néu

a.i' !

ZJ, _y' y_,a

ab Y
thi ax’ = @'z, by = by nén abz'y = a'b'zy. T dé — = a
ry

x’y’ '
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C6 thé kiém tra mot cach dé dang riing (G, o) 1a mot vi nhém giao
hodn vdi phan tit don vi 1 = | trong d6 z 1a phan ¥ tuy ¥ thude S.
- T

ar oL,
Xét tuong ung  : A — G cho bdi @ — =, v6i phan td tuy ¥
x
a

T o . " P ' S
€S Do = =% yi mol ¥ € S nén ¢ la moét 4nh xa. Hon nita cé
z Y

thé thiy 13 mot dong ciu do

plab) = LY 29 W e wih),

Ty x Yy
Déng chu ¢ 13 mot don chu do

t,p(a):;p(b)@ﬁz%—@amy:byxﬁu:b.

Nhu vay ta c6 thé nhiing A vao G nhd don cAu . Dong nhit A véi
ax
w(A) bdia = - v6i x € S ta c6 thé chi ra phan tit nghich déo ctia

-] k] . 2 “ €z
phan tit s € S 14 phan t pont J
- T
Dinh 1y 3.2. Méi nda nhém aben A vdi ludt gidn wdc déu 6 thé
nhing vio mot nhém aben G. Khi dé médi phan td cia G viét duge
dudi dang ab™!, vdi.a, b thuée A.

Ching minh. Gid st A 13 mot nita nhém aben véi lugt gian ude, Ap
dung ménh dé trén cho trudng hgp S = A ta dude G la mot nhom,
‘That vay, khi dé phan ti bat ky cia G c¢6 dang a/b v6i a,b € A, nén
nd c¢6 nghich dao la b/a. Hon nita khi d6

ary -ar Yy  ax (b_y)‘

1
== = ab!, O
Y

= " = — X = —

e
b bxy r by z

;o F

Bai tap

3.1. Cho M la vi nhém giao hoan thod méan luat gidn udc. Hay ching
minh ring ton tai nhém aben A va déng chu k: M — A cia
cdc vi nhém véi tinh chat pho dung sau: Véi méi nhém B va
méi dong chu vi nhom f: M — B ton tai dong cdu nhém duy
nhat f': A — B sao cho f = f o k.
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4. Tac dfjng’ ctia nhém trén moét tap hop

Cho ¢ 1a mét nhém véi don vi e va X 1a mét tap hop ndo dé.
Dinh nghia. Nhom (G, ) duge goi 1a tdc déng lén tap X néu c6 mét
anh xa .

GxX — X,

{(g,2) v gz

sao aho véi moi g,h € G vamoi z € X ta ¢

(gh)x = g{hz)

ex = &

Khi dé6 X duge goi la mot G—tap.
Ménh dé& 4.1. Méi tdc dong cia nhém G lén tap X hoon toan duge
zdc dinh khi va chi kha da cho mot dong cdu nhom

w: G — S(X)

trong dé S(X) ki hiéu cho nhém déi zing cia tip X.
Ching minh. Xét G—tap X. Mdi phan tt g € G cadm sinh mot phép
thé v, : X — X. cho béi he thite
pglr) = gz

Trude hét ta ching to ¢, 1a mot phin tit thudc nhém déi xing S(X).
Anh xa ¢y 1a mot don anh bdi vi néu gz = gy thi g7'gz = g~'gy, tir
dé exr = ey, hay x = y. N6 12 mot todn anh vi néu z € X thi

glg'2) =g97 'z =ez =2

Do d6 ¢, la mét song anh va duge xem nhu 1a mét phan ti cia S(X),
nhour cde phép déi xitpg cla X.

Bay gio ta chimg to anh xa ¢ : G — $(X) bién mbi phdn tit g € G
thanh song anh ¢, : X — X, I& mot dong cAu nhém. That vay, déi
vize X vavdig heGtacd

pon(x) = (gh)z = ¢, (on(x)) = (¢4 © wn)(T)
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T d6 w(gh) = w(g) o p(h). .
Ngude lai, néu da cho ddng céu ¢ : G — S(X) thi X sé la mot
G—tap vdi tac dong duge xac dinh béi hé thie

gr =p(g)z).g€G.re X, O

Nhom G dugc goi la téc dong trung thanh lén tap X néu ddng ciu
nhém ¢ : ¢ — S(X) la modt don cdu. Khi d6 phin ti cia G, giit ¢b
dinh moi phin ti cia X chi la don vi e cia G. Do ¢ don céu nén G
déng chu vai anh Imyp, va vi vy ta c6 thé ddng nhét G véi Img va
xem G nhu mdt nhém con cia S{X).

Vi duy, nhém xyclic cap 2, C; = {e, h} tac déng lén hinh lyc gide
¢ Hinh A, 0 d6é A quay hinh luc gidc theo dudng thing ndi dinh 3 va
dinh 6. Khi d6, C; tac dong trung thanh va ¢6 thé d4dng nhit véi nhém
con {(1),{15) o (24)} cha Ds.

Nhém xyclic C3 = {¢,g,¢} tdc dong trung thanh lén khéi lap
phuong trong Hinh B, & d6 g quay khéi lap phuong théng qua 3 phép
quay c6 truc 1a dudng thing di qua hai dinh déi dién. Nhém tac dong
nay c6 thé xem nhu nhém con

{(1),(163)0(457),(136)c(4735)}

clia nhém d6i ximng cha khéi lap phuong.

9N\ 2 1
|
: 31 N4
2 1 '
3 6
4 5 7 8

Hinh A. _ Hinh B.
Meénh dé 4.2. Néu G tde dong lén tap X va x € X thi tap
G.={geGlgr=u}

la mot nhom con cia G. Nhém con G, duge goi la cdi 6n dinh cia .
NG la t@p cdc phan ti cia G, gitt nguyén .
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Chitng minh. Ta chitng t6 G, 13 mét nhém con cha nhém G. Néu
g, h € G thi
(gh)z = g(hz) =gz =z
Boi vay gh € G,.
Mat khéac, néu g € G, thi gr = z. Tir dé,

g =g '(gx) = (g7"g)r = ex =1,
nghia la g7! € G,. O

Dinh nghia. Tap cla tit ci cac 4nh cla mot phin t& z € X dudi
tac dong cua nhém G duge goi 1a qug dao cia x theo G va duge ky
hiéu bdi -

: Gz ={gzr | g € G}.

Vi du. Cho nhém G va got X 1a tap tht ci cac nhém con cha né. Ta
xéc¢ dinh mot tac dong ctia nhém G lén tép X, cho béi

(GxX) =X
(9. H) — gHg™!
Nhém con gHg™! dugc goi 1a lién hop véi H bdi ¢g. Ta thiy ring mbi

“mot quy dao clia H gdm tit cA cac nhém con cha G lién hop véi H.
Nhém con 6n dinh déi véi H 1a

Gu={9€GlgHg ' =H}

Nhém con nay duge goi 1a cds chua,n hod cua H, va H 13 nhém con
chuan téc ctia nhém nay.

Ménh dé 4.3. Cho X la mot G—tap. Khi dé X duge phan hoach bdi
cdc gquy dao Gr,xr € X.

' Ch’tmg minh. Trén X ¢6 mdt quan hé hai ngsi cam sinh bdi tac dong
cua nhém G nhu sau: -

z~ykhivachikhiy=gx,9g€G.

Ta ching té réng day 1a mot quan hé tuong duong. Ro rang ¢ =~ x
dox = ex. Néu 2 &~ y thi y = gz. Thé thi z = ¢~'y v do d6 y =~ «.
Sau cting, quan hé ~ 1 bic cAu. That vy, néu =z ~ y vA y ~ 2 thi
« = gy, y = hz. Bdi vay, z = ghzvadodd o ~ 2.

Quan hé tuong duong =~ tao nén mot phan hoach trén tap X. Ldp
tuong duong cla phéin ti z € X chinh 1a quy dao G caa noé. O
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Khi nhém xyclic C; tac dong 1én mot lue gidc trong Hinh A. néi
trén ta nhan duge cac quy dao la {1,5}, {2,4}, {3} va {6}.

Cé mot mbi lien két quan trong gitta sb cdc phén t& trong moét quy
dao clia phin t& z v cdi 6n dink clia diém nay.

Bd dé 4.4. Néu nhom G tdc ding lén tap X thi vdi moi z € X cé
mot song dnh

p:G/G; — Gz.
Chimmg minh. Goi I = G, va xac dinh anh xa
p:G/H — Gz

bdi p(gH) = gz. Dinh nghia nay trén cac 16p ghép la hgp ly bdi vi
neugH+kch1k-—ghv01h€H Do d6 kx = g(hz) = gz, vih la
dn dinh déi véi z.

Anh xa p 13 mot toan dnh theo dinh nghia cla quy dao cia z. NO
ciing 13 mot don chu, béi vi néu p(gH) = p(kH) thi gz = kz. Do do
g 'kx = x, va bdi vay g 'k € H. Diéu nay tuong duong véi gH = kH.
Badi vay, p la moét song anh. d

Heé qua sau dugc suy ra truc tiép tit BS dé 4.4,

Hé qua 4.5. Néu nhém hiu han G tic déng fen tap X, thi vdi mou
phin tux € X, ta ¢
|G =] G || Gz |

Vi du. Tim s cac phép quay thuc sy clia mot khdi 1ap phuong.
Loi gidi. Goi G 13 nhém cla cac phép quay thue su ctia mot khoi lap

phuong; nghia 13 cac phép quay nay ¢6 thé duge thye hién trong khong
gian ba chiéu. Cai 6n dinh ciia dinh 1 trong Hinh B la
G1={(1),{245)0(386),(254)2(368)}.

quf dao cha 1 la tap tit ci cac dinh, vi ¢6 mot phisn tit clia G,
bién 1 thanh dinh khac. Bdi vay theo Hé qud 4.5. ta ¢

|G |=|G1.|| Gl |=3.8=24. | (]

Nhom dbi xing diy du clia mot khéi lap phuong sé gém cé nhiing
phép quay khong thyc sy, ching han phép phan xa qua mot mat phing
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dugc thé hién trong Hinh B. Nhém nay cé phép thé (24) o (68) tren
cac dinh va né khéng thé thu duge phép quay mang tinh vat 1y khoi
lap phuong trong khéng gian ba chidu. Theo nhém nay, ta co

Gr={(1),(245)0(368),(24)0(68),(25)0(38), (45)0(36)}.
Vi vy clp clia nhom déi xtng diy di cla khéi lap phuong la
|G\ || G1 |= 6.8 = 48,
Bdi viy 6 24 phép quay thue sy va 24 phép quay khéng thue su cla

mdt khéi lap phuong.

Ta két thic chuong nay bing viéc da cap dén téc dong cla nhom
déi xing S, lén tap hop cac da thite n bién T3, T2, ..., Tn. MOt phép
thé ¢ € S, tac dong lén mat da thite f = flz1,22,...,2,) bang viéc
hoédn vi cac bién:

U(f) = f(wc!llv 302"-'11'011)»

Bai tap

4.1. Ching minh ring (R*,-) tac dong len R™*! bdi phép nhan vo
huéng. quy dao cta cdc tédc dong nay la gi?

Vi cde Bai tap 4.2, 4.8, goi
Zy, = {[z] € Zy, | UCLN(z,m) = 1}.

S6 cde phan ik trong tap hdp nay duge kg hiéu l& ¢{m) va du:a(’ goi o

@-hamn Euler. Vi du, ¢(4) = 2 va ¢(8) = 4. _

4.2. Tim céc nhom trong 86 Cy, Cy, Cy x Oy, Co x Cy x Cy, Dy, Sy
dé,ng cau voi (Zg, ), (Z3, ), (Z3},-) va (Z1,, ) vA mb ta cac déng
chu de. '

4.3. Ching minh réing néu UCLN(a,m) = 1 thi ™™ = 1 mod m.
[Két qua nay duge tim ra bdi Leonhard Euler (1707 -1783).]

4.4. Chitng minh réng néu p 1a s6 nguyén t6 thi voi moi sé nguyen

- a,¢” =a mod p.
(Két qua nay duge tim ra bdi Pierre Fermat (1601 - 1665). |
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4.5. Néu G la mét nhém cé chp 35 téc déng lén mot tap hdp ¢6 13
phan t, hay ching minh ring G phéi c6 mét diém cb dinh,
nghia 1a mét diém z € S sao cho g(z) = z v0i moi g € G.

4.6. Cho G la mét nhém c6 chp p" tac dong len mt tap hgp ¢6 -
phén tit, ching minh rdng G ¢6 mét didm cé dinh néu p khong
chia hét m.
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Chuong IV
"VANH VA TRUQONG

. Dinh nghia va vi du

. Idéan, vanh thuong

. Déng cdu vanh

. Truong cdc thuong

. Vanh, truong sdp thi tu

Lo O DD =

1. Dinh nghia va vi du

Vanh

Dinh nghia. Tap hop R ciing véi hai phép todn hai ngéi, duge viét
nhu phép cong (+) va phép nhan (x) thong thudng, duge goi 14 mot
vanh néu cac didu kién sau duge thod man:

(i) (R, +) la mdt nhém aben,

(ii) (R, x} ]a mot nira nhém,

(iii) Phép nhan phan phéi vé hai phia déi v6i phép cong, nghia la:

ax(b+c) = axbt+axc
(b+c)xe = bxa+ecxa

véi moi «, b, ¢ thudc R.

Vanh R duge goi 14 giao hodn néu phép nhan trong R c6 tinh chét
giao hoan: a X b = b x a, v8i moi a, b € R. Vanh R dugc goi 1a c6 don
vt néu phép nhan c6 don vi.

Chi . 1. Phan ti trung hoa cha phép cong dugc goi 1a phén i
khéng cua vanh R va ky hiéu béi 0.
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2. Néu R l1a vanh c6 don vi thi phdn tit don vi duge ky hleu bdi e
hoac 1.

Vi du
1. Tap hgp céc s6 nguyén Z véi phép cong va phép nhan thong
thutng 1a moét vanh giao hoan, ¢é don vi.

2. Nh6m aben (Z,, +) la mot vanh giao hoan, cé don vi véi phép
nhan cho bdi
TG =77
Do phép nhan cha céc 16p duge dinh nghia qua céc dai dién nén
ta phai ching td ring dinh nghia nay 1a hop ly. Gid s Z = 7,7 = 71
Thé thi « = z;(modn), y = ¥, (modn). ‘Diéu nay kéo theo

=z +kny=1y +sn

Tu d6, zy = x1y1 + tn, nghia 1a zy = 1,3, (modn).

3. (Q(v2),+, x)} la mot vanh giao hoan, c6 don vi, trong dé
QV2) = {a+b/2 | a,be Q}.

Trude hét ching ta ching t6 ring phép cong va phép nhan hai sb
thye dong kin d6i véi tap Q(v/2), va do dé ching 1a nhitng phép toan
dai s6 hai ngoi trén Q(+/2). Vi a.b,e.d € Q ta c6

(@+bvV2) +(c+dv2) = (a+)+ (b+d)V2 e Q(HV2)

(@ +b6v2).(c+dv2) = (ac+ 2bd)+ (ad+ bc)V2 € Q(V2)

Sau dé ta c6 thé kiém tra céc tién dé clia vanh. Phin t trung hoa va
don vi ctia Q(+v/2) lan lugt 1a

0=0+0v2, 1=14+0+2

4. Tap hop M,,(R), (n > 2), cédc ma tran thuce vedng cip n véi phép
cOng va phép nhén ma tran 13 mét vanh ¢6 don vi, khoéng giao hoan.

5. Cho A 14 m6t nhém cong aben vi End(A) 13 tap hop cac tu
dong chu cta né. Khi d6 End(A) tré thanh mét vanh véi phép nhan
12 phép hgp thanh céc anh xa v phép cong duge cho béi

(f +9)(a) = f(a) + g(a)

v6i moi f,g € End(A),a € A. Ta goi End(A) la vanh cdc tu déng cbu
ciia nhém aben A.
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Tinh chat cua vanh

M&i vanh R déu c¢6 tat ca cac tinh chit clia mét nhém cong giao
hoéan va thod man mot s6 tinh chét co ban sau:

1) Vdimoiae R, 0xa=uax0=0
That vay, véi r € R ta cb

rxa=0+zx)xa=0xa+zxa,

diéu nay chiing to 0 x a = 0. Tudng ty tacé6 a x 0 = 0.

2) Néu vanh R c6 don vi I va c¢6 nhiéu hon mét phdn tf thi 1 # 0.
That vay, khi do trong R tén tai phén td a # 0 va ta ¢

ax0=0ax1=a.

T do, doa#0nénl#0

Tit nay vé sau dé thuén tién ta ky hiéu tich a x b ciia hai phan t
trong vanh R don gidn bdi ab.

3) Vidi moi a, b, c thuéc R ta 6

alb—c¢) = ab-ac
(b—cla = ba - ca.

That vay, ta c6 thé viét b = (b — ¢) + ¢. Nhan hai v& ctia déng thic
vdl a vé bén trai ta duge

ab=a{b—c})+ac
Tt d6, do R 1a nhém d6i vdi phép cong nén
a(b—c) =ab— ac.

Tuong ty ta ¢6 (b~ ¢)a = ba — ca.

4) Trong R c6 ludt phan phéi suy rong, nghia la véi moi phan td
a, by, b2, ... by (n > 2) thudc R ta cé.

S b=3ab (),
(i b,) a.= iabt (2)

i=1
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Ta € ching minh déng thite (1) bing quy nap theo n. Véi n = 2,
theo tién dé (iii) ta ¢

a(b; -+ bg) =ab, + abs

nghia 1& tinh chét nay ding véi n = 2.
Gt sit ddng thite (1) ding véi n = k. tdc la

k k
aZbi -——-Zab
i=1 i=1

Ta chitng minh ding thic (1) ding vdi n = k + 1. Khi d6 theo gia
thiét quy nap ta c6 :

k+1
a) b = Zb + bir1) —aZb + abyy
i=1

k+l

k
= Z ab; + abg, ) = Zab

nghia la dang thite (1) ding véi n.= & + 1. va do dé dtng v6i moi
n > 2,

5) Quy tdc vé ddu: Véi moi a. b thuée R
a‘(—bj =(—a)b = —ab; (—a)(—b) = ab.
That vay, |
b+ (—b) = 0= a(b+ (-b)) = ab + a(~b) = 0,

tir d6 suy ra —ab = a(—b).

Chimg minh tuong tu ta duoe (—a)b = —ab. Bay gi¢s 4p dung hai
lan tinh chat trén ta cé

(—a)(=b) = —[(—a)b] = ~[—ah] = ab.
8) Doi voi moi 86 nguyén n vi moi phan ti a,b thude vanh R

n(ab) = (na)b = a(nb).
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That vay, véi n > 0 ta co

n{ab) = ab+ ab+ ...+ ab (t6ng clia n hang t)
= (a+a+..+ak=(nab
Tuong ty n(ab) = a{nb). Véi n = 0 céc dang thie 13 hién nhién (theo
tinh chét 1) vira néu trén. Véi n < 0 thi —n > 0 v do d6 theo dinh
nghia boi nguyén am ciia mot phan ti va theo truong hop n > 0 ta ¢

n(ab) = —({-n)(ab)) = —((-n)e)b) = —(—((najb)) = (najd.

Mién nguyén va trudng

Mot tinh chit khé tién lgi cla cac hé théng s6 quen thudc 13 néu

ab = 0 thi nhét thiét ¢ = 0 ho#ic b = 0. Tinh chit nay cho phép gian
udc cac phan tit khac khong. Thé nhung tinh chat nay khéng con dang
véi moi vanh. Vi du trong vanh Z, ta ¢6 2.2 = 0.
Dinh nghia. Phan t ¢ # 0 thudc vanh R dugce goi 1a mot ude bén
trdi {tuong imng bén phdi) cla khdng néu toén tai b € R, b # 0, sao cho
ab = 0 (twong img ba = 0). Néu a vita 14 udc bén trai, vita la ude bén
phai cua khong thi ¢ duge goi la wie cia khdng.

Vi du. Trong vanh M;(R) cdc ma trén vudng chp 2 trén tap céc sb

thuc, cac ma tran
0 0] 10
R

theo thit ty 14 udc bén trai, uwéc bén phai cia khéng,.

Dinh 1y 1.1. Cho R la mot vanh giao hodn, ¢6 don v 1 % 0. Kht do
hai tinh chat seu la tuong duong: :

(i) R khong ¢6 ude cia khong.
(i) Phép nhan trong R c6 lugt gidn wdc cho nhitng phan t khdc
khiong.

Chitng minh. (i) = (i1). Gia sit R khéng ¢6 udc cia khong. Gia su ta
c6 ab = ac, vi a,b, ¢ thude R, va a # 0. Khi dé

alb—c)=0.
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D6 a # 0 va R khong ¢6 u6c cia 0 nén b — ¢ = 0. Tit d6 b = ¢, nghia
1a phép nhan trong R 1a gian ude duge.

(¢1) = (i). Gia s phép nhan trong R c6 luat gian wde cho nhimng
phéan 1t khac khong. Gia sit a,b € R 1a hai phin t bat ki ma ab = 0
vaa # 0. Khi d6 ta c6 thé viét ab = a0 va sau d6 ap dung luat gian udc
ta duge b = 0. Diéu nay ching t6 vanh R khong c6 ude ciia khong, [

Binh nghia. Vanh R dugce goi 1a mat mién nguyén néu né la vanh
giao hodn, ¢6 don vi 1 # 0 va khéng ¢6 udc cha khong.
Vidu
1. Vanh s6 nguyén Z, vanh s hitu ty Q déu 13 nhitng mién nguyén.
2. Tap hop {Z4, +, x) 134 mot vanh giao hoan, ¢6 don vi, nhung
khéng 14 mién nguyén do ¢6 2 1a ude chia khong.
3. D6i vdi mién nguyén Z, tich truc tiép Z x Z cta nhém aben
(Z,+) v6i chinh né cling véi phép nhan cho bdi

(a,b)(¢,d) = {ac, bd)

l1a mot vanh., Tuy nhién, c6 thé thiy ring tich tryc tifp R = Z x 2
la mot vanh giao hoén, ¢6 don vi nhung khong 13 mién nguyén do
(a,0}.(0,8) = (0,0) v6i moi a, b thude Z.
Dinh nghia. Vanh F duge goi la mét érudng néu F' 13 moét vanh giao
hoan, ¢6 don vi 1 # 0 vA moi phan tit khac 0 ctia né déu kha nghich
(theo nghia c6 nghich ddo dbi véi phép nhan).

Mot cich tiwong dua’ng tap hOp F cung véi hai phép toan ky hiéu
bdi 4+, x 1a mot trudng néu:

(i) (F,+) 13 mét nhom giao hoan vdi phan ti trung hoa 0,

(ii) (F*, x) la mot nhém giao hodn, trong d6 F* = F\ {0},

(iii) Phép nhan phan phdi véi phép cong.

Vi du

1. Tap hgp cac s6 hitu ty Q, (hodc tap cac sd thue R, hodc tap cac
s6 phitc C) v6i phép cong v nhan théng thudng 13 moét trusng.

2. Tap (Zs, +,.) 13 mot trudng. Trong trudng nhy (2)7! =2
Trong phan sau ching ta sé ching minh ring vanh (Z,, +, x) 1a mot
trudng khi va chi khi p 1 sb nguyén té.

3. (Q(V2), +, x) la mét trudng, That vay, ta di biét dé 1a mot
vanh giao hoan ¢6 don vi. Néu @ + bv/2 # 0 thi a # 0 hosic b # 0, kéo
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theo ¢ — bv/2 # 0. Do do

1 3 a— bv2 B
a+bv2  (a+b6v2)(a—-bV2)

a
a? — 252

va (@(\/*Z), +. x) la mot trudgng.

b V
A = 2152\/E € Q(\/ﬁ)

Dinh 1y 1.2. Méi truong déu la mot mién nguyén.

Ching minh. Gid st F la mét truong. Khi dé F la mét vanh giao
hoan ¢6 don vi 1 # 0. Mat khac gid st a.b, ¢ 12 ba phdn ti bat ky
thude F sao choab=ac (1) vaia#0. Via#0néntdntaia'e F
sa0 cho a™'.a = 1. Tu (1) suy ra

a '(ab) = a " fae) = b =c.

Vay trong F.cé ludt gian ude cho nhimg phan ti khac 0 va do dé
F' 1a ot mién nguyeén. O

Dinh 1y 1.3. M6t mién nguyén hitu han la mot trudng.

Chitng minh. Gid sit D = {a,.a;,a;.....a,} 12 m6t mién nguyén véi
to = 0.4y = 1. Ta chitng té ring moi phan tir khac khong eta D ¢6
nghich dao déi v6i phép nhan, Gia st e € D.a # 0. Khi dé tap hop

aD = {aa,. aay. aay, ... aa, }

trung voi D. That vay, néu ae; = aa; thl sau khi gian udc cho a ta
duge a; = a;, bdi vy moi phan i ctia aD 14 phén biét va do d6 aD
chinh la D. T dé suy ra ton tai a, sao cho aa, = 1, nghia la as = a ™},
Vay D la mét trudng. |

HE qua 1.4. Vanh Z,, la trudng khi va chi khi n la mot s6 nguyén té.
Chitng minh. (<) Gia st 1a mot 86 nguyen td va gia st @b = _U_trong
Zy,. Thé thi n|ab, va do dé n|a hodc n|b. Boi vay @ = 0 hodc b = 0,

va Z, la mot mién nguyén. Do Z, ¢6 hitu han phan tit nén n6 la mot
tregng (Dinh 1y 1.3).
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(=} Bay gi0 gia sit n khong la s6 nguyen t6. Thé thi n c6 sy phan
tich n = r.s, trong d6 1 < r.s < n. Nhu vay ta ¢ 7,5 la nhitng phan
tu khac khéng trong Z, nhung tich cia ching 7.3 = 75 = 0. Bdi vay
Zy, khong 13 mién nguyén, va do dé né khong la truong. O

Vanh con, trudng con

Dinh nghia. Cho A 14 mét tip con 6n dinh déi véi phép cong va
phép nhan cua vanh R. Néu A ciing v8i cAc phép todn cam sinh la
mot vanh (tuong ting, 14 mot trusmg) thi A duge goi la mét vanh con
(tuong tmg, 1a mot trudng con) cla vanh (trudng) R.

TU dinh nghia ta thay ngay ring néu A 1a vanh con ctia R thi A
chita phan ti 0 cia R va néu A 1a trudng con thi A chita céc phan tu
Ovadonvilcha R, .

Néu A la vanh con (truong con) cla vinh (trudng) R thi R con
duge goi 1a mét md rong cla vanh (trudmg) A,

Viduy

1. Vanh céc s6 nguyén Z la vanh con cila vinh cac sé hitu ty Q.

2. Tap rnZ céc s6 nguyeén la boi clia mot s6 nguyén 7t cho trude la
mot vanh con cla vanh cac s6 nguyén Z.

3. Trusng sb hitu ty Q 13 mot trudng con cla trudng sb thue R;
trudng cic s6 thye R 1a trudng cou clia trudng sé phite C.

4. Cho A la mot vanh ¢6 don vi. Khi dé tap U cac phan tif kha
nghich 1ap thanh mot vanh con ctia A. Hon nita, U 1a mot trudng (xem
phan bai tap ). '

5. (Q(\/f), +, x) la trudng con ciia truong sé phice C.

Bay gid ta cho mot tinh chit dac trung clia vanh con.

Dinh 1y 1.5. TGp con A cia vank R & mot vanh con cia R khi v
chi khi thod man cdc diéu kien sau:

{i) 0 € A,

(i)Va,be A=>a~-bec Avaabe A.

Chaing minh. That vay, tap con A ctia vanh R 1a én dinh déi v6i phép
toan nhau khi va chi khi e, b € A kéo theo ab € A. Ddng thai tap con
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A la nhém con theo phép toan cong khi va chi khi né thod man (i)
va phan con lai cta {i7). Luat phan phéi trong A suy ra tir luat phan
phdi trong R. O

D6i voi khai niém trudng con ta ¢ diic trung sau.

Dinh 1y 1.6. Tdp con A cua trudng F la trudng con cia F khi va chi
khi thod man cdc diéu kién sau:
()0 AleA,
(ii) Va,be A = a—b € A,
- (iii) Ya, b€ A, b #0=>ab ' € A

Chitng minh. Phép suy luan tudn:g ty nhw phép suy ludn trong chimg
minh dinh ly 1.5. O

Theo dinh 1y 1.6 dé ching minh Q(+/2) 12 mot trudng ta co thé
chitng minh né 13 trudng con cua trudng sb thuc R. Khi dé thay cho
vige kiém tra tat ¢ cac tién dé cila mot trudng ta chi ¢An thit lai ba
diéu kién néi trong dinh ly vita néu trén.

Trong dinh nghia cla ching ta mot vanh khéng nhét thiét phai c6
don vi. Tuy nhién chiing ta c6 khang dinh sau.

Meénh dé& 1.7. Cho R la mét mién nguyén va A la mot vanh con cia
né. Néu A ¢6 don vi thl don vi dé trung vdi don vi cia R.

Ching minh. Goi e, e tuong img la don vi cia R, A. Khi do
€€ =g = ¢.€.

T dé (e—e).e = 0. Do R1amién nguyén vado e # 0néne—e =0,
hay ¢ = e, (]

Bai tap

1.1. Hay viét cac bang cong va bang nhan cta mdi vanh Zy, Zs.

Hay cho biét nhitng tdp hop nao trong cdc bar tap ta 1.2 dén 1.6 ¢ la
vanh véi phép cong va phép nhin hay khong? Not r6 vi sao.

1.2. Moi 6 hitu ty voi mau s6 14 sd 16,
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1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

{a+bvBla.be Z}

{a+bV2+cV3la,b,c e Z}

{a+ b 2labe Q}.

Moi ma. trén thite ¢8 2 x 2 v6i dinh thic bing khéng.

Heg (Z, +, x) c6 phai la vanh khong, trong dé phép cong 1a thong
thudng, con phép nhan duge cho bdi a x b = 0 véi moi a,b € Z.

Cht‘mg minh rang trong dinh nghia ctia vanh ¢6 don vi, tién dé
vé tinh giao hoan cha phép toan cong co thé suy ra duge tir cac
tién dé con lai.

Cho R la mot vanh. Dat:

=169

Chitng minh réng / 14 vanh con ciia vanh M,(R).

a,b,cER}

Xac dinh cac vanh con cua vanh Z.,.

Nhiing vanh ndo trong cde bai tdp tir 1.11 dén 1.13 l& mién nguyén?
g truong?

1.11.
1.12.
1.13.

ZQXZQ.
{a+ b a,b e Q.
{a+bv3 a,beZ}.

Tim mot wdc cia khong trong cdc vanh d cde bai t@p ti 1.14 dén 1.18.

1.14.
1.15.

1.16.
1.17.
1.18.
1.19.

1.20.

Zyyp.-
Z4 X ZQ.

My{Zs).

(S(X). A.N).

M, (R).

Chitng minh ring vanh R 13 giao hodn néu 2? — z ¢ Z(R),

Vo € R, trong dé Z(R) la tap tAt cd cac phan tit giao hoan
duge véi moi phan t clia R.

Vanh R dugce goi la mét vanh Booi,F néu z? = z v6i moi x € R.
Chiing minh ring:

a)x = —x véimol z € R;

b) R la vanh giao hoén;
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c¢) Néu R 1a vanh khong cé ude cha khong, c6 nhidu hon mot
phan t, thi R la mién nguyén.

1.21. Gia st vanh R ¢6 nhém cong (R, +) 1a xyclic. Chifng minh ring
R 1a vanh giao hoan.

1.22. Ching minh réng truting céc sé hitu ty khong c6 tru:!ng con nao
khac ngoai ban than no.

1.23. Ching minh ring bo phan
A= {a+b\'“7§_+6\3/§ia,b,c € @}

.} mdt trudng con cla fru'(‘}ng s6 thyc R.

1.24. Cho hai phan tit ¢,b € R. Chiimg minh réng 1 —ab 13 khi nghich
khi va chi khi 1 — ba la kha nghich. Trong truong hop dé hay
tim (1 — ab) !,

1.25. Phan 611 a cla vanh B dude goi 1a lug link néu tdn tai 56 nguyén
duong n sao cho ¢® = 0. Chiing minh riing néu ¢ 13 mot phin
tir luy linh cia vanh R thi 1 — a 1 khd nghich.

2. Idéan, vanh thudng

Dinh nghia va vi du

Dinh nghia. Vanh con J ctia vinh R duge goi 1a idéan irdi (tuang
ung, phdi) clia R néu za € J (tuong ing, ax € J) v6i moi g €Jz€R
Néu J vita la idéan trai vita la idéan phai chia vanh R thi J duge goi
la idéan cia R.

Ménh dé 2.1. Cho J &a tdp con khdc rong cia vanh R. Khi do cic
diéw say la tuong duong;

(i} J la idéan cia R.
(i) Nua,be Jvwacec Rthia—be J vaar, za € F

Chatng minh. Trudc hét ta thay rang didu kign a — b € J vgi mai
a,b € J tuong duong véi khing dinh ring J 1a mot nhém con déi vei
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phép cong. T d6 hién nhién (i) = (41).

Ngugc lai, néu ax,za € J véi moi ¢ € J,x € R thi ta suy ra J
dong kin déi v6i phép nhan khi ta lay x € J, do d6 J 1a vanh con cia
R, va do dé (it) = (). 0

Tit Ménh d8 2.1 ta cé thé néi ring mot idéan J cfia vanh R 1a mot
nhém con cong, 6 tinh chat za,ar € J vdi moia € J.x € R.
¥idu

1. D6i vai vanh R tuy ¥ ta luén ¢6 {0} vd R la nhitug idéan cia
R. Céac idean nay duge goi la nhitng idéan tam thudng cia R. Idean
{0} thudng duge ky hiéu don gian 13 0. Néu R la mot truong thi R
chi gom nhimg idéan tdm thudng la 0-vA R (xem Dinh 1y 2.6).

2. Tap mZ, v6i m 1 sb nguyén cho truﬁc la idéan cta vanh s6
nguyén Z.

3. Tap hop céc ma tran thuc J ¢ dang

=4l

la idéan phai cBa vanh cac ma tran thyc vuéng cip 2.

a,bER}

Ménh dé 2.2. Cho I la zdean cua vanh R. Néu I chia don vi, thi |
trang vdi vanh R.

Chimg minh. Giasit1 € /. Khidovdimoir € Rtacér =r.l € I,
dodé | = H. _ O

Idéan sinh bdi mgt tap hop

Dinh 1§ 2.3, Giao ctia mot ho khdc réng nhiing idéan cig vanh R la
mot idéan cia vanh R.

Ching minh. Cho he (J;),.; 1& mot ho nhitng idéan ciia vanh R chi
s6 hoa hdi tap 7 # ©. Dat

J=ﬂ£

ief
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Ta ching minh J la idéan. VIO € J,,Vie I, nén 0 € J.

Gidstabe J khidoabe J,Viel Tiudésuyraa—b e
SViel vavivaya—-be J.

Bay gidgiastae Jvar € R Khidéa€ J,,Vi € I nén taco
ar € Ji,xze € J; vl Viel.

[N

Vay az € J v za € J, nghia 1a J 13 idéan cia R. 0O

Dinh nghia. Cho M 14 mot tdp con cda vanh R. Giao clia ho tét cé
cac idéan cua R chita M la mdt idéan bé nhit clia R, chita M. Idéan
nay dude goi 1a idéan sinh bdi M, k¢ higu {M).

Néu M la mot tap hitu han thi idéan sinh bsi M dude goi 1a idéan
hitu han sinh. Néu M = {a} thi idéan sinh bdi M dude goi 13 idéan
chinh sinh béi phan t ¢ va k§ higu don gian la (a). Dac bigt khi
M = @ thi idéan sinh bdi tap réng 1a 0.

Vi du, moi idéan cia vanh Z déu 13 idéan chinh. That vy, néu A
14 mot idéan cua vanh Z thi trude hét né 1a nhém con cong cua Z va
do d6 né 6 dang mZ, m € Z. Ngugc lai nhu trong vi du vira néu thi
mZ la idéan cia Z.

Vi du ta vita xét 13 trudng hgp riéng clia ménh dé sau.

Ménh dé 2.4. Cho a la mot phan ¢ cia vinh giao hodin R. Tap
{ar|r € R} tat cd cde boi cda a la idéan chinh sinh bdi a.

Chitng minh. Cho ar,as € (a) va t € R. Khi dé
ar —as = a(r — s} € (a) va (ar)t = a(rt) € (a).
Do dé (a) 1a mét idéan cua R. O

M réng ménh dé nay cho tap sinh hitu han ta cé:

Dinh ly 2.5. Cho R ld m@t vanh giao hodn c6 don vi vd a,, as. ey gy
la n phan t thude R. Khi dé idéan sinh bdi tap hop {a1,a2,....an} la
tap hop

A= {.’I‘]&] + xady + ... + ;nnun|:f:,- € R}

Chitng manh. Xét tap hop

A= {ria + a0+ ... + 20,407 € R)
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Cé thé thit lai ring R la mot idéan cua R, vd A chia cdc phén td
1,832, -y Gn-

Bay gid gia sit J 1 mot idéan cGa R chita cac phan tlt a1, az, ... @y,
Khi dé
1@y + Tals + ... + £.0, € J,

trong dé z; € R. Do dé A C J. Diéu nay chimg td A la mét idéan bé
nhat chia cac a;, nghia 13 A sinh bdi tap {a1,aq,....a,}. 0

Két qua sau day ching té ring mot trudng co thé duge dac trung
béi cac idéan ctia nd.
Dinh 1y 2.6. Mét vanh gico hodn khong tam thuong R 16 mét tmang
néu vd chi néu 0 va R la tdt cd cdc idéan cia nd.

Ching minh. Cho I 1a mot idéan cda trusng R. Gia sitrang £ # 0. Khi
d6 tdn tai mot phan tit khéc 0, a€ /. Via '€ R nénaa'=1¢€ [.
Do dé theo Ménh dé 2.2, { = R. Bdi vay, R chi ¢ cac idéan tam
thudng.

Ngude lai, gid sit ring 0 va R [ tht ca céc idéan trong vanh R. Goi
¢ 1a mot phan tit khac 0 clia R va xét (a) 1a idéan chinh sinh bdi a.
Do l.a € (a) nén {a) # 0, vado dé (a) = R. Béi vil € R = (a), nén
ton tai mot s6 b€ R nawo désaochoab=1 Do dé, b=a ' va R 1a
mot trudng. - O

Cac phép toan trén cac idéan

Dinh Iy 2.7. Cho I) va I, ld hai idéan cia vanh R. Khi d6
.{1 +I2 = {al + g ay € 11,0.2 = fg}
la mot idéan cua R,

Chimg mink. Dt I = I + . Khi d6 ¢6 0 = 0+ 0 € /. Gia sit
a=a1+a2€I,b=b1+bQEI, Y(’jial,b1€1rl;(lg,b2612. Théthi

u—-b:(ai—bl)+(a2+bg)€1’.
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Gidstta=a;+a, €I, € R ta co:
za=z(ay +a3) =za; +xa, € I, + I,

.
ar = {ay + az)r = ayx + apzr € I) + I,

Vay I, + I, 1a mot id;'éa,n cua R, d

Dinh nghia, ldéan /, + I, dugc goi 1a téng ciia hai idéan 1,. I,
Dinh 1y 2.8. Cho I, J {4 hai idéan cua vanh R. Khi dé

1J= {Zaibdaie I,bi & J,'J’L2 1}

=1
la mét idéan cia R.

Chitng minh. Trude hét ta ¢6 0 = 0.0 € 1J. Gia st

m n
a4 = E ab;, o = E asb;
i1 i1

la nhitng phan tit thude 7J. Khi dé ta ¢
atb=) ab+ Y dp, clJ
By i1

Bay gis v6ia = Y_a;b, € IJ, £ € Rtacod

i=1

T

a = iz asbs = Y (za)b; € 17,
=1 .

=1

ar = (Z u,f-b,;) T = Za_,;(bi:r) elJ
i1 il _ .
Vay 1J la mot idéan cita R. 0

- Dinh nghia. Idéan /.7 néi trong Dinh ly 2.8 dugc goi la tich clia hai
idéan 7, J.

Nhén zét. RO rang d6i v6i hai idean 1, J ta ludn ¢6 [J c I N J,
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Viduy :

1. Trong vanh cac s6 nguyén Z téng mZ + nZ la idéan chinh dZ,
vai d 1a ude chung 16n nhat cia m va n.

That vay, néu d = (m,n) thi tdn tai cdc sb nguyén u,v sao cho
d = mu + nv, va do d6 dZ C mZ+ nZ. M#t khae, do d 1a uéc clia m
va n nén mZ va nZ cing chita trong dZ, do dé6 mZ + nZ c dZ.

2. Giao mZ N nZ la idéan chinh bZ, v6i b 13 boi chung nhé nhét
cnua o va n,

That vay, gia sit mZ NnZ = bZ. Thé thi bZ chita trong mZ va nZ,
va do dé b 13 boi cia m va n. Bay gid néu k 13 mot bsi chung cha m
va n tht k thudc mZ N nZ = bZ, do dé k 1a bdi cha b, Didu nay ching
to b 1a bdi chung nhé nhit cia m va n.

Hon nita, trong vanh Z ta con ¢6 (mZ}(nZ) = mnZ, vd do dé
mZ N nZ = (mZ}(nZ)

khi va chi khi m, n nguyén té cting nhau.

Vanh thuong

Cho J la mét idéan ctia vanh R. Do nhém cong R 13 aben nén J
la mét nhom con chuan tic cta R, va ta ¢6 nhom thuong

R ={T=z+J reX)
vdi phép céng cho bai
(r+)+ W+ =(@+y) +J
Hon nita dé 12 mét nhém aben. Bay gid ta sé chi ra ring phép nhan
trén R cim sinh mot phép nhan trong R/J, bién nhém aben R/J
thanh mot vanh. .
Dink 1y 2.9. Gid s4 J la mgt idéan cia vanh R. Khi dé tuong dng
(R/J)yx (R/JY — R/JF
{(z+Jdy+J) » ay+J
la mot dnh za. Hon nda, nhém thuong R/J trd thanh mot vinh vdi
phép nhin _ .
(z+ )y+J)=zy+ J



Chimg minh. Dé chitng minh quy tdc néi trong ménh d& 1a mot anh
xa ta can chimg té ring né khoéng phu thude vao.dai dién cia cac 16p.
That vy, gid st

s+ J=2+J y+J=y+J
khidéx—~2' € Jvahy—1vy € J. Béivay,

=zta y=yt+tbh abel
Tt d6 suy ra

'y = ay +ab+ay + ab = 1y + c, ce .

IV&}y, Yy +J=axy+ J

Anh xa néi trén xac dinh mot phép toan hai ngdi trén tap thuong
R/J cho béi
(x+Ny+J)=zy+J
C6 thé kiém tra duge ring nhém cong giao hoadn R/J cing véi phép
nhan vita dinh nghia ]la mot vanh. ' O

Dinh nghia. Vanh R/J n6i trong Dinh 1y 2.9 duge goi la vanh thuong
cua vanh A theo idéan J.

Hai phép toan trong vanh thuong R/J thudng duge ky hiéu bsi

T+y=r+y, T.Y=7IY

2|

Nhan xét. 1.Néu R la vanh giao hoédn thi vanh thuong R/J cing la
vanh giao hoan. Néu vanh R ¢6 don vi e thi R/J 1a vanh c¢6 don vi
e=e+.J,

2. Chang ta ¢é the kiém tra duge ring, tuang lIIlg néi trong Dmh
I¥ 2.9 14 4nh xa chi khi J la idéan cda R.

Vi du. Trong phan trudc ching ta da ching minh nhém cdng Z,, la
mot vanh déi v4i phép nhan T.§ = 7y. Bay gid ta cé thé nhan duge
diéu nay khi xem

Zyp={G=a+mZ: acZ}

la vanh thuong cua vanh Z theo idéan mZ.
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Idéan nguyén t6 va idéan téi dai

Dinh nghia. Cho R 1a vanh giao hoén, ¢6 don vi 1.

1) Idéan P cha R dugc goi la idéan nguyén t6 néu P # R va tit
ab€ Psuyraa € Phoacbke P véimoia,be R.

2) Idean M dugc goi 1a idéan toi dgi cha R néu M # R va néu véi
bit ky idéan B cia R sao cho M ¢ B C R thi B = R hosic B = M.
Vidu

1. 0 13 idéan nguyén tb cha. vanh $6 nguyén Z nhung khéng 13 idéan
téi dai cta Z.

2. Trong vanh 86 nguyén Z moi idéan déu ¢6 dang mZ. Chung la
idéan nguyén té ctia Z khi va chi khi m 13 nguyén t6. Khi d6 mZ ciing
la idéan tbi dai clia Z (xem phan bai tap).

3. Néu F 1a mdt trudng thi 0 vita 13 idéan nguyén t6, vira la idéan
t61 dai ctia F. _

Dinh Iy 2.10. Cho vanh R giao hodn cé don vi va J & mot idéan cua
nd. Khi do:

(i} J la& idéan nguyén té trong vinh R khc vd chz khi vanh thuong
R/J la mdt mien nguyén;

(ii)J la mot idéan téi das trong vanh R khi va chi khi vanh thuong
R/J la mét trudng.

Chitng minh. (i) Gid st J 1a mét idéan nguyén td cia vanh R,
R/J={T=z+Jlxc R}
13 vanh thuong ctia vanh R trén J. V1 J nguyén té nén J # R, do dé
R/J c6 nhidu hon mot phan tit. Don vicha R/J 18T =14 J véi 1
la don vi clia R. Do R la vanh giao hoan nén R/J ciing 1a vanh giao
hoén. Bay gio gid sit T v ¥ 12 hai phan t tuy ¥ cua R/J. Néu
TG=0
thl xy € J. Vi J 1a idéan nguyén t6 nén hosic r € J hoic y € J. Tt

d6 suy ra T = 0 hosc ¥ = 0. Vay R/J khéng c6 ude ciia khéng, va do
dé R/J la mét mién nguyén.

Nguoc lai, gia sit R/J la, mot mién nguyén. Khi dé R/J cé nhidu
hon mot phén ti, do d6 J # R. Gia st z,y 13 hai phan ti thuée R
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sao cho xy € J. Khi d6

.5 =10
Vi R/J khong c6 uéc chaOnénsuyraz =0 hosic g =0. Tudé6z € J
hodc y € J. Vay J 1a idéan nguyén té.

(i) Gid stt J 1 idéan téi dai trong vanh B, v gidstu € R/J, u # 0.
Thé thi tén tai r € R/J sao cho

u=r=r+.J
Khidé J+rR =R, do dé

l=y+rz, yeJzxeR
Tit d6 I
' 1=0+7%7
nghia la ¥ c6 nghich ddo. Vay R/J 1a mot trudng.

Ngwoc lai, gid st R/J 1a mot trudng. Thé thi R/J khong c6 idéan
thye sit. Khi d6 néu B 1a mot idéan ena R sao cho

JCBCR

thi B/J la idéan cua R/J. Do trong R/J khong ¢6 idéan thyc sit nén
*-B/J = 0 hoac B/J = R/J, nghia la B = J hosic B = R. Didu nay
ching té J 1a idéan téi dai trong R. |

Ménh dé trén cho thiy moi idéan téi dai ddu 13 idéan nguyén té.
Digu ngudc lai néi chung khong ding. Tuy nhién ta c¢6 ménh dé sau.

Ménh dé 2.11. Trong vanh s6 nguyén Z mei idéan nguyén. té khdc
khong déu la té6i dos.

Chitng minh. Gid st mZ # 0 1a mot idean nguyen t6. Néu nZ > mZ
thi m € nZ v m = nr. Theo dinh nghia cda idéan nguyén té néu
n ¢ mZ thir € mZ, nghia la r = mt v6i t € Z nao d6: Tix d6

m = nr = ritm.

Do-m # 0 nén nt = 1, suy ra nZ = Z. Vay mZ 1 idéan téi dai cta
vanh. Z. . 3
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Bai tap

V&1 cde bai tap tit 2.1 dén 2.5, tim tét cd cdc idéan cia varh dd cho.
21.Z, x Z;.
2.2. Zx.
2.3. Q.
2.4.Z;
2.5.Z[i).
2.6. Tim céc vdc cia khong trong vanh Z/6Z.

Vé: cdc bas tap 2.7, 2.8, ziac dinh bing cing va nhin che cdc vink di
cho. Tim tét cd céc udc cia 0 tmng moi vanh. Vanh nao trong cdc
vanh nay la truong?

2.7. Ze/(3).
2.8. Z3 x Z3/((1,2)).

2.9. Ching minh Z/nZ (v6i n > 0) 12 mdt midn nguyén khi va chi
khi n 1& m4t 86 nguyén t4.

2.10. Cho R 1a mot vanh tay ¥, n 14 6 nguyén cho trude. Chitng minh
A = {z € B| nx = 0} 1a mét idéan cua R.

2.11. Cho vanh R vi a € R. Chang minh rang céc bo phan

aR = {az| r € R}
Ra = {za} z € R}

lan lugt 1a idean phai, idéan trai cia R.

2.12. Cho R 1a vanh giao hoan o6 dan vi 1a 1, { va J 1 hai idéan ciia
R Hay chimg minhnéu I+ J=Rthi{J=1nJ.

2.13. a) Chitng minh ring d6i véi hai s6 nguyén duong m va n

mZ +nZ = Z

khi va chi khi m va n nguyén t6 ciing nhau.
b) Chimg minh tryc tiép ring

mZ N\ nZ = mnZ

khi va chi khi m va n nguyén t6 cling nhau.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22,
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Gia st R la mot midn nguyén véi phan tit don vi e va n 1a cip
cua e trong nhém cong R. Ching minh: '
a) n la mot s6 nguyén td.
b) Moi phén tif khac khong = € R ¢6 cap n.

¢) Bo phan mRB = {muz|z € R} v6i m la s6 nguyén cho trude la
mot idéan cla K.

d) R/mR = R néu m la béi cia n; R/mR = {0} néum khong

1a bol cua n.

Trong vanh da thtc Z{z| xét idéan J sinh bdin € Nva z. Chfmg
nminh ring / la mot idéan nguyen t6 néu va chi néu n la mot sb
nguyén td.

Cho R la vanh giao hoédn ¢6 don vi 1 # 0. Chiing minh ring néu
moi idéan cia R, khic R, déu 14 idéan nguyén t thi R 1a méot
trudng. '

Cho R 1a mot vanh giao hoan c6 don vi va I la idéan thye sy
ciia vanh R. Ching minh ring ton tai mot idéan téi dai cla R
chua [.

Cho R 1a vanh giao hoan ¢6 doi vi 1. Ching minh ring véi mdi
phan tit khong kha nghich a € R déu chita trong mot idéan tbi
dai chita a.

Gid s7 / 1a mot idéan thye sy cua Z. C}nrng minh tang [ la
mot idéan téi dai clia Z khi va chi khi [ = pZ, véi p 1a mot s6
nguyén to.

Chitng minh ring moi idéan téi dai trong vanh Z,, déu ¢6 dang

pZ,, trong d6 p 13 mot udc nguyén td cha n.

Cho R 1a vanh giao hodn, ¢6 don vi. Ching minh hai khang
dinh sau la tuong duong véi nhau:

1) R ¢hi ¢6 mdt idéan t6i dai duy nhét.

ii) Tap cac phan tit khong kha nghich cia R 1ap thanh mdt
idéan caa R,

Cho R, S 14 hai vanh. Trén tich R x S ta dinh nghia phép nhan
va phép cOng nhu sau:

(£, ¥)(a,b) = (xa,yb)
(r,4) + (a,b) = (z+a,y+b).

Chiing minh ring R x S 13 mét vanh vA X 1& mét idéan cua



2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

R x S khi va chi khi X = A x B v81 A la mét idéan cia R, B
12 mét idéan cha S.

Cho R la mot vanh giao hodn. Mot phan tif a € R duoe goi la
ldy linh néu a™ = 0 v6i n > 0 ndo dé trong Z. Tap N(R) tit ca
céc phan tit liy linh trong R dugc goi 1a can cla R.

a) Chitng minh rang N(R) 12 mot idéan cia R.

b) Ching minh rang N[R/N(R)] = 0.

¢} Chimg minh ring N{R) bing giao clia tit ci cac idéan nguyén
t6 clia R. '

Cho K la mot vanh giao hoan ¢6 don vi. Chitng minh rang:

a) N(R) = {x € R| 3n € N*, 2" = 0} 13 mot idéan cha R.

b) Tap N(R) la giao cia moi idéan nguyén té ciia R.

Thim nhém cae ude ciia don vi trong vanh Z/nZ. T d6 ching
minh a?~! = 1{modp) vdi p 14 mét sd nguyen tb va e khong chia
hét cho p.

Mot vanh giao hoan R duge goi la mot vanh dia phuong néu
ton tai mot idéan thyc sy 16n nhit P-(theo nghia véi moi idéan
thyc sy I C R tacé I ¢ P). Ching minh ring cac ménh dé sau
la tuong duong:

a} R la mot vanh dia phudng.

b) Tap céc phan tir khong kha nghich cia R 1a mot idéan.

c) Ton tai mot idéan téi dai @ sao cho 1 +a kha nghich véi moi
a€ Q.

Néu F 1a trudng, ching minh ring R = M,(F) c6 ding hai
idéan 1a 0 va R. (Bdi vi diéu nay, R duge goi 1a vanh don.).
Cho vanh dia phuong R v6i J(R) 14 idéan gdm tét c4 cac phan
tu khéng kha nghich cha R.

a) Chimg minh réng moi vanh Z,» v6i méi s6 nguyén tb p va
n > 1, 1a dia phudng, nhung Zg thi khong la dia phuong.

b) Chitng minh ring '

r £
Ly = {; € Q| p khong chia hét s, {r,s) = 1}
Ja mot vanh con dia phudng cia Q véi mdi sé nguyén tb p.
c) Néu R 13 dia phuong, chitng minh ring R/J(R) la mét truong.

d) Ching minh riing R 1a dia phuong néu R/N(R) 13 mot trudng
(Lwu ¥ rang néu a liy linh thi 1 — e kha nghich).
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3. Dong cau vanh

Dinh nghia va vi du

Dinh nghia. Cho hai vinh R va S. Anh xa f: R — 8 duge goi 1a
mét dong cdu tit vanh R dén vanh S néu:
fla+b) = f(a) + f(b)
flab) = f(a)f(b).
v3i moi a,.b € R.
Trong trudng hgp £ = S dong céu f dude goi la mot tu dong cdu

cha R. Néu f 1a mot don anh {tuong ting toan anh, song 4nh) thi déng
cau f duge goi 1a mot don cdu (tuong Ung todn cdu, ding cdu).

Néu c6 mot 4nh xa dang ciu tit vanh R dén vanh S thi ta néi ring
R va S ddng cdu véi nhan va k¢ hieu R~ S.
Vi du

1. Cho R va S 13 hai vanh tuy ¥. Anh xa 6 : R — S bién moi phan
ti z € R thanh phan t 0 € S 1 mat ddng cdu vanh, duge goi 1a déng
cau khong.

2. Cho A4 la mot vanh con cha vanh R. Anh xa déng nhét
. A- 'R, T

la mot don chu, duge goi 1a phép nhing tu nhién cia A vao R. Dac
biét, khi A = R thi phép nhiing x trd thanh mét tu ding cdu clia R,
duge goi 1a phép dong nhdt cla R.

3. Cho I 13 mot idéan ctia vanh R. Anh xa
p:R—=R/I, cw—x+]

la mot toan chu ti vanh R dén vanh thuong R/I, du’Qc goi 1a phép
chiéu ty nhién tit R len R/1.
4. Cho trudng sd phite C. Aph xa
p:C—-C, a+be‘n—#a—bi .
la mét ty ding chu cna trudng sé phie C.
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Vi du. Cac phép bién déi tuyén tinh tit R® dén chinh né 1 vanh
(L{R",R"), +,¢) véi phép cong va phép hop thanh anh xa. Khi d6
anh xa

f i LR R") — M, {R™)

1 mot déng chu vanh, ¢ d6 f dat tuong tng mdi phép bién ddi tuyén
tinh o v6i ma tran chinh téc clia né, titc 1a ma trén c8 n x n cac hé
ttr dbi véi co s& chinh tic cita R™.

That vay, néu o la mot phép bién ddi tuyén tinh tit R® dén chinh
no thi

Iy | @iy + .+ gy, iy ... Qp

of| .| = va fla) =

In [Gn1Z1 + .+ Cnndy | Gnt ... lpn

Phép cong va phép nhan ma tran da duge xace dinh sao cho

fla+8) = fla)+ f(5)
flaoB) = fla)f(s)

Ngoai ra, néu ¢ la phép bién ddi tuyén tinh déng nhéit ctia R” th
f{%) 12 ma tran don vi.

M&i mot ma tran xac dinh mét phép bién déi tuyén tinh, do d6 f
la mdt toan chu. Hon thé, f con la mot don chu do mdi ma tran chi
xac dinh ding mét anh xa tuyén tinh. Cu thé, cot thi j cda ma tran
chinh la dnh cla vects co sd thit 7. Béi vay f la mot déng chu vanh,

Tinh chét cta dong ciu

Cho f: R — 5 la mdt ddng ciu tit vanh R dén vanh S. Khi do:

1. f la mot dong céu tir nhém cong R dén nhém cong S nén no
cdc tinh chat ctia mot déng ciu nhém. Cy thé la

a) f(0) =0,
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b) f(—a) = —f(a), VaeR.

Tuy nhién ean luu ¥ ring néu R va S 13 nhitng vanh ¢6 don vi thi-
khong nhat thiét xdy ra f(1) = 1.

- 2. Néu A 1a mot vanh con ctia R thi f(A) 13 mdt vanh con cua S.

That vay, gia st A la vanh con cia R. Do méi dong cau vanh la
déng cdu nhém va mdi vanh con 1a mét nhém con nén f(A) la nhém
con. Gia st vy, ¥ thude f{A). Khi dé tén tai a;,a, thudc A sao cho
flay) = vy, f{az) = yz. T d6 suy ra

y1yz = flai)flag) = flaiag} € f(A).

Vay f(A) la vanh con cia S.

3. Néu { 1a mot idéan cta S thi f7'(7) 1a mot idéan cua R.

Trude hét, f~1(f) la mot nhém con d6i véi phép cong. Bay gid, gia
sta € fFY{I)vare R Thé thi f(x) e [, vado do

flar) = fle)flr) €1,

tic 1a xr € f71(I). Vay [ la mot idéan cua vanh R.

Anh va hat nhan ciaa dong cau

Néu f 13 mot déng ciu tit vinh R dén vanh S thi né 12 mot dong
cau nhom, va khi d6 ta da ¢6 khai niém anh dong cAu Imf = f(R),
va hat nhan déng cau Kerf = f~1(0).

Nhan xét. Ti tinh chét 2) va 3) vita néu trén ta suy ra rang Imf la
~ mot vanh con cta S va Kerf 1a mot idéan cua R.

Meénh dé 3.1. Vanh con J la mét idéan ctda vanh R khi va chi khi 1
l¢ hat nhﬁn cta déng cdu vanh nao dé.

Chitng minh. Theo nhan xét trén, hat nhan cia mot ddng céu vanh
f: R — S la mot idéan ctna R. Ngudge lai, néu J 13 mot idéan cua
vanh R thi J 13 hat nhén cia phép chiéu ty nhién p: R — R/J. [

Tuong tu nhu dinh 1¥ déng cAu nhém, trong 1y thuyét vanh ching

ta ¢6 dinh ly ddng chu vanh, hay con goi 1a dink Iy vé tinh phd dung
eda vanh thuong.
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Dinh 1y 3.2. Cho f la mét dong cdu vanh t& R dén vanh S. Khi dé
ton tai duy nhét déng cdu vanh @ . R/Kerf — S sao cho tam gidc
sau la giao hodn

I

R S
SN Y

R/Kerf

va Imyg = Imf, trong dé p - R = R/Kerf la phép chiéu ty nhién.
Hon nita ¢ la don cdu.

Ching minh. Dt K = Kerf. Tl dinh 1y déng cdu nhém suy ra quy
tic ¢ dat tuong tng mbilép 7 = « + K € R/K véi phan tit f(z) € S,
la mot don chu nhém duy nhét thod man f = ¢ o p. Bay git ta con
phai thi lai ring »» 1a mot dong ciu vanh. Ta co

w(Z.g). = (@7 = fzy)
=f@)fly) = @@« @) | U
Dinh 1y 3.2 con ¢6 thé phat biéu ¢ dang tdng quat hon, nhu da
lam véi cac dong cdu nhém & Dinh 1y 5.5 Chuong I1. Ban doc c6 thé

‘tut lam diéu nay va thye hién phép chimg minh mot cach khong khé
khan gi. '

Tt Dinh 1y 3.2 ta suy ra ngay hé qua sau.
Hé qua 3.3. Néu f : R — S la mot dong ciu vanh thi vanh thuong
R/Kerf dang cdu véi Imf.
Chitng mink. Theo dinh 1y 3.2, ta ¢6 don cdu ¢ : R/Kerf — S. C6
thé xem > 12 dbng chu tit R/Kerf dén Imf va khi d6 hién nhién o
la mot toan chu. Bdi vy ¢ la anh xa déng chu

R/Kerf=Imf (|
Dinh Yy 3.4. Cho I va J la hai idéan cio vanh R. Khi d6
(I+J)/J=I1/{InlJ).

Ching manh. Theo Dinh Iy 2.7 ta ¢6 [ + J 12 mdt vanh con cia R,
ngoai ra J la mét idéan cta I + J, vi INJ la idéan cia 1. Xét anh xa

el -+ 0)J
ar—a+ J
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Theo phép chimg minh He qua 5.10, Chuong 11, thi ¢ 1a mét toan céu
nhém v6i hat nhan Kerp = I'NJ. Bay gi¢, ¢ thé thiy ring ¢ con 1a
mot déng ciu vanh. Tit dé theo Hé qua 3.3 ta c6 ding cdu vanh

Hannh=d+nHJ 0

Tich truc tiép

Déi v6i hai vanh (R, +, x)} va (5,4, x), tong tryc tidp cta hai
nhém aben (R, +) va (S, +) 14 mdt vAnh véi phép nhan cho bdi

(a, z)(b, y) = (ab.zy).

Vanh nay duge got 1a tich truc tiép cia hai vanh R va S, vd ky hiéu
bdi R x §.

‘M6t cach tdng quat ta ciing c6 thé dinh nghia tich tryc tiép [[R:
I

' ctia mot ho nhitg vanh (R;} ¢ € I). M5i phin ti ca tich true tiép 13
mdt ho (a;), v6i a; € R;,1 € 1. Hai phép toan cong va nhan duge xéc
dinh bdi phép cong va phép nhan theo timg thanh phan, nghis 13

(@) + (&) = (a:+&)
(@:)(b:) = (aiby) |
Vanh con cia tich tryce ti€p [[R; gdm tat ca céc ho (a;), sao cho chi
c6 mot s6 hitu han thanh pht?:n a; # 0, duge goi 1a téng truc tiép cha
cac vanh R;, va k¥ hiéu bdi GIBR,-.

Tong tryc tiép @R, trung v6i tich tryc tiép J]R; khi va chi khi 1
H I :

¢ .

Ia tap hitu han. Do vay,
Ry xRygx ... xR, =R R, &... DR,

Trong trudng hgp clc vinh R; déu la vanh ¢6 don vj thi tich trye tiép
[1R: c6 don vi la (e;), v6i e; 1 don vi cla vanh R;.
i

Meénh dé 3.5. Cde vanh Zmn v@ Ly X Z, ddng céu khi va chi khi
m,n la hai s nguyén té cing nhau.
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Chigng meinh. Néu (m,n) = 1 thl a4nh xa
f:Zmﬂ_’ZmXZﬂ
cho béi _
flx +mnZ) = (x +mZ,z + nZ)
la mot ddng cAu nhém. Ta c6 thé thir lai ring f ciing 12 mot ddng ciu
vanh. That viy,
flle + mnZ)(y + mnZ)] = f{ry+ mnZ)

= (xy + mZ, ry + nZ)

= (z+mZ.xz+nZ)y+mZ y+nZ)

= f(z +mnZ)f(y + mnk) '

Néu (m,n) # 1 ta da chi ra rding cic nhom cong Z,,,,, va Z, x Z,, khong
- dang cfu va bdi vay khong thé c6 mot déng ciu vanh gita ching. [

Biéu dién thing du

Bay gid ching ta néu mét 1ing dung cila dang biéu dién cGa mot
vanh nao d6 thanh tich trye tiép clia cdc vanh.

Cho m = mymy...m,, v6i m; 1a chc sb nguyen t cung nhau timg
d6i mot. Ching ta biét rhng cé mot ddng chu vanh '

Zn = [ 2.
i

Qua dang cAu nay mdi x trong Z,, duge biéu dién duy nhét dudi dang
mot bo r s (a;,aq, ..., a,), trong dé z = a; modm;. Khi d6 ta néi ring
{ai, az,...,a.) & mot biéu dién thing du cla .

Vi du, v6i m = 30 ta c6 déng clu

Z30g22§<23xz‘5

Do dé méi sb nguyén tir 0 dén 29 ¢6 thé duge biéu didn mot cach
duy nhét theo cic médun thang du 2, 3 va-5 nhu trong bang dudi day.
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Bifu dién thing du cic 8b nguyén tix 0 dén 29

Thang du Thang du Thing du

modun; mbdun: modun:
r 2 3 5 T 2 3 5 £ 2 3} b
] 0 @ 1] W0 1 0 2010 2 0
1 1 1 1 1|1 2 1 21y 0O 1
2 o 2.2 1210 0 2 2210 1 2
3/ 1 0 3 131 1 3 2371 2 3
4 0o 1 4 1410 2 4 2410 0 4
5 1 2 ) 1511 0 0 251 1 @
4] 0 0 1 1610 1 1 2600 2 1
7 1 1 2 171 2 2 2701 0 2
8 g 2 3 16| 0 0 3 28|10 1 3
9 i 0 4 191 1 4 2001 2 4

Nho dang cdu vanh, phép cong va phép nhan trong Z,, duge bidu
dién mot cach don gian boi phép cong va phép nhan cla céc bidu dién
thiang du theo titng thanh phan. Vi du, dé cong 4 va 7 sit dung bidu
dién thang du, ching ta cé '

(0,14} + (L 1,2)=(0+1,14+1.44+2)=(1,2,1).
Twong tu, nhan 4 va 7, chang ta ¢6
(0,1,43.(1,1,2) = (0.1,1.1,4.2) = (0, 1, 3).

Biéu dién thang du c6 ing dung quan trong trong viéc thiét ké cac
b6 cong nhanh, bdi vi tit ca céc thing du cé thé duge cong cung luc.
Céc sb 6 thé duge dé dang chuyén thanh dang thang du; tuy nhién,
céc chuong trinh uguge lai dé tim mot sb ¢ bidu didn thang du cho
trude doi héi st dung dinh 1y du Trung Hoa. Chiing ta ¢6 thé tim hiéu
sdu hon vé viéc sit dung biéu dién thing du trong cac tai lidu thuoc
linh vye khoa hoc méay tinh.

Bai tap
3.1.Cho f la mc}f déng ciu vanh tir R dén S (R va S 1a nhitng vanh
giao hoan ¢6 don vi).

a) Chitng minh ring néu f la mot toan cau va 7 la mot idéan
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

cla R thi f(I) 1a idéan ctia S. Néu f khong 1a toan ciu thi tinh
chét nay con ding khong? Tai sao?

b) Chitng minh ring néu P la mot idéan nguyén to clia S thi
f(P) la mot idéan nguyén tb clia R. K& qué nay con ding
khéng néu thay gia thiét "nguyén t6" bing gid thiét "t6i dai"?
Tai sao?

Gia st A 1a mot vanh, B 13 mot tap hop véi hai phép toan cong
va nhan, f: A — B 1a mot song anh thod man:

(i) Ya.b € A, fla +b) = f(a) + f(b).

(1) Va,b € A, f(ab) = f(a)f(b).

Chitug minh ring B la mot vanh, hon nita B dang cau vdi A.
Chitng minh ring phuong trinh z* — 52? — 2 — 17 = 0 khong c6
nghiém trong Z.

Vanh R dude goi 1a mét vanh Bool néu ¢ = a véi moi a € .
Ching minh ring mdi idéan nguyen t6 P cla vanh Bool R la
mdt idéan t6i dai va R/P = Z,.

Ching minh rang

(2 woes)

la vanh con ctia vainh M;(R), dang ciu vai C.
Cho & 1a mét vanh, Dat

R = {(g i) &,b,ces};
I

Chitng minh réng A 13 mot idéan cia R va R/A S § x §.

Gia st f : R — R 1a mét ty déng chu cla vanh R. Chiing minh
ring tap hop

A={re X|f(z) =z}
la mot vanh con cia K.

Cho m va n la hai sb nguyén, m chia hét n. Tim idéan A cha
Zy, 530 cho Zy, /A = Zy,.

Tim tat ca cac ty ddng chu ciia vanh Z[v2).
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3.10.

3.11.
3.12,

3.13.

- 3.14.
3.15.
3.16.
3.17.
3.18.

3.19.

3.20.
3.21.

3.22.

140 -

Chitng minh réing ¢6 du¥y nhét mot ddng chu vanh tit vanh cac
s6 hitu ty Q dén vanh céc sé nguyén Z.

Hay tim tAt c4 cac ty ddng ciu cia vanh cac s6 nguyén Z.

Tim moi ty déng cau cia vanh |
QW3] = {a+bvE | a.be Q).
Tim moi ty ddng clu ctta vanh
Zji)={a+bi|abeZ}

Tim mot dong ciu tit vanh tit Z dén Z ;.
Tim moi déng clu tit Z,5 dén Z,.

Tim mei ty ddng cAu clia vanh Z x Z.
Tim mei déng céu ti Z,; dén Z,.

Hay xac dinh vanh céac ty dong cu End(Z,; x Z;). N6 ¢6 1a vanh
giao hoan khong? _

Chitng minh réng 10" = 1 (mod 9) déi vdi moi sé ty nhién n.
Tu dé chitng minh ring mét s6 nguyén 1a boi ciia 9 néu va chi
néu tdng céc chit s6 chia n6 1a boi cha 9. '

Tim sb cac vinh khong déng cdu c6 3 phin .

Trén vanh (R, +, x) xac dinh hai phép toan cho bdi

rds = r+s+1

roesg = r.8+74 8.
Ching t6 rdng (R,®,0) la mot vanh ding chu v4i vanh
(R, +, X).

Gid slt R 1a mot vanh tuy 7, Z 13 vanh céc sb nguyén. Trén RxZ
ta dinh nghia céc phép toan nhu sau:

(z1, nl) + (z2,n9) = (21 + Za, 1y + na2),
(21, n1) (x5, ng) = ($1332+Tt11‘2+'ﬂ2$1,ﬂ1n2)-

Ching minh réng R x Z 13 mdt vanh c6 don vi, chita mat vanh
con dang ciu véi R.



3.23.

3.24,

3.25.

3.26.

Cho R = Ax B la tich Dé-cic cha hai vinh 4 va B tuy y. Chimg
minh:

a) R 1a mét vanh véi phép ¢ong va nhan theo timg thanh phan:
b) Céc bd phan

A = {(a,0) | a€ A}
B = {(0.b) | be B}

13 nhitng vanh con cia R theo thit ty dang chu vdi A va B,
¢) A va B la hai idéan cla R thod man cac hé thic:

AN B ={{0,0)}, R:E{Bi

d) Gié sit A va B la nhitng vanh ¢6 don vi, hiy tim céc don vi
cua &, A va B.

Tim tdp cac ty ddng chu clia trudng
Q(Vi) = {a+bVi|abe @},
v6i mot gia tri xac dinh cla V3.
Tim tap céc ty ding clu cla trudng
QV2) = {a+bV2+cV4d | a,b,c € Q}.
Gia-stt R 1a mot vanh va a € R. Chilmg minh ring;
a) Anh xa

h,:R —- R
L - ax
la mét ty déng cau clia nhém cong aben R.
b) Anh xa
h:R — FEnd(R)
a — hi{a)=nh

la mot dong clu vanh tit A dén vanh cac ty ddng cdu End(R)
ctia nhém cdng giao hodn R.
¢) Tim Kerh. Chimg minh riing / 14 don ciu khi R ¢ don vi.
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3.25.

3.26.

3.29.

Gid st f: X — Y |la mé6t déng clu tit vanh X dén vanh Y, A
va B theo thit ty 1a hai idéan clia X va Y sao cho f(A) C B;
p: X —>X/A,p:Y ->Y/B

13 cac toan ¢Au chinh tdc. Ching minh ring ton tai mot dong
cau duy nhéat f tir X/A dén Y/B sao cho hinh vudng

!

X Y
p ¥
x/A—1.v/B

la giao hodn, titc la fop =p o f.

Hay tim cac ty déng ciu cia:

a) truong cac sé hitu ty;

b) truding cac s6 thyc;

¢) trudng cae sb phite, gilt nguyén moi s6 thuyc.

Cho I va J 12 hai idéan cta vanh giao hoén, ¢6 don vi R, va cho
anh xa

p:R— (R/I)x(R/J)
a— (a+1,a+J)
Hay ching minh:

a} p 1a mot dong ciu;
b) p la moét toan ciu khi va chi khi {1 + J = R,

. ¢) Hay md rong cac két qua trén cho tap I;, £, ..., I, (v6in > 2)

3.30.

3.31,
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nhiing idéan cua vanh K.
Gia sit R la vanh giao hoan, ¢6 don vi; A, B 1a hai idéan cua R
sao cho R = A + B. Ching minh réng

R/AB = (R/A) x (R/B).

Cho m va n la hai s6 tu nhién nguyén t6 cling nhau. Chimng
minh déng cdu vanh

Z/mnZ = (Z/mZ) x (Z/nZ)



3.32.Gidstt f: V — R, g: V — Y la hai déng chu vanh, véi f la
toan cu. Chitng minh cac diéu kién sau day 1a tuong duong:
a) Ton tai déng chu b : R — Y saochog=hof.
b) Kerf C Kerg.
Khi mét trong cac didu kién trén duge thod man thi:
¢} k 1a duy nhét;
d) & la don 4nh néu va chi néu Kerf = Kerg.
¢} h 14 toan anh néu va chi néu g 1a toan anh.
3.33. Cho d = 7 hodc d = 11. Chitng minh
a) Bo phan
QWd) = {a+bVd | a.b € Q}

l& mot trudng con cua trudng s6 thic R,
b) Céc trudng Q(v/11) va Q(+/7) khong déng chu véi nhau.

4. Truong cac thuong

‘Trong muc nay vanh R duge gia thiét 13 mot mién nguyén.

Mién nguyén Z duge chita trong trudng sé hitu ty Q. Hon nita Q
la truong s6 bé nhit chiva Z. M rong didu ndy ching ta sé ching t6
réng mdi mién nguyén déu nhing duge vao mot trudng tdi tiéu, goi la
trudng cde thuong cha midn nguyén dé.

Trudce hét ta hay xét tinh hubng mién nguyén R chita trong mot
trudng £ nao dé. Khi dé giao Q cla tht cd cdc trudng con cia F,
chita R la trudng con bé nhit cha F chia R. Trudng con nay duoc
déc trung bdi ménh dé sau.

Meénh dé 4.1. Truong Q gom tat cd cdc phin t 6 dang ab™', vdi
a,be R, b#0.

Ching minh. D& théy 0,1 € Q. Bay gid ta ching té  déng kin déi
vai phép trir va phép nhan. That vay,

ab™! —cd™! = ad(bd)™? — cb(bd) ! = (ad — be)(bd)"' € @
{ab"N(ed™) = (ac)(bd)™' € Q.
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Bai vay @ 1A mdt truong con cua K. Hon nita, véi moi r € R thi
r=r1"'eQnén RC Q.

Néu F 1& mét trudng con cha K va chita R thi ro rang F ciing chita
Q). Diéu ndy chimg té @ Ia trudng con bé nhit cia K, chgta R. O

Bay gid ta xét bai toan: D61 vdi méi mién nguyén R ¢d hay khong
mét trudng t6i tiew Q chita R nhu mot vanh con? Cau tra 10i 1a ¢6 va
chiing ta c6 thé xay dung trudng Q xuét phat tr R nhu sau.

Gia sit R 1a mot mién nguyén. Xét tap hop
Rx R = {(a,b)|a,b € R, b # 0}

gom céc cAp phan tif ciia R ¢6 thanh phin thit hai khac khéng. Dua
o a’ C £ " g

trén sy kién, trong trudng sb hitu ty 5= 3 néu v chi néu ad = be,

ta xéc dinh quan hé hai ngoi trén R cho bdi |

(a,b) ~{c.d) & ad = bc.

Ta thit lai r"ﬁng day & mét quan hé tuong dudng:

(i) (a.b) ~ {a,b) do ab = ba.

(ii) Néu (a,b) ~ {c,d) thi ad = bc. Didu nay kéo theo cb = da va
do dé (c,d) ~ (a,b).

(iif) Néu (a, b) ~ {c,d) viinéu (c,d} ~ (e, f) thiad = bc va cf = de.
Diéu nay kéo theo

{af —be)d = (ad)f — bled) = bef — bef = 0.

Do R khong ¢6 udc cia khéng vi d # 0, ddng thic trén cho ta
af —be =0, nghiala (a,b) ~ (e, f).

Nhu vay quan hé ~ 1a phan xa, déi ximg, bic ciu, va do dé 1a mot
quan hé tuong duong. Dé cho gon ta € ky hiéu 1dp tuong duong (a. b)

chia cap (a.b) cla R x R* la E va ky hiéu tap thuong gdm cac lop
tuong duong dé 1a Q.

Duge goi ¥ bdi cac phép toan cdng va nhan trong trudng s6 hiru
ty Q ta xay dyng hai phép toan trong @ dé @ trd thanh mot trudng
nhit sau.

Dinh ly 4.2. Tap thuong Q cing véi hai phép todn

a ¢ ad+bc ac ac

5 3dT T T bd T b
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la mot truong. Hon nita Q chita R nhu moét vanh con.
Ta goi () 1a truong cdc thuong cha R.

Ching mink. Trude hét c6 thé ching minh duge réng cac quy téc

¢Ong va nhan néi trén khong phu thude vao dai dien (a, b), (¢, d) cia
cac 1op. Ta chitng minh didu nay cho phép cong. Gid st

{a. b) ~ (' 8") va (e, d) ~ (', d)
Thé thi ab’ = ba’ va cd’ = dc'. Do dé
(ad + be)(V'd') = (ab')dd’ + V' (cd') = (a’b)dd’ + BE'(c'd)
= {a'd + ¥ ) (bd)
va nhu vay
ad+bc _a'd + b
be bd

Diéu nay chiing to ring dinh nghia ctia phép cong 1a hop ly. Ciing nhu
vay, ach'd’ = o’c’'bd, nghia la '

ac _ a'd
bd — bd'’
va dinh nghia cua phép nhan 1a hop 1y.

Sau dé ¢6 thé kiém tra dugce riing véi hai phép toan nay @ 1a mot
vanh giao hodn, ¢6 don vi. Trong vanh ¢ phin t khéng la T phan ti
a —a . A S
T va phan tu don vi la ;= Ib vdi moi b € R*,
Im%tﬁwmmd%GMpﬁnmkM£Mm%%laadoa%&B&

a

L . @
déi (ruagla—

vay  1a mot truong. (Céc chming minh chi tiét xin danh cho ban doc).
Bay gio chung ta sé ching t6 ring ¢6 mét don chu vanh tit R dén
(/. Xét anh xa

WRHQJHg

Dé thay d6 1a mot ddng chu vanh. Ta c6

il

Kerg = {r]7=0}={r|{n])=0.T}}

= {rl(n~ (0.1} ={r|rl=10}= {0}



Diéu nay chimg t6 13 mdt don cdu. Do ¢ 1a mot don clu nén ta
c6 thé déng nhat R véi &nh clia n6 béi a = p(a) vi xem R nhy la mot
vanh con cia Q. ]

Nhén xét. Méi phan ti cha trudng cac thuong Q viét duge dusi dang
ab ', véia,be R, b+#0. That vay,

*

—]

_a 5—1: -1
_1><(1) _.ab..

| =

b
Tl do ta ¢6 ngay cac hé qua sau.

Heé qua 4.3. Trudng sé hiu ty Q la trudng cdc thuong cie vanh cdc
36 nguyén 7.

Ching minh. Diéu nay suy ra tryc tiép tit Dinh 1y 4.1 khitaldy R = Z.

Khi dé6 hai cap (a,b), (e, d) € Z x Z* 1a tuong duong khi va chi khi hai

' L0 ¢

phan s6 —, - 1a bang nhau. O
_ b'd

He qua 4.4. Trudmg cdc thuong ctia mién nguyén R la truong to tiéu

chita R.

Chiing minh. That vay, gid st A 14 mdt trudng con cia F, chia
trudng céc thuong Q cia mién nguyén R. Khi d6 néu z € Q thi
xr=ababeRa#0 DoAlatrtdng chitaRnéntitdésuyrazr € A
va bdi vay Q C A O

Ménh dé nay ¢6 nghia la néu F la mot truong nao doé chita mién
nguyén R thi F' chita mdt trudng cde thuong cia R.

Diac so

Dinh nghia. Cho R la mot vanh giao hodn, ¢0 don vi e. R dugce goi
la vanh ¢ dgc s6 0 (tuong dng, ddc s6 1,0 < n < 00) néu trong nhém
cong R, phan td e ¢6 cip vo han (tuong dng, cb cip n).

Ch4 . T dinh nghia cdp clla mot phan t ta suy ra ring:

a) Néu vanh R ¢6 dac s6 0 thi n = 0 1 s6 ty nhién duy nhét sao
cho ne = (). '
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b) Néu vanh R c6 dic s6 n thi n [3 sd nguyén bé nhit trong cace s6
nguyén duong k sao cho boi ke = 0.
Vidu

1. Vanh s6 nguyén Z v moi vanh mé rong cta Z déu 1a nhing
vanh c6 dic s6 0.

2. Vanh Z,, (m > 2) 1a vanh c6 dic s6 m.
Dinh 1y 4.5. (i) Trong vanh R ¢6 dic s6 n # 0 thi nz = 0 vdi moi
r < R. .

(i) Néu muén nguyén cé dic sén # 0 thi n lé s6 nguyén té.

Chitng minh. Gia st n # 0 13 dic 36 clla vanh R. Goi e 13 don vi clia
vanh R. Khi d6 ta ¢6 ne = 0. V& moi ¢ € R, x = ex, suy ra

n:t:zg_:+...+:£=§$+..;—l—e§:(g+...+g)1‘=(ne):€:0.
n Tt 1

Bay gio gia stt R la mién nguyén, c6 dic sé n # 0. Néu n khong
phai 1a sé nguyén t6 thi n la mot hop s6, n = pg,1 < p,g < n. Do
‘g < n nén pe # 0 va ge # 0. Tuy nhién, khi d6

(pe)ge) = (et .. +e)let+ . +ey=¢e+..fe=ne=0

[ q g

Didu d6 c6 nghla 1a R c6 udc cha 0, trai véi gid thiét R 1a mot mién
nguyén. Vay n phai 13 mot s6 nguyén tb. O

Khai niém dic s6 cho ta mot md ta vé ciu trie cla tru?jng théng
qua hal trudng quen thudc Z, va Q. '

Dinh 1y 4.6. Cho F la mét truong. Néu F c6 dic so 0 thi F chia
truong con ding cdu vdi truong sé hite ty Q. Néu F ¢6 dic sdp # 0
thi F chita truomg con ding cdu vdi truong Z,, cac lop thang du theo
modun p.

Ching manh. Gia sit F' 1a mot trudng v4i don vi e. Xét anh xa

f:Z—-F

n — ne.
Dé thay f 1a mot dong chu vanh. Néu F ¢6 dac 6 0 thi

Kerf ={zx€Z|ze=0}={0}.
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+ bdi vay f la mot don cdu. Tt d6 suy ra Z déng cau véi f(Z). Hon nita
do F' la mot trudng nén £ chia trudng cic thuong ciia f(Z) Trudng
nay dang ciu vaéi truong cac thuong ciia Z la trudng cac sé him ty Q.

Néu F ¢6 dac sb nguyen té p thi

Kerf={z€Z|ze=0}={ax€Z|xp}=pZ

Theo dinh 1y ddng ciu

Imf = ZL/pZ = Z,. O

Bai tap

4.1.

4.2.

4.4,

148

Cho / ]a mdt idean ctia vanh giao hoan R. Ching minh rang 7
la idéan nguyén t6 «hi va c¢hi khi / 14 hat nhan cta mot déng
cau vanh Lt B vao mét truong.

Gia su R Ja mot trudng vai phan t don vi e. Xét ba phén
A= {ne| neZ}

a) Lhung minh A la mét vanh con cia vianh R, A c6 phai la
mét mién nguyén khong?

b) Chu’ng minh A ddng ciu v6i vanh cac sb nguyén Z khi R ¢6
dac s0 0, v déng chu v8i trudng cac sb nguyén modp, khi R ¢6

“dde sd p.
4.3.

Gia 51t A 13 mét vanh con ctia mot trudng F. Chimmg minh réng
néu A ¢6 nhidu hon mot phin tir va 4 ¢6 don vi thi phin 11t don
vi cua A triung vdi phan tit don vi clia F. vy lde d6 A la mot
mién nguyen.

Gia st p 1a mot s6 nguyén t6. Ching minh ring tap hdp céc 6
hitu ty c6 dang ni/n, trong d6 n nguyén té véi p. 1|& moét mién
nguyén. Tim trudng cac thuong clia mién nguyén nay.



5. Vanh, trudng sap tha tlu’

Trong muc ndy vanh R da cho duge gid thiét 13 vanh giac hoan va
¢6 don vi 1.

Dinh nghia va vi du

Dinh nghia. Cho R la mgt vanh giao hoan ¢é don vi 1. Néu trong R
c6 mét quan hé thit tur toan phan < thod man cace didu kién sau vdi
moi a. b e R
(i) a < b kéo theo a + b < b+,
(ii) 0 < @ va 0 < b kéo theo 0 < ab,

thi R duge goi la mot vanh sdp thit tu.
Mot trugng duge goi 1a sdp thi i néu néd 13 modt vanh sip tha tu.
Vi du

1. Vanh s6 nguyén Z vdi qua,n hé < duot x4c dinh béi diéu kién
‘e < b khi va chi khi tdn tai s6 tu nhlen ¢ sao cho a + ¢ = " 1& mot
vanh sap thu ty.

2. Trudng s6 hitu ty @ v6i quan he < duge xac dinh béi diéu kién
"a < b khi va chi khi b — ¢ 14 88 dugng” 14 mot truong sép thit tu.

Phan ti¥ dugng, phan t& am

Dinh nghla Phan tit a thude vanh bép tha ty Rduge goi la phan ti
duong néu 0 < a va goi 1a phan tu dm néu a < 0.

Dat P = {a € R |0 < a} la tap cac phan tif duong clia vanh sip
thity R.ovadat —P={—-u€ Rlec P}

Khi dé ta ¢é cac tinh chat sau:
1. 0 < a khi va chi khi —a < 0, va do do

PN{~-F)=0, Pu{0ju(-FP)=R

2.Néua,be Pthia+bc Pvaabc P.
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3. Vai mwi a,b € R, v6i moi ¢ € P,a < b kéo theo ac < be.

T nhimg tinh chat vita néu chiing ta c6 thé dua ra mét dleu kién
du dé mét vanh 1a sip thi tu.

Dinh 1y 5.1. Néu trong vanh R ¢6 mot tdp con P thod man cdc diéu
kién:

(i) a,.b€ P kéo theoa+be P,

(ii) a,b € P kéo theo ab e P,

({)PN(-P)=0, PU{O}U(-P)=R _
thi trong R c6 mot quan hé thi ty dé R tré thanh mot vanh sdp thit
T

Ching minh. Quan hé < trong R duge xac dinh nhir sau

a<b < dc€Psaochoatc=0

Ta ¢6 thé ching minh duge < 1a mot quan hé thi ty toan phan va
R cting v6i quan hé < 1a moét vanh sép thit ty. Viéc chitng minh chi
tiét xin danh cho ban doc. | O

B3 dé 5.2. Cho (R, <) la mot vank sip thit tv. Khi do:

() 2 > 0 vdi moiz € Rwg 1> 0.
(i) R la vanh c6 dic s6 0.

Chiing minh. (1) Néu o > 0 thi 22 > 0, cdn néu 2 = 0 thi z° = 0,
Sau cling, néu z < 0 thi ~z > 0. Tir d6, theo quy téc nhan diu ta c6
* = (—z)2 > 0.

Péac biét taco 1 = 12 > 0.

(i1} Ta ching minh bai nl 1 phén ti duong véi moi &6 nguyen
duong n bing quy nap theo n. Trudng hop n = 1 da difge xét taGi
trong cdu a). Gid st nl > 0 véin = k > 0. Khj do ta c6

(k+D1=kl1+1>041=1>0

T dé suy ra nl > 0 véi moi n > 0. Diéu d6 ching té vanh R 6
dac sé 0. ' 0

Nhan zét. Tit cau (ii) suy ra ring moi truong sdp thi ty déu chita mot
trudng con déng chu voi trudng s6 hiu ty Q.
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Tir cau (i) suy ra ring khong c¢6 mét quan hé thit ty nao trong
tap cac sb phitc C dé trudng nay tré thanh mot trudng sdp thit ty, vi
i?=-1<0. |
Dinh 1y 5.3. Gid st R la mot mién nguyén sdp thi ty. Q la trudng
cde thuong cia mién nguyén R. Khi dé trong @ ¢6 duy nhdt mot tdp
céc phén ti duong P sao cho Q la mét truong sdp the twva PN R la
tap cic phan ti duong cia R,

Chitng minh. Tinh duy nhat. Trude hét ta nhic lai ring
a
Qz{glmbeﬁm#o}

trong doé

- (@)

ot e

(a,

o
B
il

(c,d) & ad = be.

Gia st quan hé thit ty trén mién nguyén R da duge kéo dai téi mot
quan hé thit ty trén trudng cac thuong  cia né. R6 rang

c—;>0z>%b2zab>{}
Nguge lai, néu ab > 0 trong R thi
@@”P=%>o

Didu nay noi 1én tinh duy nhét cia su kéo dai quan hé thi tu (0 R
lén € .

Su tén tai. Ta dinh nghia phan tit ducng trong @ bdi

[#3
— >0 ab> 0.

b
Dinh nghia n6i trén la khong phu thudc vao dai dién. That vay,
néu % = 5 thi ad = be.

Tir d6 (ab)d® = (cd)b?. Vi d* > 0,4> > 0 nén ab > 0, kéo theo
cd > 0, nghia la E& >0
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Bay gid ta chitng minh tap

P= {% € R| ab>0}
thoa man cdc diéu kién cia tap cac sé duong noéi trong Dinh 1y 5.1
Néu a.b € R la nhimg phin tt khace khong thi chi mét trong hai phan

, . . a —a .
tir ab, (—ab) la duong, vi vay hoac i > 0 hoac —% = e > 0. va chi
xay ra mot trong hai trugng hgp.

Néu % > 0 thiab > 0,cd > 0. Khi dé

abd® > 0,cdb? > 0

Tt d6
(ad + be)bd = abd? + cdb? > 0,
.

4 > 0. Sau cung ta co

R
nghia la 5 +
{uc)(bd) = (ab){cd) > 0,
s @€
nghia la 5 > 0.

. a
Déi véi trudng hop ——

P > 0 ching ta 13p ludn tuong tu.

Quan hé tht ty vita xac dinh trén @ 1a kéo dai clia quan hé thi
a
tu da cho trén R. That vay véi a € R thi g = I do d6

%>0¢:>a.1=a>0,
nghia a4 ¢ > 0 trong R khi va chi khi ¢ = % > 0 trong Q. O

Dinh nghia. Vanh R duge goi 1a mét vank sdp thi ty Acsimet néu
(R, <) la mot vanh sip thit tu va vai moi a, b thude R, 0 < a, ton tai
£ +

80 tu nhién n sao cho b < na.

Trudng F duge goi la truong sdp thit ta Acsimet néu (F, <) 1a mét
vanh sAp thit tif Acsimet.
Vidu

‘1. Vanh s6 nguyén 1a mot vanh sip thit ti Acsimet.
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2. Trudng s6 hitu ty, truong $6 thyc 1a nhimg trudong sip thi tu
Acsimet. Ta c6 nhan xét ring néu R 13 mot trudng sip thi ty thi nd
c6 dac s6 0 va vi vay ¢6 thé nhing truong sé hitu ty Q vio R nhu mot
trudng con. V6i nhan xét nay ta co thé phat bidu ménh dé sau.
Dinh ly 5.4. Moi truong sdp thi ty Acsimet F déu trie mat hitu ty
theo nghia vdi mot a,b thudc F,a < b, déu ton tai s6 hiu ty g sao cho
a<qg<hb.

Chitng mink. Gia st a.b€ Fla < b Khidéb—a > 0. Do F sép thi
tu Acsimet nén tén tai n € N sao cho
P <nlb—a)=nb- na = 1+ na < nb.

Xét tap h(Jp
A={zecZ|nu <z}

D6i voi hai phan tit 1 vA nia tdn tai s6 ty nhién m (do F sdp tha tu
Acsimet) sao cho m = ml > na. Diéu nay chimg td m € A va do
dé A # @. Hon nita, A bi chan dudi nén A c6 phan tit bé nhit &£ Ta
ching t6 & < nb. That vay, ndu nguge lai, k > nb, thi

k>na+1=%k-1>na.

Diéu nay chiing t6 k — 1 € F, tréi voi gia thiét vé tinh bé nhét cua
k. Nhu vay ta co '

k
ne< k<nb=>a< — <b.
n

Do ¥ e @ nén ta ¢6 diéu phai chitng minh. O
q
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1

Bai tap

5.1. Chitng minh céac tinh chét sau day trong vanh sip thi ty R:

5.2,

5.3.

5.4.

0

4

a)at+z<aty=>c<yY;

bla~z<a—y=>1I>y,

¢) Véi ¢ > 0, tit ¢ < b suy ra ac < be;

d) V6i ¢ < 0, tit ¢ < b suy ra be < ac;

e) Véia >0 tltar <aysuyraz <y
Vo< titar <aysuyray <z

g) Néu a # 0 thi @ > 0.

Cho R |a mot vanh sip thit tu v6i P la tap cac phén t duong
cua R, v A 12 mét vanh con chia don vi cua K. Chimg minh
ring A la mét vanh sdp thit tu véi tap con duong 1a AN P.
Trong mot vanh sip thd ty, dinh nghia gia tri tuyét déi cia
phén t o 1A mot phan tit ja| cho bdi

la| = anéua>0,
la|] = Onéua=0,
la| = —anéua>0.

Chimg minh céc quy téc sau:

|abl = Jaj. [b];
la + 8| < |a] + 1b};
—laf < a <al;

ol — 1] < o — .

Cho R 12 mot trudng sép thit tw; .y € K 13 hai phin tt ma
& < y. Ching minh tn tai phan ¢ 2 € R sao cho r < z < y.



Chuong V

VANH DA THUC VA VANH OCLIT

1. Vanh da thic

2. Thudt todn chia trong mién nguyén
3. Vanh chinh .

4. Vanh Oclit (Euclide)

Trong 1y thuyét vanh, vanh céc sé nguyén Z 14 mdt trong nhing
vanh cu thé, duge biét 16 nhit. Ngoai vai tro 12 vi du minh hoa cho
nhidu khai niém, sit kién, n6 con la mot mo hinh cd s& dé tir d6 khai
quét thanh nhimg 150 vanh méi c6 nhiéu Gng dung rong rai. Trong
chuong nay chiing ta sé dé cap tdi mdt 16p vanh cy thé khéc, dong vai
trd cd ban trong dai sé cing nhu trong nhidu nganh toan hoc, la vanh
Cég da thic. Vanh cdc da thie F(z) trén mot trudng F' c6 nhiéu tinh
chét mong voi vanh céc sb nguyén Z, trong d6 dic biet phai ké dén
tinh nhan ti hos v thuat toan Oclit, Nhimg 16p vanh tong quat c6
thudt todn ndy & duge trinh bay véi nhing nét co ban nhiét.

1. Vanh da thﬁ?c

Cho R la mét vanh giao hoan c¢6 don vi 1 £ 0. Mot da thic cua x
trén vanh R 13 mot biéu thic dang

flay=ap+mx+ -+ X",

trong d6 ag, ..., an € Rvha, #0 néu n > 0. Phan tt a; duge goi la
hé ti caa o trong f(z). Néu h¢ tif chia z* 1a 0 thi hang t 0z ¢6 thé

bo di, va néu hé tif ciia z* 1a 1 th ta viet zf thay cho 1z%. Phén tif a,
duge goi 1a hé tit cao nhét cha f(z).
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d ~ o . = T A - ..\. -
Hai da thic f(x) va g(x) duge goi 1a bing nhaw néu cae hé ti tuong
ing cia z’ trong ca hai da thic bing nhau. Dac biét

g +ax 4+ a2 =0

néu va chi néuay =a; = --- =g, = 0. Néu n 1 s6 tu nhién 16n nhét
sao cho a,, # 0 thi ta s& néi n 1a bac caa fx), vaky hitun = deg flx).
Néu moi hé tit ctia f(z) déu bang khong thi flx) duge goi la da thic
khong, va bac clia né khéng duge dinh nghia.

Nhu vay. cic da thite bac 0 1a moi phan tit khac khong a thuse R,
chang con duge goi 1a céc da thic héng.

Tap hop tat ca cac da thice cla 2 trén vanh giac hoan R ky hiéu
bdi R[x|. D61 v6i hai da thic trén R

alz) = i @zt b(z) = i bzt
i=0 i==0

phép eong va phép nhan duge xac dinh bdi
5

a{x) + blz) = Z(ai + bl-)_;z:’i,‘ véi s = max(m, n);

i_0
e+ .

a(x).b(z} = Z ar', §dé ¢ = Z ab;
i—0 itk

M@t céch khong kho khin ta c6 the thi lai ring tap hop Rlz] cling
véi hai phép toan vita néu thod man moi tién dé ciia mot vanh giao
hoan ¢6 don vi. Déng vai trd phan tit khong la da thic khéng 0 va
phan ti don vi 13 da thitc hing 1.

Vidy trong vanh Zs{x] ta ¢6
(207 +20° + )+ (3 +4r + 1) = 22° + 4z + 1, va
(2% + 227 + 1)(32® + 4w + 1) = ¢ + 4" + 4o + 1.

(Ta luu ¥ ring trong vanh da thie Ziyn[x] cac hé tlt duge rit gon theo
médun m.)

Phép dyng vanh da thic cla 4n x <6 thé md rong cho da thiic n
bién z,, z,. .-y Zn VOl he tit trén vanh R. Ching ta cé thé dinh nghia
bang quy nap

R[-Th VS T 37-;1] = R[Sﬂie i DI qu—l][ilfu]
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Chéang han trong vinh da thic hai bién R[z,y} = R[z][y] m&i da thic
fz.y) c6 dang

f=ko+ kiy+ ko> + ... + kny"

trong dé k; = ki{(«x) 1& nhing da thiec cua an <.

Bay gig chiing ta quay v& véi vanh da thite mét an R|z).
Bo dé 1.1. Néu R la mot mién nguyeén va f(x), g(z) & har da thic
khde khong cda varnh R[x] thi :

deg(f(z).g(x)) = deg f(x) + deg g(x).
Ching minh. Gia s

flxy=ap+ a1z +- +anz", a, #0
glz) = by +byx+ -+ bpa™, by #£0

Khi dé
j(‘IJg(I) =gt oLt 4+ CnmeTHIm
trong do ¢ = > by, néi riéng ¢upm = tuby. Do R 1a mién nguyén
it -k i
nén tit a, £ 0, by, # 0 suy ra ¢, # 0. .
D6 la diéu phai ching minh, il

Néu vanh hé ti R khong la mién nguvén thi bac cla tich ¢ thé
nhé hon téng cac bac. Vi du trong Zglr] thi (22° + 3)(3x) = 3u.
Hé qua 1.2. Néu R la mot mién nguyén thi vanh da thic R[z] cing

& mién nguyén.
Chitng minh. That vay, nfu f(z) # 0 va g{z) # 0 thi
deg(f(z).9(z)) = deg f(z) + deg g(z).

Tu do f(x).g(x) # 0. Diéu nay chiing té R[z] 12 mién nguyeén. ]

Hé qua 1.3. Néu R la mét trudng thi trong vanh R{z] cdc hdng khéc
khong la nhing phan 4 khd nghich vé chi ¢6 ching.
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Chitmg minh. That vay, néu f(x) kha nghich thi tén tai g(x) € R[]
sao cho f(x).g(z) =1, do do

deg fx) + degg(z) =0 = deg f(z) =0,
hay f(x) 1a hing. Diéu nguge lai 14 hién nhien,
Chia y. Gia st f(x) la mot da thie trén vanh R. Khi thay 4n z bdi
mdt phan tir bat ky ¢ € R ta duge mot phan ti xac dinh thude R.
Nhu vay c6 thé xem da thie f(z) nhu mot ham tir R t6i R.

Ta can Iyu y réng hai da thic f(z). g(z) duge xem la hai ham bing
nhan néu va chi néu f(c) = g(c) v6i moi ¢ € R. Ta c6 thé neu vi du
hai da thic khac nhau nhung lai 13 hai ham bing nhau, That vay, véi
R = Z3 thi hai da thic f(z) = 2° — z vh g(z) = 0 cing xac dinh
mot ham 1a ham dong nhit khong. Béi vay tuong ing da thie. f(x)
v6i ham

f:R —- R
e = flo)
khéng 1a 1-1. O

Phép chia va phép chia véi du
, ,

Vanh da thilc F(z) trén trudng F ¢6 mot tinh chét quan trong,
tuong tu nhu trong vanh cdc s6 nguyén Z, 13 thuit toan chie vdi du.
Trong vanh nay khai niém da thite bt kha quy 12 mot khai niem c6
vai tr0 gidng nhu cac s6 nguyen té. _

Pinh ly 1.4. Cho R la mot mién nguyén va a(x), b(x) la hai da thice
trong R[z], ngodi ra hé ti cao nhat cia b(x) khé nghich trong R. Khi
ds ton tai duy nhét cgp da thite ¢(x). r(x) € Rlz] seo cho

a{z) = b(x).q(x) + n(x).

vdi degr{x) < degb(z) néu r(z) # 0.

Chitng minh. a} Sy tén tai. Gia st
a(r) = aotaxr+- -+ ax", ap #0
blx) = by+bix+- +b,2™, by #0.
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Néu n < m ta dat g(z) =0, r{x) = a{x}).
Néu n > m ta dat

ar(x) = a(x) ~ b lapz™ ™b(x)

T

= a{x) — q1(x)b(x).

Bac clia da thifc nay khéng 16n hon m — 1 béi vi cc hé tit cao nhat

cla a(z) va q;(2)b(x) trimg nhau va bing b 'a,b,, = a,. Tiép tuc qua
trinh trén ta duge '

a(c(;t:) = ax_1(x) — ge(z)b(z), £=1,2,3,...

Ro rang sau khong qua n—m+1 budce ta sé duge da thite ax(z) = 0.
Khi dé '

g(x) = () + ga(x) + - + qe(x); 7(2) = ap-1bx).
) Ténh duy nhdt. Gid sit con co
a(r) = ¢ (2)bla) +7'(a),
v6i deg r'(x) < deg b(x) néu r'(z) £0. Khi d6
r{z) —r'(2) = (¢'(x) — q(2))b(z).
Néu r(z) # r(x) thi ta cing ¢6 ¢'(z) # g(z) V& khi d6
deg{r(z) — r'(z)) = deg(q'(x) — 9(2)) + deg b(x)} > degb(x).
Didu nay 1a vo Iy vi
deg(r(z) - r'(x)) < max(degr(z). degr'(x)) < degb(z).

Béi vay phai ¢ r(z) = r'(z). Do Rlz] 14 mién nguyén nén tit dé
q(z) = ¢'(x). o

Hé qua dau tién duge suy ra tit dinh 1y quan trong nay la:
BS dé 1.5. Mo: idéan trong vanh da thic F[z] trén truomg F déu ld

idéan chinh. ¢
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Chitng minh. Gia st [ 1a idéan ctia vanh R[r]. Néu I = 0 thi 7 sinh
bdi phan tit 0. Bay gi¢ gid sit / # 0. Chon trong / phan tit p(x) 6
bac nho nhat. Khi d6 véi phan tit f(x) bit ki thude 1 ta co

fz) = pla)q(z) + r(z),

v0i 1 = 0 hodc degr < degp néu r #£ 0. Bdi vi

r{z) = flz) — plz)g(z) € I

va do gia thiét vé p(z) nén ta phai c6 r(z) = 0. Didu nay ching té

Fx) = plalqg(z) € p(«) Rlz].

Bdi vay Ic plx)R[xr]. Bao ham thitc nguge lai 1a hién nhién do ta cé
plr) € I. Do d6 I = p(z)R]z]. O

Néu trén vanh R céc da thitc p(x), a(z) # 0 thod mén déng thic
plz) = a(x)b(x), v6i b(x) € Rlz] thi a(z) duge goi la udc cha p(z), con
p{x) 1a boi cha a(z). Ta cling néi a(x) chia hét p(z), con p(z) chia hét
cho a(z).

Pinh nghia. Da thite p(x) trong vanh Rz] goi la khd quy (trén R)
néu p(x) = a{x)b(x) déi véi cac da thic khong kha nehich a( ). b(x)
nao do thuée Rla] Da thie p(r) duge goi la bat khd quy néu p(z)
khong kha nghich va khong khé quy.

N6i riéng, khi vanh R la mot truong F thi da thite f(z) € F[z] 1a
kbé quy néu f(x) = a(z)b(x) véi chc da thite a{x), b(x) Khong la hing.

Cha . Tinh kha quy va bét khé quy clia da thite p(z) da cho hoan
toan phu thuoc vao vanh co s¢ R. Ching han trén trudng s6 thuc R
da thitc ©® + 1 la bat kha quy nhung trén C né trd thanh kha quy,

'+ 1= (z+14)(x —1).
Da thitc 2° — 2 bat khé quy trén Q va trén Z;, nhung trén R thi
| 2 2= (z+ V2)(x - V2).
Da thitc ©® + x + 1 bét kha quy trén @ va trén Zs, nhing trén Z; nod

¢6 sy phan tich
2+ o+ 1= (x+2)%

¢
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Tit déng thic
deg(ab) = dega + degh

d6i véi hai da thitc a(a), b(x) trén trudng £ ta suy ra rang cac da thige
tuyén tinh 1a bt kha quy trén mot trudng bat ky.

Khéi niém da thitc bat khia quy s& duse nghién citu trong tinh

hudng téng quéit & mue sau. Bay gid ta néu mot tinh chit co ban cla
da thic bt kha quy.
Ménh dé 1.6. Gid st E la mét truong md rgng cia trudng F. u la
mot phan i thuge E, va f(z) la da thite bdt khé quy trong Flz] nhan
u la nghiém. Gid si g(z) € Flx] cing nhan u o nghiém. Khi dé trong
Flx):

(i) f(x) la da thic co bac thap nhdt nhan u la nghiém.

(i) glx) chia hét cho f(x).

Chitng minh. (i) Gid st h{z) la da thie trong F[z] c6 bac thip nhat
nhan o lam nghiém. Khi dé

@) = hlz)q(z) + r(z),

VoL r(a ) = U hodc degr(x) < degh(x) néu r(z) # 0. Néu r(z) #£ 0
thay r = « vio dang thitc trén ta dude r {u) = 0 v didu nay trai voi

gla thlet ve bac ctia h(z). Do dé r{x) = 0 va f(z) = h{x) yg(x). Tir do
do f(z) bat kha quy néu ¢(x) phéi la phan ti kha nghich, nghia la
béc cia ¢(x) bang 0 va deg f(z) = deg h(x).

(it) Theo dinh ly vé phép chia vai du ta c6

glz) = fz)g(x) + r(x),

Do f(z) 6 bac thap nhit nén lap lai lap luan trén ta dude r(z) = 0
va do 6 g(x) = f(z)q(a). O

Nghiém cta da thuc

Binh nghia. Gia st R la vinh con cia vanh V, va f(.r) € Rlz] c6
dang

fl@) =as+arz+ - +aa".
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Phén tit ¢ € V dugce goi 13 nghiém cua f(x) néu
fley=ag+arc+ - +apc" =0

Phan ti u € V goi 1a dai 56 trén R néu u 1a nghiém cia mot da
thite g(x) # 0 ndo dé ctia R[z]. Trong trudng hop trai lai u duge gol
1& phan tu siéu viét trén R. '

Vi du .
1. Hién nhién cac phan tif thudc vanh co s¢ R déu dai sb trén chinh
né.

2. /2 la dai 6 trén trudng céc sé hita ty Q. N6 la nghiém cta da
thic 22 — 2 € Q[z].

3. S6 phiic a + bi 1a dai s trén trudng céc sb thue R, do né la
nghiém cia z? — 2az + o + b € R[z).

D&1 véi céc nghiém thuge vanh co sé R ta c6 mot s6 két qud co
ban sau:

Dinh ly 1.7 (Dinh 1y nhan t®). Gid su R la mgt mién nguyeén,
ce R Khidéx—cldude cia da thitc p(z) € Rlz]| khi vé chi khi
ple} = 0.

Chitng minh. Chia p(x) cho 2 — ¢ ta dugc

pla) = (z — c)g(z) + r(z)

voi degr(x) < 1 néu r(z) # 0, nghia 1a r(z) € Rfz]. Tu dé p(c) = r.
Béi vay z — ¢ la udc clia p(x) khi va chi khi r = p(c) = 0. O

Dinh 1y nhan ti ching t6 riing z — ¢ 13 mot nhan ¥ clia f(z) néu
va chi néu ¢ 12 mot nghiém cha f(x).
Dinh 1y 1.8. Mot da thic bic n trén mot mién nguyén R cd nhiéu
nhdt n nghiém trong R.

Chitng minh. Chang ta cming minh dinh Iy bing quy nap theo bac n
cua da thite.
Maét da thie bac 0 chi 1a mot hing sé khac khong va do d6 khong
¢4 nghiém. ' _ '
Gia st riing dinh 1y diing v6i moi da thic bac n — 1 trén R, va gid
stt f(x) € Rlz] |a mot da thic bac n. Néu f(x) khong c6 nghiém, thi
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dinh 1y diing. Néu f(r) c6 nghiém, ta goi a 14 mdt nghiém cta nd.
Theo dinh 1y nhan ti, ching ta c6 thé viét

flz) = (z — a)g(x),

va dé thAy degg(z) = n — 1.

- Do mién nguyén R khéng c6 udc cta khong nén f{c) = 0 néu va
chi néu (¢ - a) = 0 ho#ic g(c) = 0. Do dé, mdi nghiém cha f(z) hoac

14 bdng o hoidc 1a m6t nghiém cha g(z). Theo gia thiét quy nap, g(z)

6, nhiéu nhét n — 1 nghiém, do dé f(z) c6 nhidu nhit n nghiem. [

Chi ¥ réng néu R khéng 13 mién nguyén thi két qua khong con
ding nita. Vi du da thie f(z) = z* trong vanh Zg|z] ¢6 t6i 4 nghiém
120,2,.4,6. '

Vanh thuong ciia vanh da thic

Néu F la mét trudng thi vanh thuong céa vanh cac da thie Fz]
tao nén mot 16p vanh quan trong, ma ching ta thuong st dung dé xay
dung céc trudng méi. Nhic lai ring F[z] 1a mot vanh idéan chinh, va
méi vanh thuong c6 dang Flz}/(p(z)), v6i mét da thic p(z) € Flz].
Bay gid ching ta xem xét ciu tric clla mét vanh thuong nhu thé.

Céac phan td cia vanh Flz]/(p(z)) 1a céc 16p tucng duong theo
quan hé tuong duong trén F[z] duge dinh nghia bdi

f(z) = g(z) mod (p{z)) néu va chi néu f(z) — g(z) € (p(x)).

Do f(z) = q(z).p(z) + r(z), trong dé r(z) blng 0 hodc cé’bac.nhf)
hon béc cia p(z), nén moi 18p tuong duong cla F[z] theo idéan (p(z))
chita da thitc 0 hodc da thitc ¢6 bac nhd hon bic cha p(z).

BDinh ly 1.9. Gid st F la mot trudng, va, P = p(z) la idéan trong
Flz] sinh bdi da thiée p(z) c6 bic n > 0. Khi d6 mébi phén ti cia vanh
thuong Flz|/(p(z)) biéu dién dudc mot cich duy nhdt dudi dang

o+ + ... +a, 2" '+ P,

trong d6 ag,a,,....,an_1 € F.
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Chatng manh. Goi f{x)+ P 1a mot phan tit ena Flz]/(p(z)). Theo dinh
Iy vé phép chia véi du ta c6
fa) = glo)p(z) + r(z),
trong do r(x) bing 0 hodc c6 bac nhd hon bac cta p(x). Khi d6
flay+ P=r(z}+ P,

va day la biéu didn doi héi.

Dé chitng minh tinh duy nhét cia’ biéu difn néi trén ta gid sif ring
r{(z) + P = t(z) + P, trong dé r(x) va t(z) bang 0 hofic c6 bac nho
hon n. Khi do :

r(x) = t{z) mod(p(x}).
Tu d6 r{x) - t{x) chia hét cho p(z). Néu r{z) — t(x) # 0 thi bac
cla nd khéng nho hon bac cla p(z); didu nady khong thé xay ra. Vay
r{r) —t(x) =0, vd do dé r(x} = t{x). _ a

Vi du. Cho P = z* — 2 la idéan chinh cta Q[z] sinh béi 2?2 — 2. Tim
téng va tich cta 3z + 4 + P va bz — 6 + P trong vanh

Qla]/(x* — 2} = {ay + ayx + P| ag,a; € Q}.
Loi gidi.
(31.-+4+}5)+(51-—-6+P) =@Br+4)+(Br—6)+P=8r—-2+F
(3z4+4+ P)br -6+ P) = (32 4+4)(5z —6)+ P =162+ 2r — 24 + P.
Thec thuit toan chia,
1522 + 27 — 24 = 15(z® — 2) + 22 + 6.

Do dé,
1502+ 22— 24+ P=2x+6+ P.

Thudng ¢6 nhitng cach dé tim phan du cia f(x) khi chia cho p(x)
dé hon cach ap dung truc tiép thuat toén chia. Néu degp(z) = n va
P = (p(x)), bai todn tim phan du trong phép chia din dén bai toén
tim mot da thice r(x) c6 béac nhd hon - thod man f(z) = r(x) modP.
Phuong trinh nay thuong duge giai bing thao tac dong du, st dung
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két qua p(r) = 0 modP.
Trong vi du vita néu trén, P la idéan sinh béi 22 — 2. Khi d6

22~ 2=0modP va 2% = 2 modP.

B&i véy, trong moéi phuong trinh dong du theo moédun P, ching ta 6
thé thay z2 béi 2. Chéng han,

15224+ 22x —24 = 15.2 + 27 — 24 modP
2r + 6 mod P,

dodé, 1522 + 20 ~ 24+ P=22+6+ P,

Bai tap
1.1. Trong vanh Zg[z] hdy thyc hién phép nhan
(22% + 42? + 2)(322 + 32 4+ 2)

Vanh nay cé ude cua 0 hay khong?
1.2. Trong vanh Z.[z] hay xac dinh p dé «® + pr + 5 chia hét cho

x? + br + 6. .
Vi cdc bai tap 1w 1.3 dén 1.8, tim thudng vi phéin du.

1.3. Chia 32? 4+ 42® — 2? + 52 — 1 cho 22? + z + 1 trong Qlx].
1.4. Chia 2% + 2* — 42° + bu cho &% + 222 + | trong R[z].

1.5. Chia 27 + 2% + 2* + v + 1 cho 2% + & + 1 trong Z,[z]. .
1.6. Chia 22° + 2% + 243 + 2% + 2 cho «® + 2z + 2 trong Zs]z).
1.7. Chia 17 + 114 cho 3 + 4 trong Z[3].

1.8. Chia 20 + 8¢ cho 7 — 24 trong Z[e].

1.9. Trong vanh Z[z] xét xem cac da thitc sau ¢6 phai la bat kha quy
hay khéng? -
a) fz) = 2r + 3;
b)glz) =22 +1;,
¢} h(z) = 2% + 22 — 2.
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1.10.

1.11.

1.12,

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.
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Cho K la m&t trudng con clia trudng F v u la mot phén ti
cua F. Xét ddng chu vanh
. p: Kx] —- F
flz)y = flu)

Chitng minh ring Kery la mot idéan nguyén t6 clha Klz]. Két
qua con ding khong néu K 1a vanh con chita don vi cla mot
mién nguyén £7

Gia st p(z) 1a mot da thite vdi he sb nguyén va bat kha quy
trong Z[z). Ching minh ring trong Z{z] néu p(z) chia hét tich
F(z).g(x) thi hosc p(x) chia hét f(z) hosic p(x) chia hét g(x).

Ching minh ring da thic z? + 14 € Zys[x] ¢6 4 nghiém trong

Trong vanh Q[z] ching minh réng da thic
(x+1)" -z —2¢ -1

chia hét cho cac da thic: a) 2z +1; b) 2+ 1; ¢) z.
Cia st F 1a trudng céc thuong cla mién nguyén R, « € F' la
mot nghiém cua da thitc

flz)=2"+ ap12" '+ +ayT +ag, a;i € R

Khi dé o € R.
Gia s da thic

flx) = (x — a1){x — az)...(x — an) — 1,

c6 cac hé sb a; la nhitng 6 nguyén phan biét. Ching minh ring
f(x) 1a bat kha quy trong Qz].

Cho da thitc vdi cdc hé s6 nguyén
flz) = anx™ + Un 2V a4 ao.

Chimg minh ring néu phan sb toi gian 3—), v6i p, g € Z, 1a nghiém
' q

cila f(z) thi

‘a) plag va gla,.

b) p — mg 1a wdc cha f(m) voi m nguyén; dic biet p — g la ude



1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

cta f(1), p+ g 1a ube ctia f(—1).
Ap dung: Tinh nghiém hitu ty cla da thic

10z — 8124 + 90z° — 10222 + 80x — 21.

Chitng minh tryc tiép ring néu u 1a dai sb trén F thi da thitc
bac nhd nhét ¢6 hé tlr cao nhét bing 1, véi nghiém u, 13 bit
kha quy trén F.

Chitng minh true tiép ring néu u la mot phan t bét ky caa
trudng F va K 1a mét truong con bt ky cha F thi tap hop tat
ca cac da thic g(z) véi cac hé tit trong K nhan v lam nghiém
la mét idéan cda K[x].

Tim hat nhan v& anh cla cdu xa vanh 9 : R[z] — C duge dinh
nghia bdi ¥(p(x)) = p(i), trong dé ¢ = /1.

Tim hat nhén va anh cla chu xa vanh ¢ : Rz] — C duge dinh
nghia béi w(p(z)) = p(1 4+ iv/3).

Tim mét da thie trong Q[z] nhan v2 + +/3 1a nghiem. Tir dé
chitng minh ring v/2 + /3 la s6 vo t.

Néu r/s 1a mot nghidém hitu ty, & dang t&i gian, cia mot da thic
p(x) v6i hé sé nguyén, chitng minh ring p(z) = (sz —r)g(x) vdi
mét da thite g(x) ndo d6 véi he s6 nguyén.

Chimg minh réng r/s, & dang t6i gian, khong thé la mot nghiém
cha da thic nguyén p(z) trir khi (s — 7}|p(1). Diéu nay c6 thé
duge st dung dé rit ngédn danh sach cdc nghiem hitu ty c6 thé
c6 cua mot da thitc nguyén.

Vii cdac bas tap ti 1.24 dén 1.27, tinh tong v tich cida cdc phan ti
trong vanh thuong dé cho.

1.24.
1.25.
1.26.

3z +4 va 5 — 2 trong Q[z]/(z% - 7).
2% + 3z + 1 va —21% + 4 trong Qlx}/(z* + 2).
22 + 1 vad z + 1 trong Zy[z]/(z® 4+ © + 1).

1.27. az + b va cx + d trong R{z]/(z* + 1), trong d6 a,b,c,d € R.

Vdi cde bar tap tu 1.28 dén 1,36, chitng minh céc ddng ciu.

1.28,
1.29.

R[zx]/(z* +5) = C.
Zix)/(x? + 1) = Z[i] = {a + tbla, b€ Z}. .
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1.30. Q[z]/(z2 - 7) 2 Q(v/7T) = {a + bv/Tla.b € Q}.

1.31. Zlx]/(2x — 1) = {a/b € Qla € Z,b = 2",r > 0}, mdt vanh con
cua Q.
1.32. Z,,/(7) = Zs.

1.33. Z,,/(2) =
1.34. Rz, y}/(z + y) = Riy|.
1.35. (R x $)/((1,0)) = S

1.36. Cho 7 1a tap tat ca cac da thite trong Riz, y], khéng ¢6 hang tit
ty do. Tim mdt déng ciu vanh tit R[z,y] d&n R ¢6 hat nhan la
idéan /. Chiing minh ring J khéng phai la mét idéan chinh.

1.37. {p(x) € Q[z]|p(0) = 3} c6 phai la mot idéan clia Qfx] khong?

2. Thuat toan chia trong mién nguyén

Pinh nghia. Cho a va b 13 hai phan tif chia mién nguyén R, Phin tit
a dugc goi 1a chia hét b néu tdn tai ¢ € R sao cho b = ae. Khi d6 ta
cling néi rdng a 1d uwdc cla b, ky hiéu alb.
Thay cho ky higu alb ta con viét b: a, va né6i thng b chia hét cho a
hay b la b6i cia a.
Tinh chét
1) V6t moi a € R:
al0: ala; 1a: (—a)la; al{—a).
That vay, ta ¢6 _ |
0=ul; a =eal;
a = (-a)(~1); —a = a(-1);
2) V6i moi a,b,c € R, alb va blc kéo theo aIc That vay, ta c6
b=az, c=by. T dé

¢ ={az)y = a(zy),

nghia 1a ajc.
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3) Néu a la udc ciia a,. dy, ..., a, thi a la wdc cha
Tray + TaGa + -+ Zpay,

vdi Ty,T3,...,3p € R.

4) Néu a va b 1a hai uéc cha 1 thi ab ciing 1 udc cta 1.
That vay, vi a va b 1a hai udc cla 1 nén tén tai u va v thuée R sao
choau=1vabe =1. Suy ra

(au)(bv) = 1 hay (ab)(uv) = 1

Vay ab la ube cua 1.

Tu tinh chit 4} suy ra ring

5) Tap cac udc cha 1 trong mién nguyén R 14 moét nhém aben véi
phép nhéan trong R. N6 dudc goi 1a nhdm nhan cdc ude cia don vi cia
mién nguyén R. Cac udc cta don vi con dude goi 1a cac phan td khd
nghich. : _

Vi du trong vanh cac sb nguyén Z, cac phén tit kha nghich 1a +1.
Néu F la mot truong thi cac da thite kha nghich trong vanh cac da
thic Flz] la cde da thie hing khac khong (d6 la cac da thite bac
0). Tap cac phan tir kha nghich trong vanh s6 nguyén Gauss Z|i} 1a
+1, +i. '

Dinh nghia. Phan tit ¢ duge goi 1a lién k&t v6i phan t1 b néu tdn tai
phan ti& khad nghich u sao cho a = bu.

Ménh dé dudi day cho thay quan hé lién két 14 mdt quan hé tuong
duong trén mién nguyén R. Ta ky hiéu quan hé nay bdi dau ~.
Meénh dé 2.1. Quan hé lien két trén mién nguyén R 1o mot quan hé
tugng duong.

Ching minh. Do a = al nén a ~ a, bdi vay quan hé ~ la phan xa.
Néu a ~ b thi a = bu véi u kha nghich. Thé thi tén tai phan t v
sao cho uv = 1, Ta ¢6 av = (bu)v = b, nghia la b ~ a vA quan hé ~ la
déi ximng.
Néua ~bvab~cthia=bub=co, vdi u,v la nhitng phan ti
kha nghich. Khi dé tich uv ciing kha nghich va

a=bu = (cv)u = cluv).

Béi vy, a ~ ¢ v quan hé ~ 1& béc ca. 0
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Hé qua 2.2, Cho a,b,c € R. Khi d6 cdc diéu sau tuong duong:
(i} a ltén két vdi c, '
(ii) afc va c|a,
(iii) aR = cR.

Ching minh. (i) = (i1) 1a hién nhién theo dinh nghia clia lién két.
(¢¢) => (i%). Didu ndy suy ra tit tinh tudng dudng cla ajc véi
cH C aR.
{144} = (). T gia thiét suy ra su ton tai cia cac phdn tit u,v € R
sao cho a = cu, ¢ = av. Khi dé

a =cu = (av)u = a(vu).

Do R la mién nguyén nén thyc hién luat gidn udc ta duge 1 = vu,
nghia 1& u, v 1a nhitng phén t kha nghich, do dé a,5 1a lién két. [

Dinh nghia. Cho a 1a phan tit thudc mién nguyén R. Cac phan ti
- lién két v6i ¢ va cac phan ti kha nghich duge goi 1a cic ude khong
thuc sy cua a. Céc udc ¢on lai ctia a duge goi 1a ude thuc su.
Dinh nghia. 1) Phin t p # 0, khong kha nghich cfia mién nguyén
R duge goi 1a phan 41t bdt khd quy néu né khong cd ude thue su.

) Phan tit p # 0, khong kha nghich, duge goi 12 phan tit nguyen
t6 néu voi moi a,b € R, p 13 udc clia tich ab kéo theo p ho‘ac la uéc
cla g, hodic 14 udc cna b,

Vi dy, trong vanh s6 nguyén méi sb nguyén té déu la bt kha quy.

Dinh 1y 2.3. Trong mién nguyén R moi phan td nguyén té déu la
phan ti bt khd quy.

Chitng minh. Gid st p € R 13 mot phin tit nguyén t6. Khi d6 p # 0,
va p khong 14 udc ciia 1. Dé chimg minh p 1a phén ti bat kha quy ta
chi can ching minh p khong ¢6 ude thue su. That vay, gid st p = uv.
Do p 1a phan tit nguyén t4 nén tir p la udc cha tich wv suy ra plu hoac
plv. Néu plu thi do u|p nén p lién két véi u va do dé v 1a ude ciia don
vi. Tuong ty, néu plv thi p lién két véi v va u la udc chadon vi. O

Vi du sau day cho ta nhitng phan tit bat khd quy ma khong la
phén t nguyén t6. Dat

Z[V3i] = {a + bV/3ila,b € Z}.
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Dé& thay Z[v/3i] la mot mién nguyén véi don vi 1a 1. Trong mién nguyén
nay 2 la mot phan tit bat kha quy, nhung khéng 1a phan ti nguyén
t6. Viéc chimg minh xin danh cho doc gia.
Dinh nghia. Cho a, b 14 nhimg phan tif cha vanh R. Khi d6 phéan ti
d € R dugce goi 1a wdc chung lon nhdt cla a va b néu d 1a u6c chung
clia a va b, va d chia hét cho moi ude chung cia a va b.

U6c chung 16n nhat clia a va b duge ky hiéu bdi

d = (a, b) hosic UCLN{a, b).

Nhan zét. Ube chung lén nhét ctia hai phéan tit a va b néi chung khong
duy nhét. Hai phan tif d vd d' cing 12 udc chung 16n nhét cla a va
b khi va chi khi ching lién két vdi nhau, nghia 13 sai khac nhau mot
nhan t1t kha nghich.
Dinh nghia. Céac phin t& a va b dugc goi la nguyén 6 cing nhau
néu udc chung 16n nhét ciia ching 14 udc cla don vi. Trong trudng
~ hop nay ta thudng viét (a,b) = 1.
Vi du '

1. Trong vanh s6 nguyén Z, 2 va —2 déu la u6e chung 16n nhét cta

6 va 8. Ching lién két voi nhau.

2. Trong vanh Z[x] c6 di(z) =z — 1 va dg (x)e= 2z ~ 2 déu la udc
chung lén nhat cta

flz)=x"—1vag{z) =2 — 3z +2.

Trong muc téi chiing ta sé xét mot sb 16p vanh, trong do udce chung
16n nhét ctia hai phan tit luon ludn tén tai.

Bai tap

Cdc da thic bt khé quy ndi trong cde bai tap dudi day dudc hidu la
nhitng phin t bat khd quy cia vanh dang zét. .

2.1. Trong vanh da thitc R[z], v6i R 1a trudng sb thuc, ching minh
cac da thitc ax? + bz + ¢ v6i b? — 4ac < 0 la nhing da thite bt
kha quy. Diéu d6 6 con dang nita khong néu thay trudng so
thue R bdi trusng s6 phic C. '
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2.1. Xét vanh Flz] v6i F' 1a mot trudng.
a) Chitng minh ring moi da thifc bac nhit cha Flz] déu la bt
kha quy. Néu F' 1a mét mién nguyén thi didu dé con dung nita
khong?
b) Chimg minh réng cdc da thitc bac hai va bac ba ctia Flz] 1a
bat kha quy khi va chi khi chiing khong ¢6 nghiém trong trudng
F,

2.3. Trong vanh Z[z] xét xem céc da thitc sau day c6 phai 1a bat kha
quy hay khong:

flo) =22+ 8; g(x) =2?2-F1; h(;c).-——;r2+2.r—2

2.4. Cho f(x) = 2% — 2* ~ 32% 4+ 2z + 4. Phan tich f(x) thanh mot
tich nhitng da thitc bat kha quy trén cac trudng sé Z; Z(\2);, Q@
va R,
2.5. Tim tht cé cac da thite bit kha quy bac 2 trén Z,.
2.6. Tim tit ca cdc da thite bt kha quy bac 2 trén Zs.
~ 2.7. Tim tét c4 céc da thie bit kha quy bac 2 trén Z.

Trong cdc bai tap ta 2.8 dén 2.19, nhing da thie da cho c6 bit khd
quy trong vanh da cho hay khong? Tai sqo?

2.8. 2% + 2% + x +41 trong Q[z].

2.9. % + x* — 6 trong Qlu].

2,10, 45° + 32 + 2 + 1 trong Zs[z].

2.11. ' — 22% + 22 + 1 trong R|z].

2.12. 5 c6 bht khé quy trong Z[i] hay khéng?

3. Vanh chinh

Trong céc phan trude ching ta thiy riing trong vinh cac s6 nguyén
Z v& vanh céc da thitc F(z) trén trudng F moi idéan déu 13 idean
chinh. Diéu d6 gdi ¥ cho chiing ta xét mot 16p vanh tdng quét hoa ciia
hai 16p vanh néi trén theo dinh nghia sau.
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Dinh nghla Mién nguyén D dugc goi la mot uanh, chinh néu moi
idéan cia D déu la idéan chinh.

Vi du vanh da thic F(x) trén trudng F 1a moét vanh chinh (theo
Ménh dé 1.5), tuy nhién vanh da thic Z[c] khong la vanh chinh (xem
phén bai tap).

Dinh nghia. M¢t day chuyén (hay mot day) tang nhimg idéan cha
mién nguyén R

HhChClC--Cdyr- (1)
duge goi 1a ding néu tdn tai sb nguyén duong ng sao cho
| Jn = Jpy VO Mot 1 > ny.
Dé thay day (1) dimg khi va chi khi né chi ¢6 mot sé hitu han cac J,
khac nhau.

Bo6 dé 3.1. Trong vanh chink R moi day tdng nhimg idéan déu dirng.
Chitng mink. Gid sit
hcochcho---cld, - (1)

la mot day chuyén tang nhing idéan ca vanh chinh R. Khi dé

la mot ideéan ctia R. That vy, hién nhién 0 € J. Bay gio néu a.b ¢ J
thi ton tai Ji, J; sao cho a € J., b € J;,. Gid st { > k thé thi a, b déu
thude Jydodéa—be Jyvabdivaya—be J.

Gia stz € Rvaa € J thé thi a € J; v4i k ndo d6 va vi vay
ax € Jy, suy raar € J.

Vi R 12 mét vanh chinh nén tdn tai d € J sao cho J = dR. Theo
dinh nghia clia hop ton tai sé tu nhién m sao cho d € J,,. Khi dé
J C Jm. M&t khac ta ludn ¢6 J,, C J nén J = J,,. Vay day chuyén
(1) dimg. _ | ]

Ching ta thay rang trong vanh céc sb nguyén Z va vanh céc da

thic F[z] trén trudng F thi udc chung 18n nhét cla hai phan ti khac
khong ludn ton tai. Bay gid ta sé ching td riing két qua do va mot
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s6 két qué quen thudc khic trong vanh Z cing ddang trong mét vanh
chinh bat ky. S

Dinh 1y 3.2. Trong vanh chinh R moi cgp phén i khdc khong a.b
déu c6 wdc chung lén nhét d, va d ld mot t0 hop tuyén tinh ciae a, b

d = as + bt,

vdi s, t e R

Chitng minh. Gia sit R 14 mdt vanh chinh, @, b 13 hai phan t& thudc
R. Dt

J = {az + bylz,y € R}
Do J = aR + bR nén né 1la mot idéan cta K. Vi R 1a vanh chinh

nén tdn tai d € J sao cho J = dR. Ta sé chitng minh d 14 UCLN cta
a va b. That vay, vi a, b thude J nén

a=da vab=db v8ia,b € R.

Vide Jnéncod
d=as+btviis,te R
Bay gid néu ¢ 14 mot ude chung cha a va b thi ¢ & [a udc cla
d = as + bt. : O

Do vanh da thitc F[z] trén trudng F' la vanh chinh nén ta cé:

Hé qua 3.3. Trong vanh da thic Flx] trén mot trudmg F ude chung
l6n nhit cia hai da thite khic khong ludn ton tai.

Mot tinh chit quan trong khac trong vanh sb nguyén 13 mdi sé ty
nhién n > 2 déu phan tich duge mét cdch duy nhét thanh tich céc
thita s6 nguyén t6. Ké& qua nay ciing sé dugd khéi quat hod cho cic
vanh chinh trong dinh 1 vé nhan tit hoa.

Trudc hét ta chimg minh mot s6 tinh chit cia phan t bit kha
quy trong vanh chinh. Nhitng tinh chit nay duge sit dung trong ching
minh dinh 1y vé nhan tt hoa trong vanh chinh.

B6 dé 3.4. Cho R la mot vanh chinh. Néu a,b,c la nhing phan t
thugc R sao cho (a,b) = 1 va albe thi aje.

Chitng minh. Do {a,b) = 1 nén ton tai cac phan t s,t thudc R sao

cho 1 = as + bt. Khi dé ¢ = acs + bet, vi do dé6 alc, bdi vi ta da 6
albe. . : O
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Bb dé 3.5. Néu p la phén tik bit khd quy trong vanh chinh R va c la
- mot phan tk bit ky thuoc R thi hodc plc, hode (p,c) = 1.

Chitng minh. That vay, ta gid st d = (p,¢). Do p 13 bat kha quy nén
d kha nghich hodic d lién két vai p. T d6 suy ra ¢ nguyén té cing
nhau véi p ho#ic ¢ chia hét cho p. O

Do vanh da thitc Flz] trén mét trudng F 1a mot vanh chinh nén
ta c6 ngay két qua thudng duge sit dung sau day.
Heé qua 3.6. Trong vanh da thic Fz] trén moét trudmg F néu p(x) la
mot da thic bit khd quy va f(x) la mot da thic bit ky trén F thi hodc
p(x) chia hét f(x) hofc ching la nguyén té cing nhau.
Bé dé 3.7. Néu p la phdn t¢ bét khd quy trong vanh chinh R va néu
plab thi pla hodc pib.

Chatng minh. Néu a khong chia hét cho p thi ¢ nguyén té ciing nhau
vdi p (do Bé dé 3.5). Bay git theo B6 dé 3.4 tlt plab suy ra pjb. [

Vi du. Ching minh r‘éng.Q[:r:]/(x2 —2) = Q(v2).
Liri gidi. Xét ddng chu vanh ¢ : Q[r] — Q(v/2) duge xac dinh bdi
¥{f(z)) = f(+/2). Hat nhan la tap céc da thic c6 mot nhan tit la

£? — 2, titc 13 idéan chinh (z2 = 2). Anh cda ¥ la Q(v/2), do dé theo
dinh 1y déng clu vanh,

Qlz]/(z* - 2) = Q(V2).

Trong dang ciu nay, phan td ap + a;2 € Q[z]/{(z? — 2) bién thanh
ag+a; V2 € Q(\/ﬁ). Phép cong va phép nhan clia cie phan ti ag +a,x
va by + bz trong Q|z]/ (2% ~ 2) tuong ing véi phép cong va phép nhan
cia cae 86 thic ag + a; va by + b;.

Vi du. Chimg minh ring Rz]/(z?2+1) = C

Loi gidi. Ta xéc dinh dong clu vanh ¢ : R[z] — C bai ©{(f(z)) = f(2),
trong d6 2 = —1. Mdi da thitc trong Kery nhan i la nghiém, do dé
ciing nhan —i 14 nghiém v chita nhan tit z? + 1. B&i vay Kery =
(22 +1). _ .

Bay gid ¢(a + bx) = a + ¢b nén ¢ 13 todn 4nh. Theo dinh 1y déng
ciu vanh, Rlz]/(z?2 + 1) =C

Dinh 1y co ban cla 1y thuyét sé khing dinh ring méi s6 tif nhién
n > 1 déu phan tich dugc thanh tich cie thira sb nguyén té. Ta hay
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md rong két qua nay cho vanh chinh (Dinh 1y 3.10) va goi d6 1a tinh
chét nhan ti hoa cfia vanh chinh.

Trude hét chiing ta ching minh hai bd dé sau
B6 dé 3.8. Trong vanh chinh R mdi phén ti khdc khong va khong
khd nghich déu chia trong mot idéan téi dai.

Ching mink. Gid st @ # 0 13 mot phin ti¥ khong kha nghich, thuse
vanh chinh R. Thé thi idéan chinh sinh bdi a la thiuc su chita trong
R. Xét day tang nhing idéan clia vanh chinh R

aR=J,CJaC--CJdy---

Theo BG dé 3.1 day nay ditmg, ching han tai Ji. Thé thi J, 13 idéan
t6i dai chita a. O

Vi du trong vanh s6 nguyén Z s6 6 chita trong cac idéan t&i dai la
27 va 3Z.

Bo6 dé 3.9. Trong vank chinh R phén ti a la bat khé quy khi va chi
khi idéan aR toi dgi.

Chitng minh. Theo dinh nghia cfia phén tit bat khi quy thia #£ 0 va
khong kha nghich. Vi vay, theo BS dé 3.8, ¢ chita trong mot idéan téi
dai B. Do R ]a vanh chinh vd B thyc sy chita trong R nén B = bR
v6i phan tit b khong kha nghich nao dé trong R. Tt a € bB suy ra b
1& mot udc ca a. Do a la bt khd quy nén b lien két véi a, va do do
aR = B, vi la tbi dai trong R.

Ngugc lai, gia st aR la idéan t6i dai trong R. Do aR # R nén «
khong khé nghich. Néu a ¢6 udc thye sy b thi R thue sy chita trong
bR, trai vdi tinh t6i dai ctia a . ]

Dinh 1y 3.10 (Dinh 1y nhan t\& hod). Méi phén ti khdc 0 va khong
kha nghich trong vanh chinh R déu phan tich duoc mot cach duy nhét
thanh tich cic nhan t bt khd quy, sai khdc mot thw e cde nhin tu
va mot nhin tu kha nghich.

Chitng minh. Gia sit 0 # a € R va a khong kha nghich. Theo B3 dé
3.8 thi a chita trong mét idéan t6i dai ¢; R do dé a = ¢,.4,. Theo B
dé 3.9, ¢1 bat kha quy. Néu a; khé nghich ta ¢6 diéu phai ching minh.
Néu a; khong kha nghich 1ap luan tung ty nhu déi véi « ta c6

a1 = go2.Q2, vGi gg bat kha quy.
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Tiép tuc qua trinh nay sau hitu han budc ta duge
An—1 = Gn.Gp, vOi g, bat khd quy vh a, kha nghich.
That vay, néu day cac udc thuce sy
A, Ay, g, Ay, "
la v6 han thi day tang cac idéan tuong dng
aRCaIRCaQRC - CagRC -

cing 1a day vo han, trai v6i BS dé 3.1, Bay gio dit p = an-; = Gn.Qn
ta dugc p la bat kha quy, va c6 sy phan tich a thanh tich nhimg phin
tr bat kha quy:

: a=4q192.--Qn -1-P-
Dé chitng minh tinh duy nhét, gid s ring
a=mpzPn = Q192" Im> {x)

trong d6 mdi p; va g; 1a bat khd quy. Hon nita, khéng mét tinh tdng
quét ta gid sit rdng m > n. Tu ding thite (*) suy ra

F2 t 192---@m.-

Thé thi theo B dé 1.7, ta co py 1a u6c clia mot g, nao d6. Bing
cach danh s6 lai cac chi s6 ta c6 thé gia thiét p,|g,. Do ¢, 13 phan ti
bat kha quy nén g, lién két véi p, hay ¢, = u;p;. Nhu vay

P2 pn = W11 4Q2-.-Gn.
~ Sau khi gidn udc hai vé cho p; ta (;Iuoc
D2...Pr = Un142...qp.
Tiép tuc 1ap luan trén sau hitu han budc ta duge
1= wUs.. UnGnir. Gm.

Diéu nay lai khéng thé x&y ra, bdi vi mot phén ti bat khd quy
khong thé chia hét 1. Do d6 m = n, vk cac sé nguyén té p1,p2, -« , Pn
ériing vdi q1, 42, - , gm, sai khac vé thit ty va sai khac phép nhan véi
cac phan tit khd nghich. Dinh 1y duge chitng minh. O
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Khi vanh chinh 14 vanh cac sé nguyén 2, dinh 1y trén cho ta dinh
1y ca ban cla sé hoc da duge néi dén e trude.

Do vanh céc da thuce Fz] trén mét trudng F 1a vanh chinh nén tu
Dinh 1y 3.10 ta ¢é:
Hé qua 3.11. Cho truong F. Khi dé mor da thic f(x) € Flz), bac
n > 1 déu phan tich dudec mot cdch duy nhit thanh tich nhimg da thic
bat khd quy.

Trong mot vi du ¢ muc sau ching ta sé thiy vanh céc sb nguyen
Gauss _

Zi) = {a+ib| a,be Z)

cling ¢6 tinh chét nhan tif hod duy nhit nhu cae vanh Z va vanh Flz).
Tuy nhién, vi du sau chi ra ring cé nhitng mién nguyén khéng c6 tinh
chat nay. Xét mién nguyén

ZIV=3] = (a + bV 3 | a,b € Z}
“Trong mién nguyén nay sd 4 c6 hai sy phan tich:
4=22=(1+v=3)(1—v_3),

trong d6 2, 14 +/—3, 1 — +/—3 déu bat khd quy.

Bai tap

3.1. Cho F la trudng. Chimg minh tryc tiép rﬁng
a) Flz] la vanh chinh.
b) Néu p(z) 13 da thic bat kha quy trén F thi idéan chinh
sinh bdi p(x)} 1a t6i dai trong Fir| vA suy ra vanh thuong F =
Flz)/(p(x)) 1a mot trudng. '

3.2. a) Chitng minh ring hai da thitc bat khd quy trén cung mét
truding khéng thé ¢6 nghiém chung.
b} Néu f(z) va g(x) ¢6 nghiém chung va f(z) 1a bat kha quy
trén F thi f{z)|g(z).

3.3. Néu f(x) l1a da thic bAt kha quy trén trudng F, c¢6 bac n > 1
thi khéng ton tai trong F hai da thifc khac khong ¢6 bac nhd
hon n ma tich clla ching chia hét cho f(z).
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
3.8.

3.9
3.10.
3.11.

3.12.

3.13.
3.14.

Phdn

Gia st a¢ va b 13 hai phan tif nguyén t6 cing nhau clia vanh
chinh A, Chiing minh idéan sinh ra bdi ¢ va b 1a vanh A.

Cho p 1a mét phan t& khac 0 ca moét vanh chinh A. Chimg
minh p 13 bat kha quy khi va chi khi Ap 14 mot idéan t6i dai
cha A.

Ching minh rdng trong mét vanh chinh, cac idéan nguyén té
khac 0 déu 1a cdc idéan t6i dai.

Ching minh mot trudng la mot vanh chinh.

Vanh thuong cia mét vanh chinh ¢é phai 1a mét vanh chinh
khéng?

. Vanh con cta mot vanh chinh ¢6 phai la mét vanh chinh khéng?

Vanh Z[z] ¢6 phai 1a mot vanh chinh khong?

Gid st A = {a + bv/3ija, b€ Z}.

a) Ching minh ring A cung v6i phép cong va phép nhan céc s6
phitc 14 mét mién nguyén.

b) Chitng minh ring 2,1 4 v/3i,1 — +/3i 13 nhitng phan ti bit
kha quy cha A nhung khong phéi 13 nhitng phan t& nguyén té.
T dé suy ra A khong phai 14 mét vanh chinh.

Chimg minh ring vanh

A= {a+5/2a.be 7}

la mot vanh chinh.

Ching minh ring vanh Z[z] khong 13 vanh chinh, nhung vanh
thuong Z(x)/(9z* + 2) la mot vanh chinh.

Ching minh rang vanh Afz] trén mién nguyén A 12 mot vanh
chinh khi va chi khi A [a mot trudng.

tich cac da thic trong cdc bai tdgp tw 3,15 dén 3.26 tha'nh cic

nhan ti bat khd quy trong vanh da cho

3.15.
3.16.
3.17.
3.18.
3.19.

3.20.

z% — 1 trong Q[z].

x° + 1 trong Zy[z].

z* + 1 trong Zs[z].

22° + 1?2 4 4z + 2 trong Qlz].
z* — 9z + 3 trong Q|x].

2% + 2% + 4 + 2 trong Ciz].
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3.21. z° — 4z + 1 trong Q[x].

3.22. 2* + 32% 4+ 9z — 9 trong Q[z].
3.23. 2® — 16 trong C[z].

3.24. x® — 16 trong R{z].

3.25. z® — 16 trong Q]

3.26. 2° — 16 trong Z,7[z].

3.28. Chung minh rang Z[v/=5] = {a+by/=5|a, b € Z)} khong c6 tinh
chét nhan t hoa duy nhét.

Mien nguyen R dugc goz la thoa man diéu kién c6 wdc chung lon nhét
(viét tdt la UCLN) néu trong R moi cgp phén td a, b déu cé wdc chung
on nhét. Ching minh cée ménh dé tw 3.29 dén 3.32 sau.

3.29. Cho a, b, ¢ thudée mién nguyén R thoa man didu kién cé UCLN
Khi d6 ta co:
1) ¢(a.b) = (ca,cb),
2) Néu (a.b) =1 va (a,¢) = 1 thi {a, bc) = 1.

3.30. Cho R la mot miéu nguyén théa man didu kién ¢6 UCLN, pla
phan tit bat khi quy thuéc R. Khi d6 vdi moi g thude R, ho#c
a chia hét cho p hodc a vd p nguyeén té cing nhau.

3.31. Trong vanh R thda méan diéu kién c6 UCLN, mot phin i la
bat kha quy khi va chi khi né la nguyen to.

3.32. Cho R 13 mién nguyén théa man didu kién ¢6 UCLN, p€ R 1a
phén tit bt kha quy. Néu a4, a5, ..., an(n > 2) 14 nhitng phin ti
ctia R sao cho plaa,...a, th tén tai ax sao cho plag.

3.33.*Cho R la mét mién nguyén, théa man didu kién dimg nhimg
ude thyc sw. Néu vh a € R,a # 0 khéng kha nghich thi a ¢6
mot ude bat kha quy.

Mién nguyén R duoc goi lo vanh nhan #¢ hod (hay vanh Gauss) néu

ol phan t khdc 0 va khong khd nghich cia né déu phan tich dugc

mot cdch duy nhdt thanh mét tich nhing nhan ti& bat khd quy, sai khic

thit tu cdc nhan it va sui khdc cde nhan t khd nghich. Ching minh
cdc ménh dé tirt 3,34 dén 3.37 sau.

3.34. Cho R la mot mién nguyén théa man didu kién dimg nhimg ude
thye sy va diéu kién ¢6 UCLN. Khi dé R 13 mot vanh nhan ti
hod (hay vanh Gauss). T d6 suy ra moi vanh chinh déu la vanh
Gauss.
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3.35. Vanh nhéan tit hoa théa man diéu kién dimg nhlfm'g udce thuye sy
va didu kién c6 UCLN.
3.36. Cho A la mét vanh Gauss, A 13 trudng cac thuong cla A.

fl@)=a+az+ - +az™ € Al

dugc goi la mot da thiic nguyén bdn nén uée chung 16n nhét cia
cac hé tu ag, a1, ..., ap bing 1. Ching minh ring:
a) Tich clia hai da thitc nguyén ban 1a mot da thie nguyén ban.
b) Néu da thic f(x) € Afz] kha quy trong Alx] th1 né6 ciing kha
quy trong Alx].

3.37. Chitng minh ring néu A la mGt vanh Gauss thi vanh A[z] cling
1a vanh Gauss. Tinh chéat nay con ding khéng néu thay gia thiét
"vanh Gauss" bang gia thiét "vanh chinh".

4. Vanh Oeclit

Dinh ly v& phép chia véi du trong vanh sé nguyén va trong vanh
cac da thic trén mot trudng déng vai tro quan trong trong cac ldp
vanh nay Bay gio ching ta hay nghlen citu mot 10p vanh téng quat
¢4 thudt todn chia nay.

Dinh nghia. Mgt mién nguyén R duge goi 13 vank Oclit ndu cé mot
anh xa
d: R* —- N
r — &(z)

tU tap cac phan tir khie 0 ctia R dén tap cac s6 tu nhién N théa man
cac didu kién:

(i) Va,b € R*. alb kéo theo &(a) < 5(b).

(i) Va,b € R, b# 0tdn taig,r € Rsaochoa = bg+ 7 véi r = 0,
ho#ic néu r # 0 thi §(r) < 8(b).

Anh xa s dugc goi 1a dnh zg Oclit.
Viduy

1. Tit dinh 1y vé phép chia v6i du trong vanh s6 nguyén Z ta suy
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ra rang vanh Z 13 mét vanh Oclit v6i Anh Xa

5. Z* — N
n — &(n) =|n|

2. Cho F la mét trudng. Khi dé F cling vdi anh xa

5. F* = N
a — 6&{a) =c¢,

vil ¢ 1& mot 6 tu nhién cho trude, 14 mét vanh Oclif.
3. Tu dinh I v& phép chia véi du trong vanh da thic mét an Flz]
trén truong F suy ra Flz] 1a mot vanh Oclit véi anh xa
§: Flz]* — N
flz) — 8(f(z)) = deg f(z)

4. Vanh céc s6 nguyén Gauss
Z{i] = {a + ibla.bc Z}

1a mot vanh Oclit véi anh xa Oclit cho bdi §(a + ib) = a? + b2

That vay, Z[i] 1o vanh con cta C, va do d6 la mét mién nguyén.
Néu z € Z[i], thi §(2) = 22, trong d6 Z 13 lién hgp cla z trong trudng
s6 phidc C. Vi mbi sb phic khac khong z,6(z) > 0, vA v6i hai sb
nguyén Gauss khéc khang z va w, §(z.w) = §(2).6(w).

Dé ching minh thuat toan chia trong Z[i], goi z vh w la céc sb
nguyén Gauss voi w # 0, thi 5 la mot sb6 phic c + id, trong dé
c.d € Q. Chon céac s6 nguyén a,b nhu trong hinh vé (trong hmh vé
nay céc phan tu cla Z[:| duge khoanh tron).

o) 0 O
, il 4id
—1+i0 i o%l ©
o+ ib
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1 1
sao cho |c—a|§§vﬁ }d——b|§-§.Khidé

i:a+ib+[(0—a)+i(d_b)],

ul
do dé.
z = (a+ byw + [{c — a) + i(d — b)jw.
Bay gid '

{{(¢c —a) +7i(d - b)]w).z O{(c—a) +i(d — b))d{w)
= [

(¢ —a)® + (b — d)?)d(w) < (;1- + %)(5(&)) < 6{w).

Do d6 Z[] la vanh Oclit.
Bay gio ta cho mot vai két qua don gidn ¢Ga vanh Oclit.
Bd dé 4.1. Trong vanh Oclit E déi véi z,y € E*, §(xu) = 6{x) néu
u khd nghich va d(xu) > d(x) trong truong hap ngugc lai.
Chatng minh. Néu u kha nghich thi
8(x) = 6(zuut) > §(xu)

va vi vay 0(x) = é(zu).
Tinh kh& nghich clia u tuong duong véi zujz. Bdi vay néu u khong
kha nghich thi zu khong la ude ctia z. Khi dé

z = q(zu) + r v81 6(r) = §(zu).
Ngoai ra,
=1 — qru=2(1 — qu}

nén &(r) > 8{x). Bé vay é(zu) > 6(r) > (x). | O

Tir bd dé trén dé dang suy ra hé qua sau.

Hé qua 4.2. Trong vanh Oclit E phan t& u khd nghich khi va ch? khi
d{u) = 8(1), va néu hai phan tf a, b lién két thi 8(a) = &(b).

Dinh 1y sau cho ta mdi quan hé gita 16p vanh Oclit va 18p vanh
chinh.

Dinh Ly 4.3. Moi vanh Oclit déu 1a vanh chinh.
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Chiing minh. Gia sit E la mgt vanh Oclit vdi 4nh xa

d: E* - N
x — 6(x)

Gia sit J 1a mot idéan cia E. Néu J =0thi J = (0). Néu J # 0 thi
tdn tai phan tit a € J,a # 0. Dat

T =J\{0}

va ap 12 phan tir thude J* sao cho d{ag) < 8(x) véi moi z € J*. Ta &
ching t6 rang J = (ap).

That vay, vi ap € J nén (ap) C J. Bay gid gid sita € J. Do ag # 0
va do E la mét vanh Oclit nén tdn tai ¢, r € E sao cho

Q= apq +r,
- trong d6 7 =0 holic 6{r) < 8(ag) néu r # 0. Do a,a9q € J nén
r=a-—ay € J

Néu r 75 0 thi theo dinh nghia ciia § ta c6 8(r) < §( (ap), trai véi gia
thlet vé go. Vay r = 0 va do d6 a = agg € (ag). Didu nay ching t6
= (ao) va do d6 F la vanh chinh. _ Cl

_ Do mét vanh Oclit 1a vanh chinh nén u8c chung 16n nhit cta hai

phan ti khac khéng ludn tén tai. Hon nita, udc chung 16n nhét dé c6
thé tim duge nhs mot thuat toan tuong ty nhu thust toin di trinh
bay cho vanh céc sb nguyén Z. Trude hét ta c6 bd dé sau.

Bd dé& 4.4 Trong vank Oclit E

a=bg+c={ab)=(bc).

Chitng minh. That vay, goi I, J 1an lugt 1a céc idéan sinh béi cac tap
hop {a, b}, {b,c}. Hién nhién a thuge J nén I C J.

Mat khéc, tit ¢ = a — bg suy ra ¢ thudc 7, va do d6 J C 1. Vay I = J.
Theo chitng minh ménh d& trén thi 7, J theo thi tu sinh bdi cdc phan
ti¥ (g, ), (b, ¢) nén hai phan ti nay lién két va béi vay ta c6 thé chon
ude chung 16n nhét (a,b) cha a va b chinh 1a (b, c). - O
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Bay gid ching ta c6 thé trinh bay thuat toin dé tim udc chung ldn
nhat cla hai phan tit khac khéng a, b trong vanh Oclit £ nhu sau.
Néu a = bg thi hién nhién (a, b) = b.
Néu a = bgy + ro, v6i &(rp) < 6(b) thi theo bd dd vita chiing minh
ta co
(a,b) = (b, ry).

Tiép tuc qua trinh nay sau hitu han budc ta duge

b =roqy + 71, VO 8(r1) < 6(ro)

Tn-2 = Tp_1G@n-1 + Ty, vdi 5(7'1'1) < 5(T'H.'-l)

Fpoy = Tngna
Qua trinh nay dimg sau hitu han budc do
5(b), 8(ro}), 8(r1),...

la mot day gidm thye sy nhitng s6 tit nhién. Béi vay theo bd dé ta
duge -

((L,b) = (b1 Tl) =orr = (T'n--ls T'ﬂ) = Ty
“nghia 1a ude chung 16n nhét cila a,b bing sé du cubdi clung 7, trong
thuat todn néi trén. _
Vi du. Tim UCLN g(z) clia a(z) = 2z* + 2 va b{x) = z° + 2 trong
Zy[z], va tim s(z), t(z) € Z3[x], sao cho

g(z) = s(z).(22" + 2) + t(z).{z* + 2).

Loi gidi. Lap lai viéc st dyng thuat toan chia (nhy sau day), chiing ta
cé
i) 2°+2 = (2o)(2z*+2)+ (2z + 2).
(i) 22 +2 = (@ + 222+ +2)(22+2) + 1.
(i) 20+2 = (22+2).1+0.
Do dé, g(z) = 1 va ta c6 thé tim cac da thitc s(z), t(x) dya vao thuat
toAn trén nhu sau:

1 = a(z) - (£*+ 202+ 2+ 2)(2z + 2)
= a(z) — (2 + 22 + z + 2)[b{z) — (22)a(z)]
a{z).(2¢ + 2% + 222 + =+ 1) + b(z)(22® + 2* + 22 + 1).
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T do ta co
s(r) = 2r'+ 2+ 2% +x+ 1, va
ta) = 20+ + 20+ 1.

Vidu. Tim UCLN ctaa(x) = r*+13+3r—9 va b(x) = 22 —2?+62-3
trong Q|x].
Lot gidi. Theo thudt toan chia ching ta ¢6 :

ale) = (3z+3) bla) = 37~ o
) = (5 +g)(-2 — 7).
Do dé 9 o7
UCLN {a(z), b(z)) = -ZIQ -7

Bay git chiing ta xac dinh khi ndo thi thuong clia mét vanh Celit
15 mot trudng. Két qua nay cho phép chiing ta xac dinh nhiéu trudng
mdi.
Dinh ¥ 4.5. Cho a la mét phan ti cia vanh Oclit E. Vanh thuong
E/(a) la mét trudng néu va chi néu o bat khd quy trong E.

Chitng manh. Gia st rdng a 13 mot phan tif bat khd quy cia £ va
b+ (a) la mot phan tit khac 0 cia E/(a). Khi d6 b khong phai 1& boi
cua a, va do a 13 bat khéa quy nén UCLN(a,b) = 1. Do dé tdn tai
s,t € E sao cho sa + bt = 1.

Bay gid, do sa € (a), nén

[t + (a)).[b+ {a)] = 1+ (a)
la phan ti don vi ctia vanh thuong E/(a). Bdi vay t + (a) 1a nghich
déo clia b+ {a) trong E/(a) va E/{a) & mot trudng.
Bay gid gia st ring a kha quy trong E, nghia 13 tdn tai céc pha.n
tit s va t khong kha nghich, thod mén st = a. Ta ¢6
8(s) < 8(st) = 8(a), va 8(t) < 8(st) = é(a).

Do d6 s khéng chia hét cho a, va s ¢ (a). Tuong ty, t ¢ (a), va
khong c6 phan tit ndo trong hai phan ti () + s vd (a) + ¢ 1a phan ta
0 trong E/(a}. Tuy nhién

[s + (a)}.[t + {a)] = st + (a) = {a),
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la phan t1f 0 cia vanh thuong E£/(a). Bdi vay, vanh E/(a) c6 udc cla
0 vd khong thé 14 mot truong. [

Vi du trong vanh thuong Q[z]/P, v6i P = (22 — 1), cdc phan-tu
r+1+4+ FPvae— 14 Placée ude cia 0 bdi vi

(x+1+P)z-1+P)=2>~1+P=P

13 phan tu 0.

Heé qua 4.6. Z, = Z/(p) la mét truong néu va chi néu p nguyén t6.
Mot trudng hgp riéng khac cfia Dinh 1y 4.5 14 dinh 1§ quan trong

sau day.

Dinh 1y 4.7. Vanhk Flz]/(p(x)) la mét trudng néu vi chi néu da thitc

p(z) bdt khd quy trén truong F. Hon nia, vanh Flz]/(p(z)) ludn chita

mét vanh con ddng cdu vdi truong F.

Chitng minh. Xét vanh da thic Flz] va goi I la idéan cla Fz] sinh
bdi p(x). Theo Dinh 1§ 4.5, vanh thuong £ = F[:c]/f la mot trudng.
Xét phép chiéu
p: Fiz] — Flx|/I=F
fly —  flx)+1

Cai thu hep |r = o 12 don ciu. That vay, véi a.b € F ma @ = b thi
@ — b chia hét cho p(z). Vay a — b = 0.

Vi o 12 don chu nén ta ¢6 thé déng nhat F vai trudng con y( F)
cla E qua don cu g, nghia laa =@ vdia € F. |

Chiing ta cé thé chitng minh da thitc x> — 2 khéng c6 nghiém
trong QQ, do d6 né 13 mét da thic bat kha quy trén Q. Nghiém cia
né 1a mot s6 thue, k¥ hiéu bdi /2. Bay git ching ta sé xem xét tinh
huéng téng quat ciia sy kién nay, cho trude mot da thite bt kha quy

p{x) € Flz], khi d6 ¢6 hay khong mot md rong E cia F chita nghigm
u cta p{x)? Cau trd loi 14 c6 va bay gio chung ta sé chi ra cach xay
dyng mét truong maé réng cia trudng da cho dé mot da thite cho trude
¢6 nghiém,

Dinh 1y 4.8. Gid st p(z) = ap + a1z + - - + apz” (n > 1) la mot da
thitc bét khé quy trén trudmg F. Khi dé ton tai mot trudmg E la md
réng cua F va chida mét nghiém ¢ cua p{z).
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Chitng minh. Xét vanh da thue Flz] v goi I la idéan clia F[z] sinh
bdi p(x). Thee Dinh 1y 4.7, vanh thuong £ = Flz]/I 13 mat trudng,
vd ta c6 thé ddng nhit F véi mét trudng con cla £ bdi a = @ vai
a € F'. V6i phép dong nhit nay trong E = Flz}/I ta ¢6

p(:r)zaﬂ+alf+"'+arafn:ﬁ
hay
g+ aic+ - Fanc =0, vlic=T.

Vay ¢ € E va ¢ la mét nghiém clia da thitc p(z). 0

Vi dy. Lap bang nhan cho trudng Zs[z]/(z? + 1).

Lot gudi. Néu z = 0,1 hoic 2 trong Zs, thi 22 +1 = 1,2 hodc 2; do
d6 % 4+ 1 khong c6 nhan td tuyén tinh. Béi vay, 22 + 1 bét kha quy
trén Zy va theo Dinh 1§ 4.7, vanh thuong Zs(z]/(z% +1) 1 mot trudng,
Theo Dinh 1y 1.10, cac phin tit clia trudng nay c6 thé viét duoe duéi
dang

Z3[I]/($2 + 1) = {GD + a1:r|ag, 2, € Zg}

-Do d6 trudng chita 9 phén tir. Bang phép nhan céc da thic trong
Zs|z| co thé tinh duge bing cach thay z2 bdi —1 hodc 2, vi

2=-1=2 mod (z* +1).

Vi du. Chimg minh rang Q[z]/(z® — 5) = {ap + a1z + ayz?|a; € Q}
& mét trudng va tim nghich déo cha phan ti = + 1.

Lot gidi. Da thite (2* — 5) khong ¢6 nhan tii tuyén tinh va do dé [a
bat khé quy trén Q. Bdi vay, theo Dinh 1y 4.7, Q[z]/(z* — 5) 13 mot
trudng. '

Néu s(x) 1a nghich déo clia z + 1, thi

(z+1)s(z) =1 mod (z* -~ 5);
tire la _ '
(z + 1)s(x) + (2° — 5)¢(z) = 1 véi t(z) € Q[z].

Ching ta c6 thé tim duge nhitg da thiic s(z) va t(z) nhu vy bing

thudt toan Oclit. Chiing ta c6
-5 = (PP-z+Dx+1)-6
=6 = (> -z+1)(z+1) mod (z* —5)

=1 = Z(@*—z+1){z+1) mod (z* - 5).

L
6
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Vi vay trong Q[z]/(z® - 5) ta c6

1 1 1
(I-i-l)‘] 26172—"6.'1;4—6
Vi du. Chimg minh ring Zg[r]/(x + 22+ 1) 1a mot trudng ¢ 27
phén ti va tim nghich dao ciia phén t¥ z? :

Lai gidi. Néu z = 0, 1, ho#c 2 trong Z3, thi 23 + 22+ 1 = 1; do dé
2% + 2z + 1 khong ¢6 nhan ti tuyén tinh va 1a bt khi quy. Do dé

Z3[$]/(I3 + 2 + 1) = {a{] + a1 + aglea,‘ = Zg}
la mét trudng c6 3° = 27 phé.n tat.

Nhu trong vi du tren dé tim nghmh déo cta z?, ching ta ap dung
- thuat toan Oclit cho 2% + 2z + 1 va 22 trong Zs[z]. Chéng ta c6

420 +1 = z(z?) 4+ (2r +1),
2 = (224+2)(2z+ 1)+ 1.

Do dé _
=a? — (2z + 2)[(@® + 22 + 1) — £.2?]

=222 + 22 + 1) — (22 + 2)(a® + 22 + 1).

1=2(2"+22+1) mod (z° + 22 + 1)
va nghich dao clia x? trong Zs[z]/(z® + 2r + 1) 18 22% + 22 + 1.

Bai tap

4.1. Chitng minh rding cac vanh sau la vanh Oclit:
a) Z[v2} = {a + bv/2]a, b € Z);
b) Z[z]/(2® + 2);
¢) A = {a+bv/2ija b € Z}.
4.2. Chitng minh réing mdi trudng 12 mét vanh Oclit.
4.3. Gid st A Ja mot vanh Oclit. Ching minh riing A 1 mot trudng
khi va chi khi §(z) 1a hng véi moi z € A*.
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4.4, Gia st
floy=x®+28 +ori+z+ 1,
gl =+ 227 + o+ 1.
Tim udc chung 16n nhat cha f(z) va g(z) trong Z[z}.
Vdi cde bai tdp t 4.5 dén 4.11, tim UCLN cda cdc phan tif a. b trong

vanh Oclit dé cho, va tim cdc phdn ti& s,t trong vanh dé thed mdan
as + bt = UCLN(a,b). -

4.5. a = 33, b = 42 trong Z.

4.6. a = 2891, b = 1589 trong Z.

4.7.a = 2z% — 422 — 8z + 1,b = 22° — 522 — 5z + 2 trong Q[z].
4.8. q = 2% — 23 — 1602 + 127 — 2,b = z° — 2¢* — 162 + 8 trong Q[z}.
4.9. ¢ =1+ +1,b=u%+ 2%+ z trong Zsz].

4.10. a = z' + 2,b = 2* + 3 trong Zs|x].

- 4.11.a=4—1i,b=1+1 trong Z[i].

4.12. Z{z] c6 phai 12 mot vanh Oclit khéng khi §{f(x)) = deg f(x) véi
mdi da thic khac 0 hay khong? Z[z] c6 phai 1a mot vanh Oclit
v6i mot dinh nghia nao khéc cla 8(f(x)) hay khong?

4.13. Néu R )a mot midn nguyén va R[z] la vanh Oclit, chitng minh
réng R phai la mot trudng.

Vi cdc bai tap t 4.14, 4.15, xdc dinh bdng cOng va nhan cho cdc vanh
di cho. Tim tdt cd cdce uwdc cia 0 trong moi vanh. Vanh nao trong cdc
yanh nay la trudng?

4.14. Zolx]/(2® + 1),
4.15. Zs[z]/(x?* + 2z + 2).
Céc phdn t& nio trong cdc bai tap tu 4.16 dén 4.21 la bat khd quy

trong cdc vanh di cho? Néu cé phan i bit khd quy, tim trudng cdc
thuang tuong ng theo modun idéan sinh bdi phan ti do.

4.16. 2 — 2 trong Riz].

4.17. 23 + 2% 4+ 2 trong Za|x).

4.18. r* — 2 trong Qlx].

4.19. 27 + 423 — 3ix + 1 trong Clz].
4.20. 22 - 3 trong Q(v/2)[z).
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4.21.
4.22.

4.23.

4,24,

4.25.

3z° — 42* + 2 trong Q|z].

Gié s vanh E v6i 4nh xa § : E* — N |4 mot vanh Oclit. Chiing
minh t6n tai 4nh xa Oclit

5. E* > N

sao cho 0'(E”") = {0.1,....n} v6i n > 0 hosc §'(E*) = N.

Gia sit £ 1a mot vanh Oclit v6i anh xa Oclit §. Ching minh &{u)
1a phén ti bé nhat cia 6(E*) khi va chi khi w kha nghich trong
E.

Gia st £' la mot mién nguyén nhung khong la trusng. Chimg
minh rdng didu kién cén dé E 1 vanh Oclit 13 tdn tai mot phin
tit khéng kha nghich = € E sao cho moi lép ciia E/(x) co mot
dai dién hodc kha nghich hoac bing 0.

Chiing minh vanh
A= {wbl—%‘@‘u,be z}

khong phai la mét vanh Oclit. (Ngudi ta c6 thé ching minh A
la vanh chinh).
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Chuong VI

PHAN TICH DA THI?C )
TREN CAC TRUONG SO

1. Phdn tich céc da thite thuc va phic
2. Phan tich cdc da thic nguyén va hiu ty
3. Phan tich cdc da thic trén trudng hiu han

Trong chuong trudc ching ta thiy ring méi da thitc trén mot
truong F' ludn ¢6 thé phan tich thanh tich ctia nhitng da thitc bét kha
quy (Hé qua 3.9 Chuong IV), va ching ta ciing da thiy ring néu mot
da thitc phan tich duge thanh tich nhitng da thitc bat kha quy thi ta
c6 thé xay dyng dude truding mdi chita nghiém clia da thdc nay. Bay
gid ching ta sé nghién cthu cdc phuong phap phan tich céc da thic
trén cic truong hé s6 khac nhau.

1. Phan tich cac da thitc thuc va phic

Ta nhéc lai rdng, mét da thitc f(z) c6 bac dudng duge goi la khd
quy trén trudng F néu né c6 thé phan tich duge thanh 2 da thie c6
bac duong trong F|z]. Néu né khong thé phan tich nhu vay, f(z) duge
goi 1a bdt khd quy trén F, v f(r) 13 mot phan ti bat kha quy cla
vanh Fz}.

Can chd ¥ ring tinh khé quy phu thudc vao trudng F.

Dé& xac dinh céc de thitc ndo la bét khad quy trong Clz] va trong -
R{z] chiing ta cin t6i Dinh ly co ban sau day, lan dau tién duge ching
minh bdi Gauss trong luan an tién si cha 6ng n&m 1799,

Dinh 1y 1.1 (Dinh Iy cd ban cia Dai s8). Néu f(z) lo mgt de
thic trong Clx] ¢d bic duong, thi f{x) cé nghiém trong C.

192



Phép ching minh ciia dinh iy ndy 1a khéng thuin tuy dai s6. N6
dya trén mot két qua duge chitng minh bing gidi tich, d6 13 mét da
thiic bac 1€ thi ¢é nghiém thyc.

Bay gid ching ta sé sit dung Dinh 1§ ¢ ban cla dai sé dé xét tinh
bét khd quy ciia cac da thic trén céc trudng sb thuc va phite.

Dinh 1y sau day ching té ring cac nghiém phic ctia cac da thite
thiuc tn tai theo tung ciip lién hgp.

Dinh 1y 1.2. (i) Néu z = a + b ld mgt nghiém phitc cie da thic thuce
f(z) € Rlz], tht lién hop cia né Z = a — ib cing la mot nghiém. Do
dé da thie thuc |

(z — 2){(x ~ %) = 2% — 2ax + (a* + %)

la mdt nhan ¢ cida f(z).

(i) Néu a,b,c € Q va a + by/c la mot nghiém vé ty cia da thic
hiu ty flz) € Q[z], thi a — by/c ciing la mot nghiém, va da thitc hiu
ty

2% — 2az + (d® — b%¢)
la mot nhin ¢ cua f(z).

Ching manh. (i) Xét da thic _
g(z) = 2* —2ax +a* + b = (z — 2)(z — 2).
Theo thuat toan chia trong R[z|, ton tai cac da thice thue g(z) va r(z)
sao cho
flz) = q(x)g{x) + r(z), trong dé r(z) = 0 hodc degr(x) < 2.

Do dé r(z) = rg + 1z trong d6 rg, 7y, € R. Bay gid 2 = a + b 1a mot
nghiém cla f{z) va cla g(z); do dé, né ciing 13 mét nghiém cda r(x),
do d6 0 = ro+r;{a+ib}). Cho phan thyc vi phin 4o biing nhau, chung
tacérg+ra =0 varb=0. Nhung khi dé

rZ)=r(a—th) =ro+ri{la—ib)=ro+ra—inb=0
Do 7 l1a mét nghiém cua r(z) va g(z), né phai 14 nghiém cha f(z).

Néu z 1a s6 phiic va khong phai 1a sb thyuc, thi & # 0. Trong trudng
hop nay ry = 0 va rg = 0; do d6 g(x)|f(z).

(1) Duge ching minh tuong ty nhu phan (i). [
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Cac da thite bt kha quy trén cac trudng sb thuc va phite duge cho
baéi dinh 1y sau.
Dinh 1y 1.3. (i) Céc da thic bat khd quy trong vanh Clz) ld cdc da
thuce bic 1. :

(i) Cédc da thitc bét kha quy trong vanh R(z] & ‘cdc da thie bac !
cung vdi cdc da thie bic 2 ¢6 dang ax? + bx + ¢, trong dé V* < 4ac.

Chitng minh. (i) Céc da thitc bac 0 1a cac phan tr kha nghich trong
C[z]. Theo dinh 1y co ban ctia Dai sb, mdi da thic ¢6 bac duong ¢
mot nghiém trong C va do dé 1a nhan t tuyén tinh. Do d6 tht ca cac
da thitc ¢6 bac 16n hon 1 kha quy va cac da thitc bac 1 1a cac da thite
bat kha quy.

(ii) Cac da thie bac 0 12 cac phan tit kha nghich clia R[z]. Theo
phéan (i) va theo dinh 1y nhan tit duy nhét, moi da thic thye c6 bac
duong ¢6 thé phan tich duge thanh tich cac nhan tit tuyén tinh trong
C[z]. Theo Dinh ly 1.2(i), cdc nghiém khong thye cia né tao thanh
cac cap lién hgp, ma tich cac nhan tit tuong dng cho ta nhan tu bac
2 trong R[z] ¢6 dang ax® + bx + ¢, trong d6 b < dac. Do d6 mdi da
thie thue ¢é thé duwge phan tich thanh tich cdc nhan tu tuyén tinh
thuc va ciae nhéan t@ bac 2 thuc c6 dang trén. O

Vi du. Tim hat nhan va anh clia ciu xa vanh ¢ : Q[z] — R dugc cho
bai 9(f(2)) = F(V2).
Lot gias. Néu p(z) = ag + a1z + - -+ + apz” € Q[z], thi

e(p(e) = atav2+ - +a (V2"
= (ao+ 202 +4as+---) +vV2(a; + 2a3 + das + -+ ),

do dé
Yp(x)) € Q(V2) = {u +bv2| a,b € Q}.

Vi vay Imy € Q(v/2) va Imyp = Q(v2) bdi vi ¥(a + bz) = a + bv/2.
"~ Néu p(x) € Kery, thi p(+/2) = 0, do d6, theo Dinh Iy 1.2(ii),

p(—\/ﬁ) = 0, va p(z) chita m6t nhan tit («? — 2). Nguge lai, néu p(z)

chita mét nhan ti (22 — 2), thi p(v/2) = 0 va p(z) € Kery. Tt dé

Kery = {{z? — 2)q(z)} q(z) € Q[z}]}.

tic la, tap tit ca cac da thic trong Q[z] 6 (z? — 2) & mot nhan tit.
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2. Phan tich cac da thic ngﬁyén va cac
da thic hiu ty

Mot da thite hitu ty luén ludn c6 thé dwa duge v& mot da thic
nguyén bing céch nhan né véi boi chung nhé nhét (BCNN) chia cac
miu s6 cla cdc hé sb cia no. Bay gio ching ta dua ra céc phuong
phép khac nhau dé xac dinh xem mot da thic nguyén c6 nghiém hiu
ty hay bat kha quy trén Q.

Dinh 1y 2.1 (Dinh Iy nghiém hitu ty). Cho da thic vdi hé sé
nguyén
pla) =ao+amz+--- +a,2" € Za].

Neéur/s la nghigm hiu t§ cia p(z) va UCLN(r,s) = 1, thi:

(1) :r‘|a0.
(ii) sla.

Chatng minh. Néu p(r/s) = 0, thi
ap +a1(r/s) + -+ an_1(r/s)" ! +a,(r/s)" = 0.
tu doé - .
ags" +ayrs™ T+ kg s g™ = 0,
Béi vay,
s = —r{as" T 4 a2 4 anr™ 1),

vi vy 7|ags". Do UCLN(r,s) = 1, tit Ménh d& 4.9 Chuong I ta suy ra
réng rao. :
Bay gio ta lai ¢6

" = —s(ags" ! +arst i 4. 4 Q7).
Lap luan tuong ty ta c6 sla,. ' O
Vi duy. Phan tich p(z) = 22° + 322 - 1 trong Q[z].

Lot gidi. Néu p(r/s) = 0, thi theo Dinh 1y 2.1, r|{~1), va $2. Do
dé r = &1 vd s = +1 hosic £2, v& cac gi tri ciia r/s chi c6 thé la
+1,41/2. Do p(1) = 4,p(—1) = 0 nén p(z) chia hét cho =+ 1. Thue
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hién phép chia ta duge p(z) = (z + 1)(22% + = — 1). Tam thitc bac hai

222+ ¢ — 1 ¢6 hai nghiem la z = ~1vaxr = 3 nén ta co

p(z) = (z+1)*(2z - 1).

Trong dinh 1y trén néu a, = 1 ta c6 hé qua sau:

Hé qua 2.2. Cho da thic p(z) € Z[z] vdi hé t cao nhit b&ng 1. Khi
dé nghiém hitu ty (néu cd) cia f(z) la nghzem nguyén, va sé nguyén
nay la wdc cia s hang ty do.

Vi du. Chimg minh ring /2 14 s6 vo ty.

Lo gidi. Trute hét ta thay ¥/2 la mot nghiem cia z° — 2. Néu da thic
nay cé mot nghiém hitu t ¢ thi theo Hé qua 2.2, ¢ 1a mgt s6 nguyén
wdc cta 2. Do dé cac nghiém hitu ty chi c6 thé 1a +1, +2. Tit bang
dudi day chiing ta thdy ring khong c6 s6 ndo trong ching 1a nghiém,
nén tat c cac nghiém cla da thic z° — 2 phai 1 céc 86 vo t¥.

Béang gia tri
T —2 —1 ] 2
£ -2 -34 -3 -1 30

Nghiém hitu t§ cia da thic p(z) € Z[z] cling ¢6 thé duge tinh theo
phu’dng phép sau.

Nhan hai vé cia phuong trinh p(z) = 0 véi a?~! v dit y = a, ta
duge phuong trinh

Q(y) = bﬁ + b]y + ...+ bﬂ—lyﬂ_l + ,yn — 0‘

& d6 hé sb chia y" bing 1. Khi dé theo Hé qua 2.2 nghiém hitu ty cua
phuong trinh g(y) = 0 néu c6 phéi la s6 nguyén.va la u6c cua by. Trong
trusng hgp don gidn ta cé thé kiém tra tryc tiép nhimg ude nay c6 la
nghiém ctla phuung trinh hay khong. D6i véi trudng hop chung ta co
thé lam gidm sb phép thit nhd mét k¥ thuat don gian duge trinh bay
dudi day.

Gid st g(1) # 0 va q( 1} # 0. Néu ¢ 12 mot nghiém nguyén cia
g{y) thi g(y) chia hét choy —c:

q(y) = (y — c)h(y). ’
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Theo dinh 1y vé phép chia v6i du ta cé A(y) € Zfy|, nghia 13 cac hé sb
ctia h(y) déu 1a sé nguyén. Tit d6

it = 24 -n-n = 7

1a nhitng s6 nguyen. Diéu nay cho phép ching ta chi can kiém tra déi
v0l nhitng ude ¢ cia by ma

déu la nhitng s6 nguyén.

Néu ¢(1) = 0 hosic q(—1) = 0 thi ta chia ¢(y) cho y — 1 (twong tGng
cho y + 1) va tiép tuc 1am nhu trén véi da thic thuong.

Vi du. Tim nghiém hitu tj ctia phuong trinh
42° + 622 + 122 — 5 = 0.
Lot gidi. Nhan hai vé clla phuong trinh véi 2 ta duge
82° + 122 + 24z — 10 = 0.
Dit y = 2x phuong trinh dugce dua vé& dang
fy) =v* + 3y + 12y — 10 = 0.

Cac udc cha 10 1a +1,42, £5. Trude hét, ta théy f(1) = 6, f(~1) =
—20. Tt d6 c6 thé thiy céc phan sb

S f=1)
l—¢c' 14¢

cing la s6 nguyen chi véi ¢ = —2. Thi lai ta thiy ring f(—2) # 0.
Vay phuong trinh khong c6 nghiém hitu ty.

Vi dy. Tim nghiém hitu ty ca da thic
flz) =2° — 22" — 42® + 42% — 5z + 6.
Lot gidi. Trude hét ta thay f(1) = 0, bdi vay chia f(z) cho z — 1 ta

duge
flz)=(z - Dg(z), glz) = z* — 2® — 2% — z — 6.
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Ta c6 g(1) = —12, g(—1) = —8 va céc ude cla 6 1a +2, +3, +6. Lan
lugt thay cac gia tri ¢ = +2 vao cac bidu thic

g(l) g(-1)
1—¢ 1+c

ta thay ching la sb nguyén chi v6i ¢ = —2. Khi dé g(-2) = 0. Chia
g{x) cho x + 2 ta dugce .

g(z) = (£ + 2h(e), h(x) = 7° —32° + 7 — 3,

Tiép tuc lam nhu trén véi da thic h(a:) ta duge céc nghiém cua f(zx)
la1,—-2 va 3.

Viéc tinh céc hé sb ciia da thitc thuong h(z) vA du trong phép chia
f(x) cho x — ¢ ¢6 thé duge thyc hign nhd so d6 Hoocne. Gié su

flz)=(z = ch(z)+r
f(.if) = a()l‘n <+ aliffn_l + ...+ ap + (/7

A(x) = box™ L+ "2 4. .. + bp_ox + by

So sanh hé sb ciia cac da thie & hai vé ta cé

ag = b(], a, = bl — bOC
Op-1 = b‘ﬂ.—l - bn—EC
An = “bn--lc +7r
T d6 ta cé
bo = ag. by = ay + boe, .. bp_y = anoy +bpae, T = ay + by

‘Nghia la cic hé 86 b; (1 > 0) va r c6 duge bing céch lay hé sb a; tuong
ing cong vai b;_c.

K&t qua nay cd thé viét dudi dang thuan lgi sau:

‘ 4y 23] Un -1 Gn
c ‘ b(} ay + boC vee lpq + bn_gc T =i+ bn_lc
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Dinh ly 2.3 (B4 dé Gauss}. Cho da thitc vdi hé s nguyen
f@)=ao+a +-- +a,z" € Z[z].

Néu f(x) c6 thé phan tich dugc trong Q[z] thanh f(z) = g(z)h(zx) vd
- g(z), h(z) € Qlz], thi f(z) cang phan tich duge trong Z[z].

Mat cach tuong duong, néu da thic f(z) € Zlz], bac n > 1, bét
khi quy trén Z thi cing bdt khd quy trén Q. :

Chitng minh. Trude hét ta c6 nhan xét ring: Mat da thic f(z) € Q[x]
tuon luon viét duoe dudi dang tich cia mot phan sé 61 gidn va mot
da thifc c6 cdc hé s6 nguyén té cing nhau. Mét da thiie nhu vay dugc
goi la da thitc nguyén ban. That vay, gia su

i | |
flz)=—+z+ -+ 22", a.beZ

trong d6 céc hg s6 hitu ty cla f(z) & dang phan sé téi gidn, Dat
q:bob]...bﬂtaCO .

f(z) = ég(x), 4(z) € Za).

Goi p la uSe chung 16n nhét cta céc hé tit cla g(zr) ta duge g(z) =
pfr(z), v6i f*(z} la da thitc nguyén ban. Tit dé

flz) = gf*(:r>..

Tinh duy nhét cla biéu dién nay c6 thé ching minh dé dang, danh
cho ban doc nhu mét bai tap.

Bay gid ta chimg minh dinh 1y. Gia stt f(z) = g(x)h{x) 1a sy phan
» tich trong Q[z]. Theo nhan xét trén ta c6 .

S *x t * —_ _'?_‘t_ * *
[=20@)h () = g (@h* (),
trong dé g*(z), h*(z) 1a nhitng da thic nguyen ban. Tit d6

uvf(x) = stg*(z)h*(x).

199



D& ching minh dinh 1f, chang ta ching minh réing uv|st bing cach
chitng minh ring-khong ¢6 udc nguyén t6 p cla uv ¢d thé chia hét moi
hé sb cta g*(z)h*(z). That vay, gia st

g'(x) = bg+-+ bkl'k,
R {x} = c+--- + .

Chon mét ude nguyeén té p ctia wv. Do g*{z), h*(z) la nguyén ban nén
phéi c6 nhimg hé s6 dau tién b, ¢, khong chia hét cho p. He sb cla
™ cha tich g*(z)h*(z) 1a ‘

(boCrys + -+ br_1Cs41) + brCs + (bri1cg—1+ -+ br+sCo)-

Céc tdng & hai déu ngosc déu chia hét cho p, nhung byc, khong chia
hét cho p nén he s6 chia 7% khong chia hét cho p. Diéu nay ching
t& p khong 13 ude chung clia céc hé sb cha tich g*(x)h*(z). Boi vay, p
phai la udc cha st. Tt dé suy ra réng uv|st, va do d6 f{x) phan tich
duge trong Zlz]. O

Vi du. Phan tich p(x) = 2* — 32 + 22 + 1 thanh céc nhan ti bat kha
quy trong Q[z]. _
Lo gigi. Theo He qua 2.2, cac nghiém hitu ty cla p(z) chi co thé la
+1. Tuy nhién dé thi lai ring céc sb ndy khong phai 1a nghiém, do
d6 p(z) khong c6 nhan ti tuyén tinh.

Bai viy, néu p(z) phas tich duge thi né phai phan tich thanh tich
ciia hai da thite bac 2, va theo B§ d& Gauss cac nhan ti nhy c6 thé
chon duge sao cho cac hé sb 1a nguyén. Gia sit ring

*— 322+ 22+ 1= (2 +azx+b)(z® +cx +d)
— 1%+ (a+ 0)2® + (b+ d + ac)z® + (be + ad)e + bd

Do d6 ching ta phai giai cic hé sau dé tim nghiém nguyén:

a+c = 0
b+d+ac = -3,
be+ad = 2,
bd =

T ddng thite cudi cling ta ¢b

b=d=%1 va blate)=2

200



Tt déa+c=+2 va chiing ta g&p mau thuin. Da thitc da cho khong
thé phan tich thanh tich ctia hai da thic bac 2 va do dé né bit kha
quy trong Q|z]. '

Dinh 1y sau cho ta mot didu kién di kha thuan tién dé xéc dinh
mét da thite véi hé s6 nguyén la bat kha quy trén Q.
Dinh 1y 2.4 (Tiéu chuin Eisenstein). Cho da thic vdi cic hé s6
nguyén '

flg) =ap tarz+ - +a,2", (n>1)

va gid sit ton tai s6 nguyén t6 p sao cho p khong chia hét a, nhung
chia hét cdc hé s6 com lai va p* khong chia hét ay. Khi do flx) la bat
khd quy trong Qlz]. -

Chiing minh. Gid sit f(z) kha quy trén Q. Khi d6 theo Dinh ly 2.3 06
cung kha quy trén Z,

f(z) = g(x)h(x)
g@)=bg+b+ - +ba2", O<r<n, beZ
h($)=co+f1+---+csxs, U<s<n, ¢ezZ.

Theo gié thiét p chia hét ag = byco. Nhung vi p? khong chia hét @y nén
chi ¢6 mot trong hai s6 by, 'co chia hét cho p, ching han b, chia hét cho
p- Do p khong chia hét a, = b.c, nén p khong chia hét b,. Gia sit b, 1a
hé s6 dau tien ciia g(x) khong chia hét cho p. Khi dé tir déng thie

Q= (bgck + b]Ck_l R bk..]C]) + bkCQ
ta suy ra beco chia hét cho p Vi @ v tong trong diu ngoic chia hét
cho p. Vi ¢y khong chia hét cho p nén by chia hét cho p, didu nay trai
vi gia thiét v b,. _ O

Ménh dé 2.5 (Tiéu chudn bét kha quy thu gon). Cho p la mot
36 nguyén té va da thitc '

f@Y=a+az+. . +a,2" € Zz],
c6 da thite f(z) tuong ing

f@) =@ +az+... + 82" € Z,[z]
sao cho f(z) # 0 va bac cia F(z) bdng bic cia f(z). Khi do, néu f(z)
la da thiic bét khd quy trong Z,[z] thi f(z) bdt khé quy trong Q[z].
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Ching minh. Gia st

flz) = uw(z)v(z), ulx),v(z)e Zz)

Khi dé
flz) =u(z)v(z), ulz),9(z) € Zyla].
Do deg f = deg f nén degu = degu va degv = degv.

‘Néu f(x) bat kha quy trong Z,[z] thi @(z) hodic T(z) la phén ti
kha nghich trong Zy[z], ching han u(z) € Zy[z),w(z) # 0. Thé thi
deg@{x) = degu(:r) 0, nghia 1& u(x) € Z*, va do d6 kha nghich
trong Q. Vay f(x) bat kha quy trén Q. O

Vi du. Xét tinh kha quy ctua da thite
| flz) =2t — 25+ 20+ 1.
Thay r = y + 1 ta duge da thite
g(y) = y* + 33 + 3y* + 3y + 3.

S dung tiéu chuén Eisenstein vdi p = 3 ta dugc g(y) 1a bt kha
quy, va do d6 f(z) bat kha quy.

Chu §. Tigu chuidn Eisenstein vin diing néu thay Z bdl vanh A va Q
bdi trudng cac thuong cha A.

- Vi du. Chl.rng minh réng da thic
$r)=a""T+2" P+t +1

bét kha quy trén Q vdi mdi sb nguyén tb p.
Da thic nay duge goi 1a da thic chia dudng tmn va c6 thé viét
duge dudi dang ¢(z) = (¥ — 1}/(z — 1).

L gidi. Chung ta chua thé ap dung ngay tiéu chuén Eisenstein cho
¢{z} 0 dang trén. Tuy nhién, néu ching ta d&t £ = y + 1, ching ta
nhan dugc

¢ly+1) = lly+ 1) 1]
(e () ()
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I -
trong dé ( ‘z ) = E@p—_k)' 14 cac hé sb trong khai trién nhi thic

Newton (Niuton). Do dé p chia hét k!(p—k)! ( i ) .Néul <k < p-1,
thi s6 nguyén t6 p khong chia hét k!(p — k)!, do d6 n6é phai chia hét
( i ) . Tt dé ¢(y + 1) bat khd quy theo tigu chuin Eisenstein, bdi

vay ¢(x) bat kha quy.

3. Phan tich cac da thitc trén trudng hiru
han

Truéc hét ta thay ring, cac nghiém ciia da thitc trong Z,[z) c6 thé
tim dugc béng cich thir tat cd p gia tri ¢6 thé cta Z,. Bay gid ta sé
ap dung diéu dé dé giai vi du dudi day.

Vi du. Da thitc z* + 4 € Zs[z] ¢6 nghiém trong Z, hay khong'?

Léi gidi. TU bang dudi day ching ta thdy ring «* +.4 khong thé
bing 0 va do d6 khong c¢6 nghiém trong Z;.

Bang gi# trj
T 0 1 2 3 4 5 6
z? 0 1 2 4 i 2 1
+4| 4 ) 6 1 1 6 9

Ménh dé 3.1. Mgt da thitc trong Zy[z] ¢6 mét nhan té z + 1 néu va

chi néu ndé cé mot sé6 chén cic hé sé khic 0.

Chitng minh. Xét da thitc v6i cée hé ti thudc trudng hitu han Z,[z]
plz) =ap+ a1+ -+ a,z". |

Theo dinh Iy nhan t&, (z + 1) la mot nhan ti ciia p(z) néu va chi néu
p(1) = 0. (Nhé réing z — 1 = x + 1 trong Z,{z]). Bay gid

ply=ap+a,+-+a,
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béng 0 trong Z, néu va chi néu p(z) cé mot sb chin cac hé sb khac
0. O

Vi du. Tim tét ca cac da thic bat kha quy 6 bac nho hon hotc bang
4 trén Zo.

Lot gigi. Cac da thitc bac 1 1a cac da thic bat kha quy; trong Z,[z]
nhimg da thic dé gém ©6 = va = + 1.
Bay git ching ta xdc dinh cac da thic bat khd quy c¢6 bac n > 1.
Xét .
plx) =ag+ - + 62" € Zylx].

Néu p(x ) c bac n, thi ¢, 3 0, v 1 1a mot nghiém néu va chi néu p(z)
c6 mot s6 chiin cac s6 hang khéc 0. Do dé sau day 1a cac da thic bac
2, 3 va 4 trong Zy[x] khéng c6 nhan ti tuyén tinh:

2?2+z+1 (bac 2)
4 +1,

2 +x?+1 (bac 3)
:r'4+:r+1,

4+ 2% + 1,

4+ 2+ 1,

? + 28+ 22 +2+1 (bac4).

Néu mot da thic bac 2 hodc 3 1a-khd quy, né phai c6 mot nhan ti
tuyén tinh; do d6 cac da thitc bac 2 va 3 § trén 12 bat kha quy.

Néu mot da thitc bac 4 1a kha quy, thi hodic né c¢6 nhan tit tuyén
tinh ho#ic né la tich cia 2 nhan t& bac 2 bat kha quy. Bay gid chi
¢6 1 da thifc bac 2 bt kha quy trong Z,[x], va binh phuong cta né
(x* +z+1)2 =z* + 2? + 1 1a kha quy. .

Do d6 cac da thite bt kha quy béac nhé hon hodc bing 4 trén Z,
1a

r, e+ 1,z +z+1,
244128+ 22 41,
+r+l o+ b +1,

v P+ + 2+ 1

Nhu vAy céc da thie bac 4 trong Z,{x] phan tich thanh cic nhin ti
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nhu sau:

xt = gt

rf +1 =(zx+1)*

ot + 2 =gz +1)x*+z+1)
+zr+1 b4t kha quy

zt + 22 = z?(z + 1)*
+2+1 = (z? + & + 1)?

e+ %+ =z(z*+z+1)
o+ +z+1 =(z+ 1z* + 2%+ 1)
4+ 23 =23z + 1)

o+t +1l bét kha quy
f+rt+z =xz(z3+ 2%+ 1)
s+ +r+1 =(z+1)3z*+z+1)
ot 2+ £ =z +a+1)
N A ={z+ 1@ +z+1)
s+t = z(x + 1)

z* 4+ 2+ 22+ 2+ 1 bat kha quy

Bai tap

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Tim tit ca cac da thic bat kha quy bac 2 trén Z,.
Tim tit cd cac da thite bat kha quy bac 2 trén Zs.
Tim tat cd céc da thitc bat kha quy béc 2 trén Z,.

Hay dinh nghia mot thuat toan chia trong Rz, y]? Chia z° +
3xy +y + 4 cho zy + y* + 27

Cho L, la tap tt cd cac ham tuyén tinh f : Z, — Z, ¢6 dang
f(z) = ax+b, trong d6 a # 0 trong Z,. Chitng minh réng (L, o)
14 moét nhém c6 cip p(p — 1) véi phép toan hgp thanh.

Néu p la mot sb nguyén t6, ching minh ring (z — a)|(zP~! — 1)
trong Z,[z] v8i moi s6 a # 0 trong Z,. Tit d6 chitng minh réng

Pl -1= (r.‘— I)(x—2)...(x —p+1) trong Z,[x].

(Dinh Iy Wilson). Ching minh réng (n — 1)! = —1 mod = néu
va chi néu = 1a sb nguyén t6.
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6.8. Néu r/s 1a mot ngh®m hitu ty, & dang téi gidn, cla mot da thic
p(x) v6i he s6 nguyeén, chimg minh réng p(z) = (sz - r)g(z) véi
mot da thite g(x) nao d6 voi hé sb nguyén.

6.9. Chitmg minh rdng r/s, d dang t6i gian, khong thé 1a mét nghiem
cua da thitc nguyén p(xz) trit khi (s — r){p(1). Didu nay c6 thé
dugde sit dyng dé riit ngdn danh sach cac nghiém hitu ty cé thé
c6 cita mét da thitc nguyén.
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bd dé Zonr, 27

boi, 31, 168
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don anh, 16
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déng chu, 51, 76

ddng cAu vanh, 132
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H

hang t1t truc tiép, 90
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I
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idéan hiu han sinh, 122
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idéan nguyén td, 127
idean téi dai, 127

L

lien két, 169
lién hgp, 70
16p ghép, 67
l6p tuong duong, 23

M

mién nguyén, 115

N
nhém, 54

nhém con, 61

nhém con chudn tie, 70
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nhém déi xing, 55, 97

nhém don, 71
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nhém phép thé, 55

nhém quatecnion, 65

nhém thay phién, 99

nhém thwong, 72
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phan t don vi, 47
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phép thé, 55

phép nhang, 77, 89, 132
phép thé chin, 99
phép thé 18, 99

Q

quan hé hai ngdi, 22

quan hé tuong dudng, 23
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song anh, 17
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tap con, 10

tip con 6n dinh, 50, 61
tap hop sinh, 64

tap rong, 10

tap thuong, 24
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tri mat hir t§, 153
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udc, 31, 168
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