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Chwong 1:
MO PAU

§1. DOI TUQNG NGHIEN CclPU

1.1. Vai nét khai quat

Bai toan t6i v 1a bai todn tim gia tri cye tiéu (hay cyc dai) coa mot
ham s6 phu thuge nhiéu bién 8 trén tdp hop cac bién s théa mén
nhimg diéu kién nhét dinh. C4c md hinh va phucmg phap t8i wu cb
nhleu ting dung réng 1di va da dang trong thuc tién, dac biét trong kinh
té va k¥ thuit.

Trong cac bai toan t6i uu thi quan trong nhét vi dang chl ¥ trudce
nhat 1a c4c bai todn t8i wu tuyén tinh, hay con goi 1a bdi todn qui hoach
tuyén tinh, tuc 12 bai to4n tim cuc tiéu (cuc dai) mot ham tuyén tinh vm
c4c bién s6 thoa man cac phuong trinh va/hodc bt phuong trinh tuyen
tinh. Qui hoach tuyen tinh 13 bai toén t6i wu don gian nhét, duoc u’ng
dung rfng réi nhét trong nhiéu linh vuc khéc nhau cia kinh té, déi song
va qudc phong. Day cung 12 16p bai toan dugc nghlen ctru ddy du va
hoan chinh nhat, ca vé mit ly thuyét téng quat va vé mét tinh todn. Hon-
nita, qui hoach tuyén tinh con duge sir dung trong nhiéu bai toan tdi wu
khac, vai tu cadch nhur mét bai toan con (subroutine).

1.2. Bai toan tdi wu tdng quat | '

Bai toan tbi wu tdng quat c6 dang nhir sau: Tim tap hop céc bién sé
X = (X1, X2,-.., Xn) € R" thod min

f(x) = f(x1, X2, ... , X5} = min (hay max) (1.1)
véi céc diéu kign |
gi(X), X2, ... , X0} £0,i=1,2, ..., m, (1.2)
hi(xy, x2, ..., X0} =0,j=1,2, ..., p, (1.3)

X = (X1, X3, ... , Xn) € X R", (1.4)
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trong 46 f; cac g (i=1, .., m), b G =1, ..., p) l4 nhitng ham s&
cho trude; X 1 tip hop cho trwde ndo d6. Ching han, X =R%= { x e
R"™: x 2 0 } hodc X = Z" (t4p hop cic diém nguyén trong R").

Bai toan (1.1) - (1.4) con dupc goi 1a bai toan gui hoach todn hoc.
Ham f(x) duoc goi 13 hdm muc tiéu, cdc ham g; (i = 1, ... , m) va b
(=1, .., p) duoc goi la cic ham rang bugc. Cac h¢ thuc (1 2) -1 4)
dugc goi la cac rang budc, mdi ring bude (1.2) 1a rang budc bat ding
thire, m01 rang budc (1.3) 14 rang bugc ding thirc. Tap hop

D={xeX:g(x)<0,i=1, ... ,m; hi(x)=0,j=1, ...,p} (1.5)

dwoc goi 1a mién rdang bugc hay mién chdp nhdn dicgc. Mbi diém
x e D dugc goi 1la mot phwong dn hay diém chdp nhdn duwoc. Mot
phuong 4n x™ e D dat cire tidu (hay cuc dai) clia him muyc tiéu, cy thé 1a

f(x") < f{x), Vx e D d8i véi bai toan min,
f(x") > f(x), Vx € D déi v&i bai toin max,

duoc goi la mt phwong dn t01 1ru hay Ioi gidi cira bai toan. Khi d6
f(x") duoc 201 1a gid trf t61 wu cua bai toan.

Poi véi mbi bai toan t8i wu (1.1) - (1.4) c6 thé xay ra mdt trong ba
kha néng loai trir nhau sau diy:

a) mién rang budc ctia bai toan la réng: D = &;

b) cwc tiéu (cuc dai) clia £ trén D bing - (+o);

c) fdat cuc tiéu (cyre dai) hitu han trén D.
1.3. Phiin loai cic bii todn t6i wu '

Pé tién cho viéc nghién clru (dwa vao tinh chit ciia ham muc tiéu,
cac ham rang bugce, cac he s8, cac bién s6 ...), ngudi ta thuong chia ra
mét s6 16p bai toan t8i wu sau day:

¢ Qui hoach tuyén tinh (QHTT) néu him muc tiéu f(x) va it c& cdc
ham réng budc gi(x), i =1, ..., m, hj(x),j =1, ..., p, ¢éu 14 tuyén
tinh va X 13 mét tap hprp 101 da dn:n Mbt s6 trudmg hop riéng quan
trong cia bai toan qui hoach tuyén tinh 14 bai todn vén tdi, bai toan
sin xudt d6ng b ...
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.

Qui hoach tham s6 néu cac hé s6 trong biéu thic ciia ham muc tiéu
hay trong cac ham rang buc phy thudc vao mot hay nhiéu tham so
Pon gian nhat 1a bai toan qui hoach tuyén tinh tham s6 véi céc hé 6 Yy
ham muc tiéu hay & vé phai cic rang bude phu thudc vio mot tham sé.

Qui hoach dong néu doi tugng dwoc xét 1a cac qua trinh ¢é thé chia
ra thanh nhiéu giai doan hodc cac qué trinh phat trién theo thoi | gian.
Trong nhiéu trudong hop bai toan qui hoach dong lai c6 thé dién dat
nhu mdt bai todn tinh va thuong dwa duge vé dang bai toan qui
hoach tuyén tinh véi kich thude lén.

Qw hoach phi tuyén néu ham muc tiéu f(x) hay mdt trong cac ham
rang budc gi(x), hj(x) khong phai la tuyén tinh hay néu X khong phai
1a mét tap hop 161 da dién (Chang han khi X 13 tip hop cac diém roi

_rac hay X 1a mét tap hop khong 16i).

Qui hoach 16i néu ham muc tiéu cin tim cye tiéu 13 13i (hay ham cin
tim cuc dai 14 16m) va mién rang buge D 1a mét tip 16i. bay la lop
bai toan qui hoach phi tuyén duge nghién ciru nhiéu nhéat. Mgt
trrong hop riéng quan trong ctia qui hoach 16i 13 qui hoach toan
phuong, trong do xét bai toan tim cyc tiéu ciia mot ham 181 bac hai
véi cac rang bube tuyén tinh.

Qui hogch 16m néu ham muc tiéu cin tim cuc tiéu 1a 16m va mién
rang buge D 13 mét tap 16i. Day 12 mét bai toan dién hinh trong 16p
cac bai todn qui hoach phi tuyén khong 16i ¢3 dwoc nghién ctru kha
ky. Bon gian nhat 1a bai toan tim cyc tidu ciia mot ham 10m Vo1 cac
rang bugc tuyén tinh.

Qui hoach phén thirc néu ham muc tiéu 13 thuong cua hai ham so
cho tnude va mién rang bude D 13 mot tip hop 16i. Trudong hop riéng
dang chu y 1a qui hogch phdn tuyén tink khl ham muc tiéu 13 thuong
clia hai ham tuyén tinh afin.

Qui hoach roi rac néu mién ring budc D 13 mét tap hop rdi rac.
Truomg hop khi cac blen -chi nhén gla tri nguyén, ta ¢6 mét qui
hoach nguyén. Mot sb tredng hop riéng quan trong cia qui hoach
nguyén 12 qui hoach véi bten Boole khi cic bién s6 chi nhén gia trj 0
hay 1, va qui hoach ruyen tinh nguyén, 46 1a bai toan qu1 hoach
tuyén tmh véi cac bién s6 chi ldy gia trj nguyén.
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®  Qui hoach da muc tiéu néu trén cing mét mién rang budc D ta xét
dong thdi hai hay nhidu muc tiéu khac nhau (tuyén tinh hogc khong
tuyen tinh}.

. Ng0a1 ra con c6 qui hoach ngdu nhién khi cic tham sb trong bai toan
khéng c6 gia tri xac dinh ma dugc md ta béi cic phin phdi x4c suit,
qui hoach 161 ddo khi mién rang budc 13 hiéu cua hai tap hop 16i, gui
hoach d.c. khi ham muc tiéu hay ham rang budc la hi€u cia hai ham
18, gui hoach Lipschitz véi chc ham trong bai todn Lipschitz ...

1.4. Ngi dung nghién ciru

Khi nghién ctru cic bai toan t6i wu nguol ta ¢6 thé chia ra ba huéng
- sau day:

a) Céc vin dé cong nghé hay thyc tién: xdy dyng céc mé hinh toan
hoc, thu thap dit liéu, gidi thich va phén tich két qua tinh toan, v.v ...

b) Céc vin dé todan hoc: nghién clru cac phuong phap toan hoc dé
gidi cac 1dp bat toan t6i wu nhat dinh.

¢) Cac vin dé tinh toan: nghién clru so d6 tinh toan cho cic phuong
phép toan hoc da dé xuit, xay dung va hoan thién cic chuong
trinh may tinh tuong Gng, v.v ...

Di nhién ba huéng ndy khong hoan toan tich biét nhau. Ching han,
cdc md hinh todn hoc cho cac vin dé thuc tién can duoc xiy dung sao
cho phu hop nhét véi cic phuong phép tinh todn hién c6, d6i khi phai
tuyén tinh ho4 ham muc tiéu hay cac ham rang budc dé co thé ap dung
dugc cic phuong phap cua qui hoach tuyén tinh, Viéc nghién ciru cc
so d6 tinh toan ‘theo cac phirong phap toan hoc di b va thyce tién tinh
toan thuong giup hoan thién ban than phuong phap todn hoc. Mat s6
vén dé nhu tich luy sai s6 1am tron, téc 46 héi ty, hidu qua cia mot thuat
toan don gian nhat Ia nghién ctru nhd thyue nghlem

Trong céc phén tiép theo clia gido trinh s& tép trung chi yéu vao
cac khia canh toan hoc va tinh toan cua lop bai todn qui hoach tuyén’
tinh: nd1 dung bai toan va y nghia thuc tién, céc tinh chat co ban, cac
thuét toan gidi chinh, 1y thuyét dé6i ngau va mot sO bai toan qui hoach
tuyen tinh dic biét (bai toan voi bién bi chin trén, bai toan vin tai).
Cudi cling néu danh muc céc tai lidu tham khao chinh va trong phin phu
luc néu hai chuong trinh may tinh viét trén ngén ngit PASCAL giai bai
toén qui hoach tuyén tinh tdng quét va bai to4n van tai dang bang.
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§2. CO' SO GIAI TICH LOI

2.1. Khéng gian tuyén tinh n chiéu R"

Mot bo n s6 thure duoc xep theo mdt thir tyr xac dinh x = (X3, X2, ... , Xp)
duoc goi 1A mot vécto n chiéu. Cac séx;(i=1,2, .., n) goi 13 thanh
phdn cua vécto x. Vi du: x=(1,-2,0,3)1a vector 4 chiéu.

Xét hai vécto x = (X1, X2, .. » Xn), Y= (Y1, ¥2, - » ¥n) VA mOt sd thure o.

o Hai vecto x, y goi 1 bing nhau, tavit x =y, néu x;=y, Vi=1,2,
., N ..

r - r * hY - [ o ; -
e Phép todn cong cac vécto x, y va nhdn vécto x vai s6 a duoc dinh
nghia nitu sau:

X+y=(xl+yls x2+}’2, v-axn+)"n),
ox = (oxy, 0X2, ... , 0Xp).

o Tap hop tat ca cac vécto n chiéu, v&i phép toan cong cic vécto va
nhén vécto voi mot sé thire xac dinh nhur trén, goi 13 khong gian tuyén
tink n chiéu R". Cac vécto n chiéu ciing goi 1 cic diém cuia R".

® Mot vécto x cd dang x = alx + agx +..+ ukx {a; € R) got 1a mdt
t8 hop tuyén tinh cla cac vécto x', x2, ..., x5,

H(mni'ra,néuaiZO,Vi=l,2,...,kvé0t1+a2+...+ak=lthix

goi 13 mot 16 hop 16i ciia cac vécto X', X, ..., X~.

e Hé vecto {x,..., x"} dugc goi 13 de 13p tuyén tinh néu hé thic -
t_::tlxI + .. +ox"=0
chixdyrakhio)=..=0,=0.

s HE vecto {)_(],...,x"} duogc goi 1a phu thude tuyén tinh néu nd khong
ddc 1dp tuyén tinh.

Néu hé vecto {x', x " ddc lap (hoac phu thudc) tuyén tinh, ta
cling noi cic vecto x ..., X" doc 1ap (hodic phu thude) tuyen tinh.

Trong ] R™ s6 vécto ddc lap tuyén tinh t6i da 13 n. Mdi h¢ %om n vécto
ddc 1ap tuyén tinh ctia R" goi 1 mét so 56 ciia no. Gia sir fal,a%, ..,a"} 1a
mot so s& ctia R" thi bit ky vécto x € R” déu la t6 hop tuyén tmh cla cac
vécto al, a2, ..., a". Néu m < n thi R™ goi 12 kkdng gian con ciaR".
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2.2. Topd trong R"

D§ dai hay chudn ciia mdt vécto x € R™ 1a s3 thuc khéng am

)= yx? +x3 442

Khodng cach giita hai diém x, y 1a s6|x —y|. Mt day {x*} < R"

0

oi 13 hgi tu t6i x° (khi k—>o0): lim x* = x°, néu khoang cach tir x* téi
& k
—0

x” dan t6i 0, nghia la "xk —x°|| — 0.

Hinh cdu tam a € R" ban kinh r 14 tip hop céc diém x e R” cich a
khong qua r. Ta ky hidunoé 13 S = {x : ||x—a|| < r}. Hinh céu nay tao
nén mét r-ldn cgn cha diém a.

Mot diém xeCc R" goi la d:em trong ctia C néu c6 mot r-1an can
nao d6 cua X nim tron trong C. Néu trong l4n c4n bit ky cia diém x déu
6 cic diém thudc C va céc diém khéng thudc C thi x goi 1a diém bién
cia C. Tap hop tit ca cic diém bién cia C goi la bién cua C.

Mot tap hop C < R" goi 12 giéi néi néu né chira trong mét hinh cu
tim O nio do, tirc 14 ton tai s6 r dit lén ¢ cho x| < r, vx e C.

Mot tép hcrp C < R" goi 12 mo néu véi moi x e C déu ton tai mot
hinh cau tim x ndm tron trong C. Mgt tap hop F < R" goi la déng néu
v6i moi ddy hoi tu {x*} c F ta déu ¢6 lim x* € F. Téap hop F 1a dong

k~»e0

khi va chi khi tdp hop C = R"\ F 12 mé& hay khi va chi khi F chita moi
diém bién cia né.

1

Cho trude mét tap hop tuy v C - R", bao gié ciing t8n tai mot tap
hop dong nhé nhit chira C (giao cna tit ca cac tap hop dong chira C), d6
1 t8p hop céc diém x sao cho x = lim x* véi {x* } < C. Tap hop nay goi

k—pa0

1a bao dong cia C va duoc k¢ hidu 1a c hay ¢l C.
Mot tap hop C goi 1a compac néu moi day v6 han {x*} = C déu chira

mdt ddy con {x* } hdi tu t6i mét phdn tir ciia C. Tap hop C = R" Ia
compac khi va chi khi C dong va gidi ndi (Dinh 1y Bolzano-Weierstrass).
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Ta goi tich vé hwéng cua hai vécto x, y € R", ky hiéu <x,y>, 1a sb
thuee

<X,¥> =Xiyy tXoya + ..+ XaYn
Néu <x,y> = 0 thi ta noi hai vécto x, y 1 truc giao nhau
Céc tinh chét cia tich vo hudng:
a) <x,y> = <y, x> (giao hodn).
b) <x! + x%y> = <x'y> + <x’,y> (phan phéi déi véi phép cong).
€) <AX,y> = <x,Ay> = A<x,y>.
d) <x,x> 2 0, diu bﬁng xfiy ra khi va chi khi x = O. D& thé‘iy rz'ing
Il =<xx>.
2.3. Duirng thing, doan fhﬁng va siéu phing
1, Puring thdng, doan thang |

Cho hai diém a, b € R". Ta goi dwong thing di qua a, b 1a tip hop
diém c6 dang

{xeR":x=Xda+(l-2)b, Ae R}.
Néu budc 0 <A < 1 thi ta cé dogn thing [a, bl.

Trong khéng gian hai chiéu, mét phuong trinh bac nhét ax + by = ¢
xac dinh mft duong thang, mét bt phwong trinh béc nhit ax + by < ¢
xac dinh mét nira mat phing. Trong khéng gian ba chiéu, mot phuong
trinh bic nhdt ax + by + ¢z = d xac dinh mdt mit phing, mdt bat

phuong trinh bac nhét ax + by + ¢z < d x4c dinh mt mira khéng glamn.
2. Siéu phing:

Choc=(ci, ¢z, ..., ¢) € R” (¢ #0) va & e R. Tép hop tit ci céc didm
X = (X1, X2,..., Xn) € R" thoa m#n phrrong trinh bic nhit (tuyén tinh)

X toeot+. toxp=ad
dwoc goi 1a mot siéu phing trong R", ky hidu 1a H(c,a).

Siéu phing H(c,o) 14 giao cua hai tip hop {xeR™ <ax> < a} va
{xeR™ <a,x> 2 a}, k¥ hiéu 1an luot 12 H(c,o), H' (c,q).
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H(c,o) va H+(C,0() gol 1& cac nwra khong gian dong. Cac tip
hop{xe R": <a,x> <} vd {x e R": <ax>>a } goi |4 cac nita khéng
gian mo.

Vi du : Pudng thing x; + 2x, = 2 1a mdt siéu phfmg trong R?.
2.4. T4p hop 16
Mot tap hop C < R goi 13 tdp 16i néu
Vx,yeIC,OSlS l = Ax+(1-AyeC,

tic 1a néu C chira hai diém nao dd thi ndé chira ca doan thing noi
hai diém ay.

Cic tap hop 161

Céc tap hop khong 16i

Céac vi du vé tap hop 16i _t toan khong gian R", siéu phing, nia
- khdng gian déng (md), hinh cau trong R"; hinh tam giac, hinh vuéng,
hinh trdn, hinh elip, mit phing, nira mit phang trong R”... Tuy nhién,
dudng tron hay hinh vanh khiin khéng phai 14 tip hop 161.

M3t b tinh chit co ban cia cic tap hop 16i
a) Giao clia mot s8 bat ky tap hop 161 14 18i.
b) Néu hai tip hgp C, D 14 tdp 16i thi C + D, aC (a € R) ciing 1i.
©) Tép hop tit ci céc t6 hop 16 cila mot sd hitu han diém trong R” 14 mét
tdp hop 1. '
¢ Piém curec bién : Mot dlem X clua tap hop 101 C goi la mét d:em curc
bién ciia C néu x khong thé bidu didn dudi dang mot hop 16i cta hai
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diém khac biét bit ky nao khic cia C, tirc 14 khéng ton tai y, z € C,
y#z,8a0chox =Ay+ (1-A)z voi 0 <A < 1.

Tap hop céc diém cyc bién cta C ky hiéu 1a C. S6 diém cuc bién
clia mét tap hop 16i c6 thé 14 hiru han hay v6 han.

Céc vi du vé diém cuc blen trong R? mé&i dinh cia mdt tam gidcla
mot dlem cuc bién cia no mdi diém trén ducmg tron 12 mot diém cuc
bién cia hinh tron bao gdm ca vong tron chu vi. Néu tdp hop 16i khong
chira bién thi né khong c6 diém cuc bién.

Vidu vé diém cuc bién

=,

Cho trudc mét tép hop tuy y C < R bao gig cling ton tai mét tip
hop 16i nhod nhat bao ham C (giao cta tat ca cac tp hop 16i bao ham C),
d6 1a tap hop t4t ca cic t& hop 16i cua cic diém thude C. Tép hop nay
goi 13 bao 16i cia C va duoc ky hiéu 14 convC. Vi dy: khi C 13 8 dinh
cia mét hinh 14p phuong thi convC 1a toan bd hinh 1ap phuong do.

2.5, Tip hop 15i da dién hay khuc 16i

Mét tap hop 161 ma no 12 giao cua mot s& hiru han mra khéng gian
déng goi 12 mét 1dp hop 16i da dién hay mot khuc 16i. N6i cu thé hon, d6
1a tap hop céc diém x € R" nghiém dung Ax < b, trong d6 A 13 mot ma
trdn mxn va b € R™. M4t khuc 16i cd thé khong gidi ndi.

Mot khuc 161 gi¢i ndi con duge gon la mot da dién I6i. Cac da giac

16i theo nghia théng thudmg trong R* 1a nhitng vi du hién nhién vé da
dién 16i.

Khuc 16i khbng gi6i ndi Da dién 13i

“Ta c6 dinh 1y biéu din sau day d6i voi cic tip hop 16i da dién
{khuc 1a1).
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Dinh 1y 2.1.
a) Bat ky diém x thugc da dién 16i C déu c6 thé bidu didn dudi dang 16
hop 16 ciia mét s6 hiru han diém cuc bién cua C, tire la :

xeC =x = i/?,ju" Vo A 20, 24 =14 (i=1, ., p)lcdic
i=1
dinh cia C.

b) Voi khuc i C khong g:m néi, méi xe C ¢é the biéu dién dwo*; dang.
mét t6 hgp 16i ciia cdc dinh cia C cong véi mot 16 hop tuyén tinh
khéng dm cua cdc phwong cuc bién cia C, nghin Ia xe C =

x = Z}Lu +Z,ujvf voi A, 20, Z/I—-]M 0, I'va J hitu han, o' Ig
icf jet

cdc dinh cia C (ie I), V (e J) ld phwong ciia cdc canh v6 han ciia C.
2.6. Ham tuyén tinh va him tuyén tinh afin

MGt hém tuyén tinh (hay dang tuyén tinh) trong R" 13 mét ham s
c6 dang

fx)=<cx>=cix)+exp+ ...+ CnXn,

trong d6 ¢ = (cl, €2, .., tn} € R" cho trrée tuy ¢. Di nhién, véi moi
x,yeR" vammsothucktaco

fix +y) = 1{x) + f{y), f{(Ax) = Af(x).
Mot ham tuyén tink afin 13 mot ham sé cé dang
f(x) =<¢, x>+ q

trong d6 ¢ € R", o0 € R cho trude tuy §. Néu f(x) 13 ham tuyén tinh
afin thi véi médi x, y € R" va moi s& thue A, psaochoA+p =1 tacd

f(Ax + py) = AM(x) + uf(y).
2.7. Ham 16i va ham 16m

Mot ham f(x) xac dinh trén mét tap hop 16i C — R" goi 1a 16i trén C
néu véimoi x,y e C va moi s6 thire A e [0, [1taco

fax+(1- Lyl < Mx)+ (1 - ().

Néu bit ding thirc trén thod man véi ddu < véi mei X # y va
0 <X <1 thi ham f(x) goi 13 I6i chdt.
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Ham f(x) goi 13 16m (I6m chdt) néu -f(x) 14 16i (167 chdt).

R® rang ham tuyén tinh afin f{x) = <c,x> + o 1 vira 18i vira 6m, vi
véi moi x, y € R" va moi s6 thye A ta ¢ flAx + (1 - A)y] = Af(x) +
(1 - Mf(y). Tuy nhién, ham d6 khong phai 1a ham 15i chit hay 16m chit.

Cho ham 56 thue f(x) Xac dlnh trén mot tap khac rong CcR"Ta
noi dlem x" e C 1a diém cue tiéu tuyét doi (hay cuc tiéu todn cuc) cia f
trén C néu f(x°) < f(x), voi m01 x € C.Piémx‘ e C goi 12 diém cyec tidu
dia phwong cia f néu ton tai sé € > 0 sao cho f(x%) < f(x), véimoix € C

thoa mén "x X " <E,

Céc khai niém diém cuc dai dia phuong Vi cuc dai tuyét doi (hay
cuc dai roan cuc) dugc dinh nghla trong tir. Pinh 1y sau ddy noi 1én mot
tinh chat rat dang chu ¥ 13 : bit ky diém cue tiéu dia phuong nao clia
mét ham 16i trén mot tip hUp 161 ciing 14 diém cuc tleu tuyét doi.

Pinh 1y 2.2,

Cho fix) la ham 16i xdc dinh trén tdp horp 16i C. Néux® e C ld mot
diém cuc tidu dia phuong cua f thi x° cing la diém cuc tiéu todn
cuc cua f trén C.

- H§ qua.

~ Bat ctr diém cyc dgi dia phuong nao ctia mot ham 18m trén mét tip
hop 16§ ciing la diém cuc dai tuyét dos.

BAI TAP
1. Cho C, D Ia hai tfp hop 16i trong R". Chimg minh ring C A'D, C + D
va C - D 14 cic tap hop 16i.
2. Chimg minh rang c4c nira khéng gi.an cua R" xac dinh béi sidu phing
Hc,o)={x e R":<cx>=q}
véic € R", ¢ # 0 va a € R 12 nhimg tip hop 16i.
3. Chimg minh ring cé4c tap hop sau ddy 14 cac tap hop 16i:
a) A=\{ (x;,x;).e R*: XpZzax;+b, abeR}
b) B={(x,x) e R :x,2ax)* (2>0)}
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)

¢) C={(x1,%)eR:x+x?< n*}

4. Chingto K = { (x1,x2) € R*: x2 < ax,® (a > 0) } khong phai la tép
hop 16i.

5. Biu dién trong tAm cia tam giac ABC dui dang 3 hop 16i cua cac
. dinh A, B, C.

Xét trudmg hop céc dinh c6 toa d9 : A = (-1, 1), B=(1, 3), C=(5,1).
6. V& mién thoa min céc bit phuomg trinh tuyén tinh (bic nhit) sau:
-2+t 510, -xp 33, 2+ x££ 6, X +2xp22.
Chi rd céc diém cwc bién (dinh) ciia mién nay.
7. Chimg minh ring mot td hop tuyén tinh khéng 4m bét ky cia céc
ham 16i 12 mét ham 16i.

8. Hiy xac dinh xem cac ham sau day ¢6 phai 1a ham 16i hay-khéng?

a) [x| véimoix € R. b) &* v&i moi x € R.
) (x- 1Y véil<x<+oo, d) (x-1° véi 0£x<+o.
e)logx vé 0 <x <+ww. ' f)c‘"2 v 0 <x <+oo,

9, Cho f{x) & mdt ham 18i trén mét tép hop 18i C khéc rong trong R".
Chimg minh rang tip hop céic diém (x,t) € R"xR saochox e Cvat
> f(x) la mdt tép hop 16i.

10. Cho A la ma trén mxn, b € R™ Chimg minh rang tip hgp sau déy la
16i: _

D={xeR":Ax=b,x>0)} '
(D 1a tip hop céc phuong 4n cia bai toan qui hoach tuyén tinh dang
chinh tac).

11. Chq gi{x),i=1, ..., m, la cc ham 161, hi(x),j=1, ..., p, 12 cac ham
tuyén tinh afin, x € R". Chimg minh ring tap hop sau day 12 16i:

M={xeR":gx)<0,i=1,...,mh(x)=0,j=1,..,p; x 20}

’(Ml la tdp hop céc phwong 4n cia bai todn qui hoach 18i dang
chuan). '
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Chwong 2:
QUI HOACH TUYEN TINH

Qui hoach tuyén tinh (Linear Programming) khai sinh lich sur phat
trién cia minh tir ndm 1939 khi nha toan hoc Nga ndi tiéng, Vién si
L.V. Kantorovich d& xuét nhitng thuft todn d4u tién c‘_le gidi nd trong
mdt loat cdng trinh nghién ciru vé ké hoach hoé san xuét, va n6 thyre sy
phat trién rhanh mé ké tir khi nha toan hgc My G.B. Dantzig dé xuét
phuong phap don hinh (snmplex method) giai qui hoach tuyén tinh vio .
nam 1947 dé giai cac bai toan xudt phat tir viéc lap ké hoach cho khéng
quan My. Viy co thé noi 13, cling nhir phép tinh vi tich phén hinh thanh
vao thé ky 17 tir viéc gidi cdc bai toan co hoc, qui hoach tuyén tinh hinh
thanh vao gifta thé ky 20 do nhu cAu clia cic bai toan quan 1y. Qui hoach
tuyen tinh ngay tir khi ra doi da chlem mét vi tri hét strc quan trong trong
t01 wu hoa. Trwdce hét mé hinh tuyén tinh 13 mé hinh rét phd bién trong thue
té, vi tinh don gian dé hiéu cua né. Mt khac, vé mat 1y thuyét, ¢6 thé xdp
xi vt d¢ chinh xac cao céc bai toan t01 uu phi tuyén béi day cic bai todn
qui hoach tuyén tinh.

§1. MOT SO Vi DU VE BAI TOAN QuI HOACH
TUYEN TiNH

1.1. Bai toan 1dp ké hoach sin xuit

Mot xi nghiép dy dinh san xuét hai loai san phim 12 S; va S,. Pé
lam duge mét don vi S, can 4 don vi vit liéu V), 5 don vi vat liéu V.
Pé 1am dupc 1 don vi S, cdn 3 don vi Vi, 2 don vi V3. Gid ban mét don
vi S 14 50 ngan ddng, mdt don vi S, 1a 30 ngan ddng.

Héi xi nghiép nén sin xuit bao nhiéu don vi sin phim S, va S, dé
tong thu nhap 12 1ém nhat, biét rang xi nghiép chi cé 1.200 don vi vit
lidu V; va 1.080 don vi vit lidu V5,
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Chi phi Sén phim
vit ligu S Sy
Vit ligu
Vi:1.200 4 3
V,:1.080 5 2
(Gid ban 1 don vi SP 50.000 4 | 30.000 &

Méb hmh toan hoc. Goi1 xy, x3 lan luot 13 s6 don vi sén pham S, S
can san xuét. S6 don vi vét ligu V, can ¢ la 4x, + 3x;. Do xi nghiép chi
¢6 1.200 don vi vat liéu V, nén x, va x» phai thoa man

_ 4x; + 3x, < 1.200. _
Tuong tu, s6 don vi vit lidu V; cin ¢6 1a 5x; + 2%y, vi thé x; va x
phai thoa mdn
5%; + 22 < 1.080.
Tt nhién ta con phai ¢6 x; 2 0 va x» 2 0.

Tong thu nhép ciia xi nghiép (cin lam cyc dal) s€ la f=50x; + 30x,
(ngan dbng).

Viy bai toan it ra duoc phat biéu thanh: Tim cac bién s6 x| va x;
sao cho.

- f =50x; + 30x; — max,
voi céc diéu kién |
| 4x; + 3xz < 1.200,
5% + 2x; < 1.080, (L.1)
Xg 20,%x 20. -
1.2. Bai toan xac dinh khidu phén thirc in

Mot xi nghiép chin nubi cin mua hai loai thirc in tong hop Ty, T
cho gia suc véi ti 16 ché bién: 1 kg T, chita 3 dom vi dinh ducmg Dy
(chét béo), 1 dom vi dinh dudng D, (Hydrat cacbon) va 1 don vi dinh
dudng D3 (Protein); 1 kg T> chira 1 don vi Dy, 1 don vi D; va 2 don vi
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Ds. Mbi bita &n cho gia suc cén t6i thiéu 60 don vi Dy, 40 don vi D; va
60 don vi D;. Héi xi nghiép cin mua bao nhiéu kg T, T, cho mbi bira
an, sao cho vira dam bao t6t dinh duﬁ’ng cho bira dn cia gia suc, vira dé
tong s6 tién chi mua thir¢ an 1a nhd nhat. Cho biét 1 kg T gia 20 ngin
dong, 1 kg T, gia 15 ngan dong.

Céc chat Mitzc | Cac loai thirc in
toi thiéu | T, T,
D, . 60 3 1
D, 40 1 1
Ds 60 1 2
Gia | kg thire an 20 ngan | 15 ngan

Mo hinh toan hoc. Goi x4, X» lan luot la 6 kg thirc an T\, T, can
mua c¢ho moi bita dn. S6 don vi chat D c6 trong moi bira dn Ia 3x; + x,,
vi thé X, va x» cin thoa min

3x; + x; 2 60,

Twong tw, dé ddp dmg nhu cdu vé chét D, va D; cho méi bita in, x,
va xz cin théa man

Xy + X3 2 40,

x; +. sz = 60,
Tt nhién, ta ciing d6i héi

x120vax; 20

S4 ‘tién chi mua thirc 4n (cAn lam cuc tiéu) bing f = 20x; + 15x;
{ngan dong).

Viy bai toan néu trén dupc phat biéu thanh: Tim cac bién sd x; va
X> sao cho

f=20x; +15x; — min,

véi cac diéu kién
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3x; +x32 2 60,
X1 +%3 2 40, (12)
X+ 2%, > 60,
x120,x:20.
1.3. Bai toan vin tii

Cén van chuyén xi miéng tir 3 kho K, Ky, K; tdi 4 cong trudng xay
dung Ty, Tp, T3, Ts. Cho biét luong xi ming ¢6 & moi kho, lwong xi
mang can & méi cong trudmg va glé. cudc van chuyén (ngan dong) mdt
tan xi méng tir moi kho t&i moi cdng trudong nhur sau

Kho xi ming : . Cong tnfc‘mg xdy dung’ -

: Ti:130tan | Tz: 160 tan | T3: 120 tan | Ty : 140 tin
K, : 170 tin 20 18 22 25

K, : 200 tin 15 25 30 S

Ks : 180 tén 45 30 40 35

Vin dé 1a tim ké hoach vén chuyen X1 mang tir cac kho td1 céc cong
truong sao cho moi kho _phat het luong xi mang c0, moi cbng truomg
nhén du lrong xi mang cin va tdng chi phi van chuyén 1a nho nhit?

Vén dé néu trén c6 thé m hinh hoa nhu sau: Pt x;j 1a luong xi ming
cAn van chuyén tir kho K; (i=1,2,3)tét cong trudng T; = 1, 2, 3, 4).

Cac bién s6 cin thod mén céc diéu kién sau:
(X11+ X2+ X13 + x34 = 170 (kho K, giao hét leong xi ming ¢o), |
X21 + X22 + X23 + X24 = 200 (kho K; giao hét lugng xi mang cd),
Xa) + X32 + X33 + X34 = 180 (khio K; giao hét luong xi ming cé),
X11+ X21 + x31 = 130 (cong trirdng Ty nhan da s6 xi ming can), (1.3)
< X12 + Xz2 + X33 = 160 (cOng trudng T, nhan di s6 xi ming cén),
X13 + X23 + X33 = 120 (cdng trudng Ts nhén dfl $6 xi mang czfm),

X14 + X24 + X34 = 140 (cOng trudng T4 nhin du 56 xi ming ca‘in),

\Xij20,i=1,2,3;j=1,2, 3, 4 (lugng hang van chuyén khﬁng am),
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Téng chi phi vin chuyén (cin lam cyc tidu) bang: £=20x;, + 18xj,
+22x13 + 25% 4 + 15x5) + 25%x5 + 30x23 + 15%24 + 45%3, + 30x3, + 40x13
- 35}(34.

Vay bai toén tr& thanh : Tim céc bién s6 x;; thoa méan céc diéu kién
(1.3) sao cho ham f dat cue tiéu {f — min).
1.4. Bai todn pha ciit vit liéu

Trong thire te ta thuong phai cit nhimg vét lién dai (thanh thép,
dng nudc, bing glay .) ¢6 dd dai cho truge thanh nhimg doan ngan hon
véi 56 luong nhit dinh dé sir dung. Nén cit nhu rhé nao cho ton it vat
liéu nhit ?

Vi du: mft phén xudng cot thép c6 nhimg thanh thép nguyén dai

3,8 mét, can cit thanh ba loai doan ngan hon T, T;;, T3 voi 4§ dai tirong

img 1,8 mét, 1,4 mét va 1,0 mét. C6 tit ca 5 miu cdit khic nhau {xem
bang dudi day).

. . Miu cit : .
Loai doan can me S6 doan cin ¢d
’ I I 111 v Vv .

Ty dai 1,8™ 2 0 1 0 1 400
T, dai 1,4™ 0 2 0 0 1 400
T; dai 1,0™ 0 I 2 3 0 1.300

Phinthira | 02™ | © 0 |08 |o6m|"

Hoi cin phai cit theo mdi miu bao nhigu thanh thép nguyén dé vira
co du 56 lupng céc doan T, T2, T3 ma phén xudng can, vira sao'cho
tong phén thép thira 13 nho nhit ?

Mo hinh toan hgc. Goi x; (j = 5) 12 56 thanh thép nguyén cén
cit theo miu J- 86 doan T, thu duorc la 2x1 + X3 + Xs. Phén xudng can ¢6
400 doan T). Vi thé, c4c bién sé phai thoa man

2X§ + X3 + Xs = 400.

Tuong tu, dé thu duoc so doan Tz va T3 phin xudng can, cic bién
s& phai thod man

2x; + X5 = 400,
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X2 + 2x3 + 3x4 = 1.300.
Téng 0 thép thira bang = 0,2 x; + 0,8 x4 + 0,6 x5 (mét).

Bai to4n trén s& dugc phéat biéu thanh: Tim cac bién $6 x4, X2, X3,
X4, X5 820 cho

£f=0,2x,; + 0,8x4 + 0,6xs > min,
véi cac diéu kién
2% + %3 + x5 =400, .
2x3 + x5 = 400, _ (1.4)
Xz + 2x3 + 3%x4 = 1.300.

X 20, j=1,2,34,5

§2. CAC DANG BAI TOAN QUI HOACH TUYEN TiNH

Qui hoach tuyén tinh 1a bai toan tim cuc tiéu (hay cuc dai) cna mdt
ham tuyén tinh f(x) trén mot khue 161 D < R" dugc xac dinh b&i mét hé
cac phuong trinh va/hodc bat phuong trinh tuyén tinh cho trude.

2.1. Bai todn téng quat

x - - 3 . . - A Y
Bai toan nay c6 dang: Tim c4c bién 80 x4, Xa,..., Xq sa0 cho:

=1

n .
f(xy= Y _c;x; -> min (hay max) 2.1
i=1 .
thda min diéu kién
r n !
Zauxj S bi,i=1,".,m[, (2'2)
j=l
T
< Za[jxj z bi, 1= m; + l) .., My +mz, : (23)
j=1
Zauxj = bi) i =1m + m2 + I, wes g m, (2'4)

\%20,j=1..,0,%<0,j=n +1,.,n+0<n, (2.5)
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Trong bai toan trén, f goi 13 hdm muc tiéu, mbi hé thirc & (2.2) -
(2.5) goi 12 mdt rang budc. Mbi rang budc (2.2) - (2.4) goi 1a mét rang
budc chinh (dang dang thirc hay bdt ding thirc), mdi rang budc x; > 0
hay x; < 0 goi 1& mot rang budc vé ddu.

Piém x = (X1, X2, ..., Xn) € R" thoa min moi rang budc goi la mét
diém chdp nhdn duwoc, hay mét phwong dn. Tap hop tit ca cac phuong
an, ky hidu 13 D, goi la mién rang budc hay mién chap nhdn duwoc. Mt
phirong 4n thod min (2.1) goi 1a mét phicong dn 16i wu hay mét Ioi gidi
cua bai toan da cho.

Bai toan ¢6 it nhat mot phrong an t6i wu goi 13 bai todn c¢é I6i gidi.
Bai toan khong c6 phuong 4n (mién rang budc rdng D = &) hoiic ¢b
phuong 4n nhung khéng ¢6 phurong 4n tdi w, do ham muc tiéu giam vo
han (bai toan tim min) hodc ting v6 han (bai todn tim max), goi 1a bai
toan khdng co loi gidi.

Chu y:

e m, I3 s ring buoc , Mo 1a s6 rang budc = , m la tdng s6 cdc rang
buoc chinh, n 13 s6 blen s6 cuiia bai toan, n; la b rang budc x; =2 0, ny
1a 56 rang buje x; £ 0 (cb thé n, = 0, n, = 0). Néu khdng c6 cac rang
bugc < thi m; = 0, khong c6 rang bufc = thi my = 0, khong c0 rang
budc = thi m = m; + m,.

» Véi bai toan bat ky, bao gid ta cling c6 thé viét cic rang budc chinh
ordang sao cho moi b; 20,1 =1, m(neu ¢6 b; < 0 ta nhén ¢4 hai

vE cua rang budc i véi -1, rdi dm chleu dau bét ding thirc va sip xep
lai thir tir cac rang bude chmh néu cin).

2.2. Dang chinh tic va dang chuin tic -
Ngudi ta thudng xét bdi toan qui hoach tuyén tinh & hai dang sau
- day:
_ , . |
o Dang chinh tic: (f(x)= chxj — min (hay max),
. '=l

T

Y Dagx; = byi=1,2,..,m,
i '
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(rang budc chinh chi 14 cic ding thirc va moi bién déu khong
-8m).Vi dw: md hinh bai toan vén tdi hay mé hinh bai toan pha cit vét
ltéu néu ¢ §1-cbd dang chinh tac.

e Dang chudn hay chudn tic:

é f(x) ch j — min (hay max),
J__

n
S Zaijxj 2(£)b,i=1,2,...,m,

 Xxi20,j=12,..,n

_ (rang budc chinh chi gdm cac bit ddng thirc = d6i véi bai toan min
hogc < doi véi bai toan max, va moi bién déu khong 4m). Vi du: md

hinh bai todn xac dinh khau phan thic &n hay mé hinh bdi toan lap ké

hoach san xudt di xét & §1 c6 dang chuin.

Dé viét bai toan gon hon, ta diing cic ky hidu vécto va ma trin sau:

4 A ot 3y B1j b, <)
Ay Ay o By, ay; b, 17}
A = . . R R N AJ el . N b = : N c= 3
a'ml _am2 amn _am_] bm cn
X, 0
X 0
X = . 0 =! .1 ]
X 0|

(A 13 ma trdn mxn gom cic hé sd & vé tra1 rang bugc chinh, A; la
vécto cft thir j cia ma trdn A tuong g voi bién Xj, b 1a vécto cac he 56
& vé phai rang budc chinh, ¢ la vécto cac hé s6 & ham muc tiéu, x 1a
vécto céc an s0, O la vécto khong, Tat ca cac vécto nay déu 1a cic vécto
cot).

Véi cac ky hidu trén, bai toan qui hoach tuyén tinh chinh tic c6
dang :
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min{f{(x) = <c,x> : Ax = b, x > 0} hay max {f(x) = <c,x> : Ax =b, x 2 0}
(<c,x> Ia tich v6 huéng cna hai vécto ¢ va x).
Bai to.én qui hoach tuyén tinh chuin tic c6 dang:
min{f{(x) = <¢,x>: Ax 2 b, x 2 0} hay max {fix) = <¢,x>: Ax £b, x 2 0}.
2.3. Chuyén d6i dang bai todn qui hoach tuyén tinh

Bang cach thie hién céac phep bién d6i néu dudi diy, ta c6 thé
chuyen bai toan qui hoach tuyén tinh tir dang nay sang dang khac. Vi
vy, ta chi cin chon mét dang thudn t1¢n dé nghién ciru la da (thmmg la
dang chinh tic) ma khong lam mat tinh tdng quét cia céc két qua.
nghién ctru.

a) M3i rang budc ding thirc Zau = bico thé thay bing 2 ring
=
- blidc bét ding thire

Zau X;<biva Zau X; 2 bi.

b) M&i ring budc bit ding thitc

Za,j X;<b; hojc ZaljxJ 2 b;,
j=1
¢6 thé dua vé rang budc ding thirc nhd thém vao mét bién mdi, goi
13 bién phtt, X 2 0:

Zauxj+x ;=b; hoic Zauj Xpei = by
Jl ¥l

c} Mét rang bufc Eau X;< b; 6 thé viét lai thanh Zau Xj2-b
j=1 =1

hoic nguge lai.
d) Néu bién x; khong bi rang budc vé ddu thi ta c6 thé thay né boi

hiéu cia hai bién khéng 4m bang cach dat X =X; —Xxj véi



B® 24 - Chwong 2 — Qui hoachtuyén tinh

x}' 20, x; 20, Con néu Xj < 0 thi bing cach dit bién mai
yj=-x;tas€coy;20.

e) Bal toan tim cyc dai: g — max c6 thé dua vé bai todn tim cuc
tiéu: f= - g — min vdi cing céc rang budc v ta cb hé thirc

max{g(x): x € D} =-min{f{(x): x € D}.

Vi dy. Pira bai toan qui hoach tuyén tinh sau vé dang chinh tic va
dang chuin tic

f(x) =2x, - X2 — min,
v6i diéu kién:
X1-2%+x3 £2,
2)(1 - 2)(2 -X3 2 3,
X1+ Xa+x3=4,
X220, x320.

. Dang chinh tdc: bang cach thay x| = x4 - X5 v&i X4, X5 = 0 va thém 2
bién phu X¢, X7 2 0, ta di dén bai toan: :

f(x)= -x2 +2x4 - 2Xs —> min,
véi diéu kién:
-2x3 + X3+ X4- Xst+Xe=2,
-2X3 - X3t+2X4-2Xs5-%X7=3,
X2 + X3t Xq- X5=4,
Xj20,j=2,3,4,5,6,7.

. Dang chuan tic: bang cach thay X| = X4 - X5 VOI X4, Xs 2 0, déi dan
hat vé bit ding thirc ddu va thay bit ddng thirc cudi bang hai bt
dang thirc >, ta di dén bai toan:

'f(x) = - X3+ 2X4 - 2X5 — min,

véi diéu kién:
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min{f(x) = <c,x> : Ax =b, x = 0} hay max {f(x) = 4c,x$ Ax=b,x 20}
(<c,x> la tich v6 hudng cua hai vécto ¢ va x).
Bai toan qui hoach tuyén tinh chuén tic c6 dang:
min{f(x) = <c,x> : Ax 2 b, x 2 0} hay max {f{x) = <¢,x>: Ax < b, x 2 0}.
2.3. Chuyén d6i dang bai todn qui hoach tuyén tinh

Bang cach thye hién céac phép bién d6i néu dudi day, ta co thé
chuyén bai toan qui hoach tuyén tinh tir dang nay sang dang khic. Vi
vay, ta chi can chon mot dang thuin tién dé nghién ciru 1a di (thuong 1a
dang chinh tic) ma khéng lam mat tinh tdng quéat cia céc két qua.
nghién ciru.

a) Mbi rang budc ding thic Zau X;=b; c6 thé thay bing 2 ring
bildc bit ding thirc 8
Zau x;Sbiva Zl:au iz b
=
b) Mai rang budc bat ddng thirc
Zax < b; hoic Zax = b;,

™ ™

c6 thé dra vé rang budc ding thirc nhd thém vao mdt bién méi, goi
13 bién phy, Xg+i 2 0:

Zauxj+xﬂ,rl b, hoic Za,“ X, = b

¢) Mt rang bugc Z—;atJ X;S b; co thé viét lai thanh Zau X;2-bi
=1 IS
hodic ngugec lai. '
d) Néu bién x; khong bi ring bugc vé déu thi ta cé thé thay né boi

hiu cia hai bién khéng dm bing cich dit x;=x] -x] véi
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(" 2%y -X3- X4+ X52-2,

“2% -Xat+2x4-2%x523,

< X+ X3+ X4-Xs24,

-X2 -X3 -Xs4tXs2-4,

N ij{), 3=2,3,4,5.

2.4. Phuwong phip hinh hec gidi qui hoach tuyén tinh hai bi¢n

_ Khi bai ton chi cé hai bién, ta c6 thé gidi qui hoach tuyén tinh
béng hinh hoc d& dang. Chii ¥ réng trirong hop riéng ndy ciing cho phép
ta tudng trgng hinh hoc vé bai toén tong quat.

Xét bai todn qui hoach tuyén tinh véi hai bién s6
max {f(x) = ¢1x1 + 23Xz : X = (X1,X2) €D} v&i -
={x e R*:ayx; +apxp <by,i=1,2,..,mx20,j=1,2}.

Nhu da biét, mi bt phuong trinh tuyén tinh a;x; + apxs < b; va
mdi rang budc vé ddu x; > 0 xac dinh trong R* mdt nira mat phing.

Nhur vdy, mién rang budc D la giao ciia m + 2 nira mit phing va s€
12 mot khuc 16i trong R”. Phuong trinh ¢)X; + ¢3x; = a khi o thay d6i s&
xdc dinh trén mat phing cic dudng thing song song véi nhau ma ta s&
£01 13 cac dwong muwe (vOi1 gid tri muc o). .

Theo ngdén nglr hinh hoc, bai toan tré thanh: trong s6 cac dudng
murc cit D hiy tim dudmg mirc v6i gid tri mirc o 16m nhit.

Néu dich chuyén song song cac dlro'ng muc theo hwdng vécto phap
tuyén ¢ = (cl,cz) thi glé. tri murc s€ ting, con néu dich chuyén theo huémg

ngugc lat thi gia tri mirc s&€ giam. Vi vay, aé gidi bai toan dat ra ta tién
hanh nhu sau. :

Bit ddu tir mot duong muc cit D ta dich chuyén song song no theo
hurdng vécto phap tuyén ¢ = (c1,c2) cho dén khi viée dich chuyen tlep
theo lam cho dudmg muc khong cit D nira thi dimg. Diém cia D (c6 thé
nhiéu) nam trén dlrcmg mirc cudi cung nay s& 1a mot 16 giai cn tim cua
_ bai toan, con gia tri muc d6 chinh la gia trj lon nhét cia ham muyc tiéu f.

Vi du. Giai bai toan 14p ké hoach san xudt néu & §1:

max{SOil + 30x; : 4x; + 3%, £ 1200, 5x; + 2x, £ 1080, x; 2 0, x5 2 0}.
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i I
0 100 200 2 300
Mién rang budc cua bai toan ndy 1a tir gidc 16i OABC. Mdi dinh
cia né (O, A, B, C) la giao diém ciia 2 duong thing twong img vdi 2
rang budc khac nhaun. Xet dudng muc 50x; + 30x; = 6.000. Pudng
thing niy di qua hai diém (120, 0) va (0, 200). Lo giai cua bai toan dat
tai dinh B = (120, 240) va fna = 13.200. (Phuong an t6i wu: san xuat

120 san phim S, 240 san phim S,. Tdng thu nhap 16n nhét xi nghiép thu
duoc: 13,2 tridu dong).

Xi

Bang céch giai trong tu, c6 thé thay 1o giai coa bai todn xdc dinh
khiu phén in & §11a x" = (10, 30) va fini, = 650. Viy, phuong 4n t8i vu
la: moi bira &n mua 10 kg thire dn T, va 30 kg thire dn T,. Chi phi nhé
nhét cho mdi biya an phai trd la 650 ngan dong

Qua phwong phap gidi trinh bay trén ta thiy:

a) Néu mién rang budc D ciia bai toén qui hoach tuyén tinh khac réng
va gidi ndi thi bai todn chac chan s€ ¢ 101 gidi.

b) Néu bai toan qui hoach tuyén tinh c6 1&i glal thi ¢ it nhat mét dinh
cia mién rang budc D 14 1o giail. $6¢ di néi it nhat 12 vi ¢o trudmg
hop dudng mirc & vi tri gi6i han tring v6i mét canh (hitu han hay vo
han) cila D, khi d6 mdi diém trén canh niy déu 13 mot 101 giai.

Vi thé, dé giai bai toan qui hoach tuyén tinh ta chi cn xét cac dinb
~cua D (s6 dinh nay la hiru han). Phwong phéap don hinh néu & chuong 3
st dung tinh chat nay.
Véi mdi bai toan qui hoach tuyén tinh chi xay ra mét trong ba
trudng hop sau:

e Bii toan khéng ¢6 phirong an (mién rang budc D rbng).
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e Bai todn co phurong 4n, nhung khéng ¢ phirong an t6i wu.
» Bai toan c6 phuong 4n ti vu (16 giai). |

§3. MOT SO TINH CHAT CUA BAI TOAN QuI
HOACH TUYEN TiNH

3.1. Tinh chét chung

Sau ddy 12 mot sd tinh chit d4ng chu ¥ v€ bai toan qui hoach tuyén
tinh. '

Dinh 1y 3.1.

Tdp hop D cdc phwong an cua bai todn qui hoach tuyén tinh (dang
- bat ky) la mét khuc 161, ‘
Dinh Iy 3.2

(vé st ton tai loi giai cua bai toan qui hoach tuyé'n tinh). Néu mot
qui hoach tuyén tinh c6 it nhdt mét phwong dan va hiam muyc tiéu by
chin dudi trong mién rang bugc (di v6i bai togn min) thi bai todn
chic chn cé phiong dn t6i wu.

Nhén xet.

Két luan cia dinh 1y néi chung khdng con dung ddi véi cac bai toan
khong phai 12 m{t qui hoach tuyén tinh (ham muc ti€u khéng phai la
tuyén tinh hoic mién ring budc khéng phai 12 mot khuc 16i). D€ 15 hon,
ta xét vi du cu thé sau:

f=x; > min, véi difu kién x ;x> 1, x; 2 0.

min

X X3 =1
0

Mién chp nhan dwoe D = {x € R% xix2 2 1, x; = 0} la mdt tap hop
16i khac réng va ham muc tiéu bi chin dudi trong mién nay: x = 0 véi
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moi x = (X;, X3} € D. Diém (1/¢, £) € D v6i moi £ > 0, nhung khéng c6
(x1, 0) € D. Vi thé cin dudi cia x, khong dat dugc tai bit cir diém nao
thude D.

Ciing c6 thé lay vi du vai hém muyc tiéu phi tuyén va mién ring
budc 12 mdt khuc 13i cho thiy dinh 1y trén khong dung.

Dinh 1y 3.3.
Néu x" 1a mét phurong dn 165 wu ciia bdi ton qui hogch tuyén tinh
(dang bdt ky) va néu x, 2 ' X)) 1a hai phuong an thoa mdn
X =2x + (1), 0 < A< 1 thix!, ¥ ciing ld cde phuwong dn (65 1w
3.2. Phuwong an cwre bién ‘
MGt phuong an x € D ma dc;ng th¢i 13 dinh cua D goi 1a mdt

phiwong dn cuc bién, nghia la x khong thé biéu dién dudi dang mot 16
hop 13i ciia bét cir hai phuong 4n bt ky néo khéc cia D.

@aSau day ta sé tip trung nghién ciru bai todn qui hoach tuyén tinh
dang chinh tic véi gia thiét m < nvima trdn A c6 hang=m.
Pinh Iy 3.4. (Tinh chit dic trung clia céc phuong 4n cyc bién)

Dé mét phuomg an x° = (x0,x3,...,x°) cia bdi todn qui hoach

tuyén tink dang chink tdc la phuong én cuc bién, thi cén va di la
hé cdc vécto cft A; ciia ma trdn A g voi cdc thanh phan x? >0la
déc lap tuyén tinh.
© Cb thé dung dinh 1y trén dé kiém tra xem mét vécto cho trdc co
phai 14 phuong an cuc bién cha bai todn hay khéng.

Vi dy 1. Cho bai toan qui hoach tuyén tinh dang chinh tic véi cic
diéu kién sau:

X1+ X2+ x3=4,
X1 - X2 =0, ~ 3.1
x;20,] -1,2."
Hiy cho biét cac vécto dudi day
x'=(2, 2,0, X)=(0, 0, 4), ¥*=(1, 1, 2)
c6 phai 1a phwong &n cyc bién cha bai toan hay khéng ?
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Gii. Kiém tra truc tiép ta thdy x', x%, x® théa mén diéu kién (3.1)
nén chung 1a cic phuong an ciia bai toan. Mat khac, vi

sl s sl

nén ta thdy hé {A;, A;}; hé gdm mot vécto {A; = O} 1a ddc lap
tuyén tinh. Do d6 x', x* 13 cac phuong an cyre bién cua bai toan. Con hé
{A1, Az, A3} phu thudc tuyén tinh (do A; + Az - 2A3 = O) nén x> khéng
phai 1a phuong 4n cyc bién cia bai todan.  °

. Vidu 2. Cho bai todn qui hoach tuyén tinh dang chinh tdc véi cac
diéu kién sau: .
2X| + Xz +3X3 = S,
2z 0 (j=1,2,3,4).
Xét xem vécto x = (1, 0, 1, 3) ¢ phai la phuong an circ bién cua
bai toan hay khong? '

Giai. Kiém tra truc tiép ta thdy vécto x théa man (3.2). Vay x 1a
mot phuong dn cua bai toan. Mt khic, hé 3 vécto cit

3 2 0
2 1 . 1

doc lap tuyen tinh {vi dinh thirc | A, As, Ay i =5 # 0) nén x 1a mdt
phuong an cyre bién.

Tir dinh 1y néu trén ta d& dang suy ra cdc tinh chat sau dy:
Hé qua 3.1.

86 phuong an cuc bién cua bai todn qui hogch tuyén tinh dang
chinh tac la hitu han.
Hé qua 3.2.

S6 thanh phan dwong trong méi phucmg dn cyc bién cua bai todn
qui hoach tuyén tink dang chinh tdc t6i da bang m (m la s6 hdng
ctia ma tran A).
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Ngum ta phin ra hai loai phuong én cye bién: néu phirong 4n cuc
bién c6 s thanh phan duong dung bang m, n6 dugc goi la phuong an cire
bién khdng suy bién. Tri lai, n6 duge £0i 12 phuong 4n cire bién suy bién.

Mét Umg dung cu thé nita ctia cdc két qua trén la tim céac phuorng an
cuc bién cia mot béu toan qui hoach tuyén tinh dang chinh tdc cé kich
‘thude khéng 16n. Neéu biét thém mién rang budc cha bai toan 1a gidi ndi
thi-c6 thé tim 11 giai cia bai toan bang céch tinh va so sanh gia tri ham
muc ti€u tai cac phurong 4n cire bién tim duge,

Vi dy 3. Tim céc phuong 4n cyc bién khéng suy bién cia bai todn
qui hoach tuyén tinh véi cac rang budc sau:

3, -2X2 + 3x3= 6,
X +2X- xX3= 4,
xj 20, j=1,2,3,

Giai. Bai toan nay ¢6 m = 2 rang budc chinh va n = 3 bién. Mét
phuong an cyc bién co nhleu nhit m =2 thanh phan duong, tirc 13 ¢6 it
nhit n - m = 1 thanh phan bang 0. Vi thé, ldn luot cho x;, X2, x3=01a
duge:

+ Vo1 x, = 0, hé phuong trinh trén chota x, =9/2; x3=5
+ V6i x5 = 0, hé phuong trinh trén vé nghiém.
+ Véi x3 = 0, hé phuong trinh trén cho ta x, = 5; x, = 9/2,
Nhur v@y, ta nhén dugc hai phuong an cta bai toan: (0, 2 <, 5) va
(5, 2 , 0). Kiém tra trirc t1ep cho thdy hé {A; = (-2, 2)", A; = (3, D va

{A1=(3, -, Ay =(-2,2)") ladoc 1ap tuyén tinh, nén ca hai phuong 4n-
trén déu 13 cic phuong 4n cuc bién khéong suy bién (s6 thanh phén
duong bang m = 2).

Vi dy 4. Tim cac phucmg an cuc bién khong suy bién cua bai toan
qui hoach tuyén tinh véi cic rang buéc sau:

X1+ X2 + X3 + x4 =10,
22+ X3 ~-%x4= 6,

>0,j=1,23,4.
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Gidl. Bai todn ndy c6 m = 2 rang budc chinh vi n = 4 bién. Mot
phuong an cuc bién c6 nhiéu nhdt m = 2 thanh phan dwong, tirc 13 cd it
nhét n - m = 2 thanh phin bing 0. Vi thé, lan luot cho m&i cap bién
X1, Xz, X3, X4 = 0 ta dupc:

* Voix; =x2 =0, hé phuong trinh trén cho ta x3 = 8; x4 = 2.
* Vdéix; =x3=0, h¢ phuong trinh trén cho ta x, = 16/3; x4 = 14/3.

* V&ix; = x4 =0, h¢ phuong trinh trén v6 nghidm (khong cé nghiém
khong &m).

® V&ix; = x3 = 0, h¢ phuong trinh trén vé nghiém (khong ¢6 nghi¢m
- khéng am). '

e Viix; = X4 =0, hé phuong trinh trén cho ta x, = 4; x3 = 6.
* Vdixs=x4=0,hé phuong trinh trén cho ta x| = 7; x, = 3.
Nhu vy ta nhdn dwgc cac phuong 4n sau day:
x'=(0,0,8,2); x*=(0,16,0, %) x*=(4,0,6,0); x*=(7,3,0, 0).
Kiém tra truc tiép cho thdy cd 4 phuong 4n trén déu 1a cdc phuong
an cyre bién khong suy bién (s6 thanh phan dwong bang m = 2).
Dinh 1y 3.5.

Néu bai todn qui hoach tuyén tinh dang chinh tic c6 it nhét mot
phuong an thi né ciing cé phwong dn cuc bién (mién rang buéc D
co dinh).

Pinh ly 3.6.

Néu bai todn qui hoach tuyén tinh dang chinh tic cé phwong dn 16}

wu thi cling ¢6 phuong dn cuc bién t6i wu.

Cac dinh 1y trén cno phép tim phuong 4n t8i wru cia bai todn qui
hoach tuyén tinh chinh tic trong sé cc phuong an cuc bién cia bai toan
(s0 nay la hiru han). '

3.3. Co s& cilia phwong 4n cywe bién

Tir myc (3.2), suy ra mbi phuong an cuc bién x c6 tuong tmg m
vecto dbc 1ap tuyén tinh {A; : j € J}. H8 {Aj:j e T} gol 1 co 56 ciia
phuong an cuc bién x. Cac vecto Aj, 1 € 1 goi 1a cédc vecto co s6, 4n X;
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tuong ing goi 14 dn co s¢. Céc vecto va An con lai goi 13 vecto va an phi
CO 6.

D6i véi phucmg an cuc bién khong suy bién thi chi o mdt cach
chon co s¢ duy nhét 13 hé céc vecto A; iing v6i céc thanh phan duong.

Vi dy 5. Cho bai todn qui hoach tuyén tinh dang chinh tic véi cac
diéu kién sau:

X1+ X2+ X3 =]
X1 -X2 =0
x20,j =123

s x!=(1/2, 172, 0) 1 phuong 4n cuc bién khang suy bién va co s& 1a
{A1, Az}

o X*= = (0,0,1) la phuong an cuc bi€én suy blcn va co s¢ la {A,, A3}
{A2, As}.

Bai toan quy hoach tuyen tinh duoc go1 1a khéng suy bién neu tit ca
phuong an cuc bién cila n6 déu khéng suy bién (nrc 14 déu cb s6 thanh
phan dwong bang m).

BAI TAP

1. Mot xi nghiép dong tau danh ca cin déng hai loai tau 100 mé lyc va
50 mi luc. Trong xi nghlep cb ba loai tho chinh quyét dinh san
luong ké hoach. Tho rén c6 2000 cdng, tho sit ¢4 3000 cong va tho
mde ¢ 1500 cong. Pinh mic lao ddng cho mbi loai tiu duge cho
trong bang sau:

Pinh mirc Loai tdu
lao ddng 100 ma lire 50 mi lyc
Loati tho
The sit  (3000) 150 70
Tho rén  (2000) 120 50
Tho mdc (1500) 80 40
(cong/san pham)

Hoi xi nghiép nén déng tau mdi loai bao nhiéu dé dat tong s6 ma
lure cao nhat ?
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2. MGt xi nghiép c6 thé sir dung t3i da 510 gior may cdn, 360 giv mdy
ti¢n va 150 gid may mai dé ché tao ba loai san phdm A, B va C. Dé
ché tao mét don vi sin pham A cdn 9 giy méy cén, 5 gi& may tién, 3
gio mdy mai; mdt don vi san phim B can 3 g0 may can, 4 gid may
tién; mdt don v sin phdm C cén S gis méy can, 3 gid may tién, 2
gi0 mdy mai. MGi san phdm A tri gi4 48 ngan déng, mdi san pham
B trj gi4 16 ngan déng va mi san phim C trj gi4 27 ngin déng. .

Van dé dit ra 1a xi nghiép cdn ché tao bao nhiéu don vi sin phamy
mdi loai dé tng s8 gid trj san phim xi nghiép thu dugc 13 16n nhit, véi
diéu kién khdng ding qua sé gi¢r hién cé cita mdi loai may?
3. Mot xi nghiép dién co san xudt quat dién céc loai. Cén cit tir mét
 logi t4m t6n cdc canh quat dién theo ba kiéu A, B, C. C6 6 mau cit
khéc nhau theo bang sau:. :

Kiéu cénh Mau ciit
quat
1 2 3 4 5 6
A 2 1 1 ¢ 0 0
B 0 1 0 2 1 0
C 0 0 1 0 2 3

Chi tiéu san luong san phim cua xi nghiép phdi hoan thanh it nhit
4000 canh quat kiéu A, 5000 cénh quat kiéu B va 3000 cinh quat kiéu C.

Hoi xi nghiép c6 phuong én cdt nhu thé nao dé c6 phé lidu it nhét ?

4. Can vin chuyén mét loai hang hod tir ba xi nghiép A, Ay, A; dén
cac cira hang B, By, By, By. Luong hang ¢6 & mbi xi nghiép, luong
hang cin & méi cira hang va chi phi vén chuyén 1 don vi hang tir
mbi xi nghiép dén méi cira hang duoe cho & bang sau:

' Kha ning
By | B, | By | By | Hang ho4
3 4 0 1 40
1 2 5 6 30
1 5 8 2 30
Nhu cdu hang ho4 20 | 25 | 30 | 15
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_ Hiy l4p ké hoach van chuyén sao cho téng chi phi van chuyén 13 bé
nhat ?

5. Mot trai chan nudi gia suic cin mua ba loai thitc dn téng hop Ty, T,
Ts. Theo cong thirc ché bién thi :

o trong 1 kg T1 ¢6 3 don vi dinh dudng D1, 1 don vi dinh dudng D2,
e trong 1 kg T2 c6 4 don vi dinh dudng D1, 2 don vj dinh dudng D2,
o trong 1 kg T3 cb 2 don vi dinh dudng D1, 3 don vi dinh dudng D2.

Cho biét gid mua 1 kg T, Ja 15 ngan dong, 1 kg T> la 12 ngan déng,
1 kg T; 14 10 ngan déng va mdi bita n cho gia suc cén tdi thleu 160 don
vi digh ducmg Dy, 140 don vi dinh dudng D,. Vin € 13 tim s8 luong kg
T), Tz, T3 can mua dé chi phi mua thirc in cho m{t bita dn cua giasucla
nho nhit?

a) Lap bai toan qui hoach tuyén tinh cho van dé néu trén.
b) Dua bai toan qui hoach tuyén tinh thu dugc vé dang chinh tic

6. Dua vé dang chuén tic va dang chinh tc c4c bai todn qui hoach
tuyén tinh sau:

" a) f(x) = 2x, - X - max, b) f(x) = 3x; + xz — min,
didu kién - diéu kién
(x1- 2%+ %3 <2, X123,

2X(-2X2-X3 23, ol X + xp £4,

X1+ Xp+x3=4, 2%, - X3 =5,

X120, X3 2 0, X3 tuy §. X120,%20

7. Viét cac bai todn qui hoach tuyén tinh sau & dang chinh tic:

a) f(x)=4x;+3x2-2x3 - min, b) f{x)=2x,-3x+ 3> ma;{,

diéu kién diu kién

-X)- Xp+4x3 =6, 4% + 2%y - x3515,
2x;+ X3-3x3<8, 5% +2x3- x3=10,
3%, + dxz - 2X3 2 3, -3 - 6%g + 2x3 > 25,

X120,x20,x; tuyy. X120,x320,x;tuyy.
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8. Tim cic phuong dn cyrc bién khong suy bién cia bai toan qui hoach
tuyén tinh véi diéu kién rang budc sau day:
a) xl-xz.-}(3=l, *
X+ X2+ X3=3,
xi20(=1,2,3).

b) [ xi+x2+ x3=10,
2X) - X2+ 3x3 = 14,
x;20(=1,2,3)

| ¢) [ xi+x2+x3=4,
X1 -X2=0,
xj20_0= 1,2,3).

9. Dung phuong phép hinh hoc gidi cic qui hoach tuyén tinh 2 bién
sau: . :

a) f=-x; +x, - max,
X1+ x3 <1,
3] +2x, £ 6
X +x; <9

X120,x220.

3
El

b) f=5x%;, +4x; > max,
X1+2x; <8,
X1 -2xz. < 4,
Ix)+2x; <12,

x120,x,20,
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c) f=5x; + 3x; — max,
2x1+ X2 £ 6,
X - X2 €0,
2x;- X2 2 0,

x120,x220.



Chwong 3 — Phuwong phap don hinh : 37 [M)°

Chwong 3 :
PHUONG PHAP DON HINH

Phu'orng phap don hinh gidi qui hoach tuyén tinh do G.B. Dantzig
dé xudt nim 1947 cho &én hién nay vin I3 phuong phdp dugc sir dung
nhiéu nht trong vigc giai cac bai toan qui hoach tuyén tinh, Pbi véi cac
bai toén c& lon (co thé dén hang nghin bién va hang trdin rang bugc)
phai ding den may tinh, phuong phip don hinh cung di duoc kiém
nghi¢m qua may chuc nim Ap dung 13 rat hidu qua, véi thoi gian tinh
toan kha ngin.

§1.CO SO CUA PHUONG PHAP DON HINH

1.1. Pwing 16i chung

_ Phuong phap don hinh giai qui hoach tuyén tinh dya trén hai tinh
chat quan trong sau ddy ciia bai toan qui hoach tuyén tinh:

a) Néu qui hoach tuyén tinh chinh tic ¢é phmmg dn to1 wu thi ciing €o
phuong dn cwc bién 16i wu, nghia 13 c6 it nhit mét dinh ctia mién
rang budc 12 161 gidi cla bai toan (Pinh 1y 3.6 , §3, Chwong 2).

b) Méi diém cyc tiéu dia phurong ciia hdm tuyén tinh (ciing 13 ham 181)
trén mot tgp hop 16i 1d mit diém cyc tiéu tuyét 67 (Dinh 1y 2.2, §2,
Chuong 1).

Tinh chét a) cho phep tim phuong an t6i uu trong s6 cac phirong 4n
cn,rc bién cua bai to4n (s§ nay 1a hir han). Tinh chét b) cho phép khi
kiém tra t8i wu d6i v6i mét phuong 4n cyc bién (dinh) chi cdn so sanh
né véi cac dinh lan cin (dinh ké) 1a du.

Vi thé, phwong phép don hinh bt diu tr mot phuorng an cuc bién
nao do (tuy y) clia bai todn ma né 13 mét dinh ciia mién rang buje. Tiép
d6 kiém tra xem phuong an hién c6 da phai 13 phuong 4n ti wu hay
chua, bang cach so sénh gié tri ham muc tiéu tai dinh dé véi gia trj ham’
muc tiéu tai cac dinh ké voi no. Néu dung thi dimg qua trmh tinh toan.
Trai lai, phuong phép s€ tim mdt phurong an cuc bién mdi tét hon (voi
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gia tri ham myc tiéu nhd hom) ma nd 13 mdt dinh ké voi dinh truée do.
Qua trinh nay tién hanh cho t&i khi tim dwoc phuong 4n tdi wu hodc
phat hién bai todn di cho khéng cé 1di giai.

Nhu vdy, phuong phap don hinh tién hanh khéo sit eac dinh cia
mién rang budc dé tim ra dinh t5i wu. Mic diu s6 dinh cia bai todn néi
chung rét I6n, nhung trén thwe t& phuong php nay chi doi hoi kiém tra
mdt phédn twang ddi nho cic dinh. Chinh diéu d6 thé hién higu qua thue
té ciia phuong phép don hinh.

1.2. Co s& ciua phwong phap
Xét bai toan qui hoach tuyén tinh dang chinh tic sau :

f=<¢, x> — min, ' (LD
Ax =b, | (1.2)
x>0, (13)

trong d6 A 1& mft ma trn mxn, b € R™, ¢ va x € R". Ciing nhu
trude diy, ta gia thiét:

% S6 rang budc chinh khéng 16n hon s8 bién cia bai toan: 11_1' <n,
e Matrin A c6 hang bang m.

Béy gi ta gia thiét thém ring:

X Bai toan (1.1) - (1.3) khong suy bién.

x Biét trrdc mot phuong an cyc bién x° cia bai toan.

O cudi chuong s& néu cach giai quyét nhitng bai toan khéng co chc
gié thiét nay.

Khong giam t6ng quat, gia sir phuong an cuc bién x° ¢6 dang:
X =(x],x3, .., x5, 0,..,0)v6ix! >0(=1,2,..,m)
Ky hig¢u
Jo={i:x?>0}={1,2,..,m}.

Hg¢ vécto {A;, j e Jo} ddc lap tuyén tinh (Dinh 1y 3.+, §3, Chuong
2) va 1A co so cha x’. Dé cho tién, dbi khi ta cling goi J¢ (v&i cac tinh
chdt nhur trén) 1a co s& cua x°. Céc vécto A; va che bidn x; véi j € Jg 12
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cac vécto co s va bién co 56 tuong img véﬂ x", Con chc vécto Ay vacac
bién Xj v&ij 2 Jo 12 cAc vécto va bién phi co sé tuong tmg voi x°.

Ky hiéu B la ma tr@n lap nén bdi cac vécto co S0 dang xét:
= [Al, Ag,.. = Am]. Khi d6, B ¢6 hang bang m va c6 ton tai ma trén
nghlch dao B, '

M3i vécto' ¢t Ax (k =1, 2, .., n) cia A duoc biéu didn qua cic
vécto co sd A, je Jp:

A= Z ijAj =z + szAz + ot ZoAm, k= 1,2, ..., n, (1.4)
iy

Ky higu céc vécto cbt Zy = (Zik, Zak, .. s Zmk) T Xg = (x?, xg, s

xg,)T va vécto hang Cp = (¢4, ¢, ... , Cm). H¢ thire (1.4) dwoc viét lai
thanh Ay = BZ;. Tir d6 Z¢ = B Ay Mit khac, ta ¢6

=BXj=b = X3 =B"b.

Gia trj ham muyc tiéu tai x° bang

fo = <c, x0>=CBX%, =clx? +czxg +...+cmxg,. (1.5)
Véi mbi k =1, 2, ..., n tinh s sau ddy, goi 14 wdc lugng cia bién
Xk
Ay= CpZx - ok = CyB'Ay - ¢k = ¢1z1k + CoZok + oo + CrZumk - Ck,
k=1,2,..,n (1.6)
Pinh Iy 1.1.
(Déu higu t8i wir). Néu déi véi phuong dn cuc bién X° ta ¢é cde hé
thirc
A, 50, Vk=1,2,..,n, (1.7

thi x° 16 m@t phuong dn t6i wu.
Chu ¥:
o Néu Ay 1a mét vécto co s& (k e Jo) thi trong cac hé sé khai trién cia
Ay theo céc vecto co 55 & (1.4) chi ¢6 duy nhit mot hé 8z = 1, tht

ca cac hé s6 khic déu bing 0, nghia 14 Z, = e* (vécto don vj thir k
trong R™). Do d6:
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Ak CBZk Cx=¢Ck - Ck—o VkEJ(},

Vi thé trén thuc té, dé kiém tra t3i wru d6i véi phurong 4n cye bién
hién c6 ta chi can kiém tra diéu kién

A S0, Vk gl

s Néu bai toan khéng suy bién thi (4.7) cling 12 didu kién cin cua tdi
- U,

D;nh Iy 1.2.

(Déu hleu bai toan khong cé 1 giai). Néu déi véi phuwong dn cuc
bién x tén tai k & Jy sao cho A>0 vazp 20, Vje Jpthibai
todn dd cho khong c6 phuong dn t61 wu va ham muyc tiéu gidm vo
o han trong mién rang budc cua bai todn.
Pinh ly 1.3,

(Cai tién phuong 4n hién cb), Néu ton tai chi 56 s € Jy sao cho
Ay > O va zi > 0 voi it nhdt mgt j €y thi tim dugc phuong dn cuc
bién méi x' t6t hon phwong an X°: f(x') < fix°).
V&i cac gia thiét coa dinh 1y 1.3, vécto x* dupc xac dinh nhr sau:

xJ "Bozjs,j € Jo,

xj=% 0,jel,j=s, ' (1.8)
85 j=s.

trong d6 s6 8 dupc xéc dinh tir hé thir

0 0

' : X X
Bp= min {— :1zs>0} = L > 0.

S st . s

Phuong an x' twong ng véi co sé J; = J\{rh) v {s}va f = f(x")
- =1 - 6. A < fy. Nhu viy, bién X, (bién phi co s& ddi voi x°) tro thanh

bién co s d6i vcn x' va bién x, (bién co s& d6i v&i x°) tré thanh bién phi
co s& ddi véi x.
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§2. THUAT TOAN BON HiNH

Dya trén co so 1y thuyet vira trinh by, ta cb thuft toan sau day dé
gidi bai toan qui hoach tuyén tinh chinh tic (1.1) - (1.3), goi 14 thudt
toan don hmh

Buge 1. Tim mot phuong an cuc bién ban ddu x° véi co so Jp va
{Aj, ] € Jo} gbém m vécto ct de lap tuyén tinh ciia A (Cach tim cu thé
sé néu & §3).

- V6imbi k ¢ Jo xac dinh cac hé s6 khai tnen zjx theo (1.4), tinh gia
tri muc tiéu theo (1.5) va tinh wéc lupng cua bién xi theo (1.6).

Pé cho gon ta dit zjp = x i=1,2,. ,m), Znao = fo va
Zmk= A k=1,2,..,n).
Budée 2. (K1em tra téi uu). Néu Zmlk S 0, k=1, 2, ..., n, thi

phuong an x? hién cé 1a phwong 4n t6i wu (Pinh 1y 1. 1) du'ng thuat
toan. Trai lai, chuyen sang Budc 3.

Budc 3. (Kiém tra bai toan khong c6 161 giai). Néu c6 1 <k < n sao
cho zgi1x > 0 vazyp <0, Vi=1,2, .., m, thi bai toidn da cho khong co
phiurong én t6i rru va ham muc tiéu khong bi chin dudi trong mién rang

budc cia bai foan (Pinh Iy 1.2): dimg thudt todn. Tréi lai, chuyen sang
Budéc 4.

Buéc 4. (Tim vécto dua vio co s&). Véi mbi k (1 < k < n) ma
Zmrx > 0déutdn taii(i=1,2, ..., m) vdi zgx > 0. Chon s thoa méan

Zmtls = MAX {Zme1 k8 Zmrik > O, k2 1}
Pua vécto A vao co so. ' ‘
Budrc 5. (Tim vécto dua ra khoéi co s&). Tinh gid tri 6 theo hé thirc

8o=min{ZiL : 7z, >0} = XL 2.1)

is Zeg

Gié sir tén cua bién co s& thir r 12 i,. Pua vécto A rakhoi cosd.
Bude 6. (Xay dung phuong an cyre bién mdi). Lép phuorng an moi

x' theo (1.8) véi co sd mai laJ; = (J\ {ir}) U {s}. Tinh cac h¢ 56 z,kmm
(i=1,2,.,m+ 1; k=0, l,.., n). Tr& lai thirc higén Budc 2 va tlep tuc
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thuét toan cho téi khi nhin dwoc phuong én t6i wu (Bude 2) hodc phat
hién bai toan khong c6 phuong an t4i wu (Buéce 3) thi ding.

Vi gia thiét bai todn khong suy bién thi thu tuc giai néu trén phai
dirng sau mét s6 hitu han bude Lip, boi vi mdi ldn thye hién Budc 6 ta
nhin dupc phuong 4n cuc bién méi tét hon phuong an cuc bién trnrde
d6 va s phuong 4n cyre bién clia bai todn 13 hifu han.

B¢ trénh phai tinh toan lai céc hé s 7y méi khi thay di tr co sé cii
sang co 8¢ mdi (Budc 6), ta c6 thé s dung céc cong thirc sau day, goi
la cong thiec d6i co 56

Nz ~(z /2 Z.,i#T,
z) ={* (2 . )2 i (i=1L2,..,mm+1;k=0,1,.,n).22)

Zy/Zp, 1=r.

(Chi s6 ¢jt s va chi sé hang r duoc x4c dinh & Budc 4 va § tuong
ung). :

D¢ thufn tién cho vige tinh toan bing tay, thuit todn giai néu trén
dupc mé 4 lai dudi dang cdc bang (mdi bang img voi mét phuong an
cue bién), goi 1a bdng don hinh vi che qui téc bién ddi tix bang nay sang
bang khac cho dén khi nhan dugc phwong an t8i uu hogc phat hién bai
toan khong cé 1&i giai.

Bing don hinh déu tién émg véi phuong an cyc bién ban ddu x° va
¢o 8O {Ay,..., An} c6 dang nhu sau:

‘4 . P , Xt . Xk | X
Bien Co so [HE s6 Cp| Phuong én : : ¢
C] e Ck wra Cn
G 1
Xi C; 0 . Z;
1 1 x| lk
Xm Cm 0 Zmk
Xm
0
<¢, X > . A
[ i
(zm+ 1 ,0) (Zm+ I ,k)
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Bang gdm 4 +n cbt: ¢t Bten co SO (ghl tén m bién co s& d6i véi
phucmg 4n dang xét), cot Hé 56 Ca (ghi hé s6 myc tiéu cia c4c bién co
s&) va cOt Phuwong dn (ghi gia tri cic bién co sd). Tiép theo 13 n cdt ing
véi n bién cla bai toan x, Xa, ... , phla dudi tén bién ghi hé s6 muc
tiéu cia nd. Trong cft xk ghi cac hf; s0 khai trién cua vécto Ay theo cac

- vécto co s¢ dang xét (vécto Zy). Cot cudi cang dé ghi céc ti 56 dé x4c
dinh 6. Ngoal dong tiéu dé da néu, trong bang c6 m + 1 dong: m dong
diu tuong mg véi m rang bugc chinh trong bai toan. Dong cudi cung,
ng Ia dong muc tiéu, 1an lugt ghi gia tri ham muc tiéu (phan tir Zm+10)
va ghi cac wdc luong cia biénxe, k=1,2, ..., n(chc phan 0 Zme 1k, K= 1),

bé xay dung cac bang don hinh ké t1ep ta 1dn luot thuc hién céc
viéc a) - ¢) nhu sau:

a) Tim cft quay. Néu dong muc tiéu khéng c6 phan tir duong & céc cdt
khic véi cot phuong 4n, nghia 13 zp = A, <0, Vk=1,2,...,n
thi phuong an- hién co la t8i wu. Trai lai, chon cOt x, véi
Zmtl g = tr}‘ax Zm+1 x > 0 lam cét quay (Pua bién x, vao co sa mat).

l=k=n

b) Tim dong quay. Néa cot quay khc‘mg ¢6 phan tir duong & cic dong
khéc véi dong muc tiéu thi ham muc tiéu s€ gidm vo han va bai toan
khong cé phurong an toi uu.

Tréi lai, chia cc phin tir trong cdt phuorng an cho cac phan tir
duong twong Ung trong cdt quay. Dong img voi ti s6 nho nhat duge
chon lam déng quay. Phan tir & dong quay, cOt quay goi 14 phdn tr
quay, phan tir nay lubn duong va thuémg dugc khoanh trén hoic dé
trong 8 dugc td bong mé. Cu thé, dong quay 13 dong r thoa man (2.1).
Bién co s& & dong nay bj loai khoi co sd cii, chang han d6 la bién x; i

¢) Bién d6i bang don hinh.

o D3i cot Bién co so: bién co s& méi 1a x, thay cho bién co s& cil Ia
x; &dongr.,

*  D3i cot Hé 58 Cp tuong (mg: hé s& muyc tiéu ¢, thay cho hé sé ¢; &
dong r.

. Xéc 13p cic vécto don vi: ghi 6 1 vao 6 c6 cing tén bién trén dong
va ¢ft ctia nd, ghi s6 0 vao cdc 6 con lai cla cbt vira ghi s6 1 (Cot
g véi bién co sd 14 cot don vi).
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* Bién déi dong quay (cng thirc (2.2) véii = r):
| Dong méi = dong cii / phén tir quay,

nghia la chia mdi phan tir & dong quay cho phén tir quay (z;s > 0).
Két qué nhén duoc goi la dong chinh (s6 1 xuit hién & vj trf cha 2, ¢cii).

e Bién d6i cac dong khac theo qui tic hinh chi nhdt (cong thirc (2.2)
voii#1): _

Dong mdi = dong cii tuong tmg - phan tir cia n6 trén cdt quay x
dong chinh,

nghia la
Cot#cOt quay - - Cét quay
Dong # dong quay : a b
2’ =a-bxS =a- bxc’
d
Dong quay : ¢ d > 0 (phin
tir quay) '

Néu trong bang don hinh méi vin con Zpuix = A > 0, ta lai tiép tuc
bién d6i bang cho dén khi nhén dwroc bang VOl Mol Zge1x = A <0 (t01

wru) hodc phat hién ¢ot quay khéng chira phan tir dwong z;; < 0, Vi (bai
todn khong c6 phuong an t6i wru). Sau mét s8 hira han la.n bién déi bang
- ta phai dimg & mot trong hai tinh hudng trén,

Vi dy 1. Giai bai todn qui hoach tuyén tinh chinh tic sau day

f=x;-x - 2x4 + 2x5 - 3X¢ — min, '
vé&i cac diéu kien '
X1 + X4+ Xs5- X5 = 2,
< X2 | + X4 + X¢ = 12,
Xa+2x4+4x5+3x¢ = 9,
_ g xj20,j=1,2,..,6.
Cho x4 = = 0 ta duoc phuong an cuc blen ban diu

X0 = 2, 12;9; 0, 0 0) vou tri muc tiéu fo = -10. Co s& cha x° 1a {A1, As,
A;} thc 13 Jo = {1, 2, 3}. Céc bién co so 13 X1, X2, X3. Cac bién phi co s&



Chuwong 3 - Phuong phap don hinh a5 [M)°

la x4, x5, X6. Cac vector co 8O Al, A,, Aj la céc vécto don vi, nén Ay
chinh 12 vécto cac hé so khai trién cua no theo cac vécto co s& Ay, Az,
Aj. Ciing vy d6i v6i As va Ag.

Bang don hinh ban d4u c6 dang nhu sau:

Bién | Hé s6 |Phuong| *! X2 X3 X4 X3 X¢ | O
coso| Cg an

1 -1 0 -2 2 -3

X1 1 < 1 0 0 1 -1 2

X2 -1 12 0 1 0 1 0 1 12

Ky ki @ il @n o8 el sy idd e bt Zised MV 1S 1% 4.5

Bang 1 BT\ v g S Sl L 1 O wed T B 1

Trong dong muc tiéu (dong cuon) con phan tir duong & cot x4, Xe
nén phuong an x\ & bang nay chua toi uu. Bién dua vao co 50’ X4 (ung
voi Ay=2 lcm nhat), bién loai khoi co s& 1a x; (ng véi ti s6 nho nhat
0o = min{ 2 £ 1 e 9} =2). Phan tir quay la z;4 = 1 (trong 6 duoc t6 bong
md). Bién d6i bang 1 theo céc qui tdc da néu ta nhan dugc bang 2.

Bién |Hé s6 |Phuong| X! X2 X3 X4 Xs X6 0
3t L 3 .
CO SO B an 1 X 0 5 5 3

X4 -2 2 1 0 0 1 1 -1

X2 e B -1 1 0 0 -1

e . I cou . ! G o w20

Bikg2 . .d Loy 1 g T 1 3

Trong dong cudi cla bang nay con phan tir duong & cft x¢ nén
phuorng an ¢ bang nay chua t6i wu. Bién dua vao co so X6 (img voi
= 3 16n nhét), bién loai khéi co so 1a x3 (img véi ti s6 nho nhat
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60 = min{5, 1} = 1). Phan tir quay 14 z3s = 5. Bién d4i bang 2 ta nhin
dwoc bang 3. Trong bang nay moi A, <0, nén phuong an x* = (0; 8; 0;
3; 0; 1) 1a tSi wu véi fiin = f(x*) = - 17.

Bién |Hésé |Phuong| x1 | x2 | x3 | x4 | xs | x¢ | ©

cosd| Cpg an 1 1 0 2 5 3
X4 -2 . | 3/5 0 1/5 1 7/5
X2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5

R -3 1 -2/5 0 1435 0 2/5 1
Béang 3 -17 -4/5 0 -3/5 0! °'121/51 0

Vi du 2. Vi du sau cho thiy bai toan khong c6 phuong an t6i wu
(=X, - 3x3 + 2x5 — min,

X1 +X2- X3+x5=17,

J -4xy +4x3 + x4 =12,
-3x2+3x3+ X5+ X6 =10,

- X200, 4. 705 2504456,

Ta gidi bai toan trén bang phuong phap don hinh, xudt phét tir
phuong 4n cye bign x° = (7, 0, 0, 12, 0, 10) véi co s 1a céc vécto cdt
don vi Ay, As, As, tiic 13 Jo = {1, 4, 6}. Lap bang don hinh ban d4u.

Bién | Hé s Phuong | X1 | X2 X3 X4 | Xs X6 0

coso| Cg an
0 1 -3 0 2 0

X 0 7 1 1- -1 0 1 0

X | 0| 12 [0 | -4 @88 1 | 0|03

X6 0 10 e B 0 1 1 110/3

Bang 1 0 0| -1 3170 }-2:4:. 0
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x| o 10 l1lololwa] 1lo

X3 | -3 3 0] -1 1 |1/4] 0 0

xs | 0 t ol 210|341 ]1

Bang 2 -9 01 2 0 {-3/4) -2 | 0

O bang 1 c6 A;=3> 0 (ct x3 12 cdt quay) nén ta dua vécto Az.vao
co s¢ va loai Ag khoi co s {dong x4 14 dong ‘quay). Trong bang 2 ¢é
A,=2 >0 (cft x3 13 cft quay), nhung moi phan tr z; <0 (1 =1, 2, 3)
nén bai toan trén khong ¢ phuong 4n tdi tru, vi ham muc tiéu cia bai
toan giam v6 han trong mién rang budc cla no6.

Bai toan tim cyuc dai (g — max) digc thay bang bai todn tim cue |
tiéu (f = -g — min).

Vi dy 3. Giai bai toan qui hoach tuyén tinh sau.

(- g=23x; - X2-ZX3 — max,
X1t3xe+ x3+xg=7,

{ 3x;-4x; +8x3+xs= 10,

4%y - 2x2 + %6 = 12,

L %520,j=12,..,6.

Ta thay bang tim f = - g = - 3x, + X2 + 2X3 — min vén cung cac
diéu kién nhur trén.

Xuit phat tir phucmg an cuc ]Jién x0 = {0, 0,0, 7,10, 12) vai co s
{Aa, As, A6} ta giai bai todn bing phuong phip don hinh (cic Bang
1 -3). Lot glal thu dwoc 13 x* = (5, 4, 0 0,11, 0) v&n fin=-11. Ta &6
Emax = 11,
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Bién | Hé sé [Phuong| X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | O

cosd| Cp an 3 : ’ 0 0 0

Xs | 0 1B 7 D 78 0 R TR R

P S ERT I L e  R BEL £ R0 D O B R LV
PPN R e S Wz L0110 1 13
Bang 1 0 X S T 5 Wy 4 ) 8 P B e

%1 0 FT001°0 IE Y 0 Ve 4
xs 1.0 OO S i £ s L vk e BT

xi 1.s350 40 1 |-12] 0 | 0| 0 | 1/4
Béng2. | %9-1.0 |3@ =210 0. |-34

x g 4 ‘1"0d+1 254251 0 f1110

Xsob 00 IBSEP L. Y D

T e N 1|0 |15(|1/5]| 0 |3/10
Bang3 | -11 | 0 | 0 |-11/5|-1/5| 0 |-4/5

Trudng hop bii toin suy bién .

Néu bai toan suy bién thi trong qua trinh thuc hién thuat toan don
hinh c6 thé x4y ra hién twong: ti s6 nhé nhat 8, dat tai nhidu chi sé, do
d6 c6 nhiéu bién dat tiéu chuan loai khéi co so cii. Néu gdp hién tuwong
nay thi & budc lip sau d6 co thé g{fiy ra 8o = 0. Khi d6, phuong 4n cuc
bién va tri ham muyc tiéu khong doi, chi c6 co s¢ cia né thay d6i (Chu y
14 tri ham muc tiéu gidm mét luong bang tich 6. A = 0 do 6, = 0). Vi
thé, sau mét s phép bién déi don hinh ta c6 thé gip lai co s cii, tinh
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hudng d6 goi 1a hi¢n tuong xoay vong. Néu khong cé bién phap khic
phuc thi thudt toan don hinh khoéng thé két thuc.

Sau ddy 14 qui tdc tranh xoay vong don gian do R.G. Bland d& xuit
nim 1977:

1. Chon ¢t X, c6 chi s6 s nhd nhét ma A, > 0 lam cdt quay (dwa vécto
A vao co o). _

2. Néu cb nhiéu bién dat tidu chufin logi khéi co so cil thi ta chon bién c6
chi s6 nhé nhét. Déng chira bién co s& nay dgc chon lam dong quay.

Tuy nhién do hién tuong xoay vong rit hiém gip trong thuc tién
nén khi ¢é nhleu kha ning chon cdt (dong) quay ta ¢ thé chon tuy ¥
mét trong s6 cac cot (dong) do

§3. TIRII PHUONG AN CUC BIEN VA CO S& BAN
PAU

3.1. Bai todn chuin véi rang bugc < va vé phai khéng 4m

Xét bai toan cé dang

f(x) =ci1xi +exz + ...+ ¢pxy — min, (3.1
aX) +apxz + ..+ aiXy < b,i=1,2,...,m, (3.2}

xj>0,j=12,..,n (3.3)
véi gia thiét moi b; > 0. |
Ta thém vao vé tréi mdi rang budc (3.2) mét an s6 phy Xne = 0,
i=1,2,..,m,dé biéq' hé bat phwong trinh trén thanh hé phuong trinh.
Trong ham muc tiéu, an sd phy c6 h¢ s6 bang 0. Bai toan (3.1) - (3.3)
tuong duong vdi bai toan dang chinh tic sau:

fix)=cixy +... + cuXn + 0.Xpey +... + 0Xpem — min,
X1 tapXet ...t anXn T Xnki = b, 1=1,2, ..., m
x;20,j=1,2, .. ,n+m.

Bai toan ndy c6 phuong 4n circ bién ban dau laxi=0,..,x%=0,
Xo+t = D1y ooy Xne = bm. Co 50 cia phu'orng an nay gom m vécto cot don
vi ung véi cic bién co s& Xosi.

- Vidy 1. Xét bai toan sau:
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f=5x; + 8x; — max,

X1 +3x; €9,

X1+ X2 <5

x120,x:>0. .

Pua vio céc bién phu x3, x4 > 0. Ta c¢6 bai toan twong duong

g = - 5% - 8x; — min,

X1 +3x2+x3= 9,

Xitx2+x4 = 5,
Xj>0,j=1,2,3,4.

Bai todn nay ¢6 phuong 4n cure bién x° = (0, 0,9, 5). Co st ciia x0

12 {A3, Asg}.
3.2. Phuong phdp hai pha
Xét bai toan qui hoach tuyén tinh dang chinh tic

f(x)=cixi +epxp + ... + CpXp — min, (3.4
l' Xy tapXa + ..+t apXs = b, i=1, 2, ... , m, (35)
>0,j=1,2, .. | (3.6

Khéng giam tong quét, ta c6 thé xem nhw moi b; > 0. Qua trinh giai
bai toan (3.4) - (3.6) dwpc thuc hién theo hai giai doan (hai pha);

» Pha 1. Pua vio cic bién gid ty, ty, ... , tm > 0 va gidi qui hoach
tuyen tinh phu: -

gt)=t; +t;+ ...+t — min, - (3.7)
apXptapXzt+..tagx,+tt = bi=1,2, ..., m, (3.8)
20,j=1,2,..,0420,i=1,2,..,m.  (3.9)

Bai toan (3.7) - (3.9) ¢6 ngay mot phuong 4n cuc bién ban dau 13

x )=(0, ..., 0; by, ..., by) véi co s& gdm m vécto cdt dom vi g vai

‘céc bién t; trong hé phuo*ng trinh (3.8). Vi thé, ta ¢6 thé dung phuorng
phap don hinh d¢ gigi n6. Do ham muc tleu bi chén dudi bai 0, nén bai
todn nay chiic chin .co phuong 4n cyre bién t6i uu, ching han do 1a (x*, t*).
Co hai kha ning xay ra:
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1) g(t*) > 0, khi d6 qui hoach (3.4) - (3. 6) khong co bhucmg an, vi néu
¢6 diém x thoa man (3.5) va (3.6) thi vécto (x, O) s€ thoa man (3.8),
(3. 9) va 0 s& 14 gid tri cuc tiéu cta (3.7).

2) g(t*) = 0, tirc 13 tri cue tiéu cua (3.7) bang 0 va t* = O. Néu co s&
clia phuong an (x*, t*) khéng chita vécto img véi bién gia t; thi X* 1a
phwrong 4n cyre bién ciia bai toan ban ddu va co sd cua x* chi gbm
cac vécto A; (j < n). Ta chuyén sang thuc hl¢n pha 2.

Trai lai, néu vin con bién gia t (v&i gia trj 0) trong co s¢ cla
phirong én (x* t*) thi ta c4n thirc hién thém mdt vai phép 1ap don hinh
nita dé déy hét cac bién gia ra khoéi co s¢. Cach 1am nhur sau: ta chon cét
quay 13 cOt bién phi co so thue (bién Xj,  £n) mand cd phan tir khac 0
a dong trong tng vai bién gia va (dong nay duoc chon lam dong quay.
Chu ¥ 14 phan tir quay & day co the ducmg hay 4m (khac khéng). Do gid
thiét ma trén A cb hang m nén néu con bién gia trong co so (vdi gid tri
0) thi chic chdn s& tim dugc cot quay nhu trén. Luc nay khi bién déi
bang cb thé bd qua céc cdt 1tng v&i bién gia.

» Pha 2. Bang don hmh ban d4u & pha 2 1a bang don hinh cudi
cing & pha 1, nhung v6i mét s8 sira ddi nhu sau:

a) Xoé khoi bang cudi cing & pha 1 tat ca cac ¢t tuong g vdi cic
bién gia.

b) Thay cot CB bdi cac hé sb muc tiu ban déau trong (3.4) tuwong ung
vGi c4c bién co s& & bing cudi pha 1.

¢) Tinh lai cac phén ti trong dong muc tiéu theo cdng thirc:
Zm+1,0 = CpXB, Zmi1k = CpZi - &, k=1,2, .., n
trong d6 Z; 13 it xi & bang cudiphal.

d) Xudt phét nx bang don hinh vira nhdn duoc & du pha 2, ta gidi bai
todn (3.4) - (3.6) theo thudt toin don hinh.

Vi dy 2. Giai qui hoach tuyén tinh sau bang céch dung phuong
phap hai pha:
f(x) =2x - 2)(2 + X3- x4 — min,
Xt +2X2+ x5+ 2x4 = 7,
3Xp- X2-2X3+ x4 = 6,
2X1-2%x3- X3+ x4 = 5,
>0,j=1,2,3,4.
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Pha 1. Pua vao ba bién gia ty, ty, t3 > 0 va giai bai toan phu sau:

-

X1 Fdxs +ixptI2xy B T

3X1- X2-2X3+ X4

2}(.] - 2X2 i o & |

+t,

+t3=

g(t) =t; + tp + t3 — min,

U x200=1,2.3,4k200~=1, 2 3).

Qua trinh giai bai todn phu duoc néu tom tit trong cic bang sau

(Bang 1 - 4).

Biél"l Ca PhL’r(mg X %l X3l xe f o f 2]l ] 8
Fe o 0 ot 01 )0 i v st 45 fitd

r fe POl IR ST O T Y
A sk obid 2o i s 0l eok of 405 b 2
b hid 2 ki 2rodts ] dikaibin @ w ki@ o w52
Bing 1 18 |6 4710 10" 9
A e Y ol B T A
& I:6 2 1 17310 [13] 0

% 1 0 13§ 00| w23 1o 003
Béang 2 6 0:ii] il FurRurpb 2 ndu 0y idg s @

X3 3 01| 751 { s ksl Lk 0 |
X1 4 1 (3500 ] 1t ]2as|us) o

f il 9 0 0 (95| o | o |-1/5]-35] 1
Bing 3 0 0 |95 0| 0 |-6/5[-85]| 0

x3 | 0 3 01043 1

Xi.| 0 4 o 0 B T o e

x2 | 0 0 I S 05 e

Béng 4 0 0 0 0 0




Chwong 3 — Phwong phap don hinh 53 [M]°

Phuong 4n cho & Bang 3 (x*, t*) = (4,0, 3,0; 0,0 » 0) 1 tdi wu
(t* = O). Tuy nhién, trong co s& cua phuong dn nay con blen gia t3. Dé
loai bién gia nay khoi co s& ta dua x; vao co s& (vi z32 =-9/5 # 0) va
thire hién mot phép bién d6i don hinh, két qua dwoc Bang 4, & bang nay
co s& khong con bién gia, vi thé ta chuyén sang pha 2.

Pha 2. Trong Bang 4 ta loai bo ba cot ing vorl ty, t3, t3, thay cot Cp
bdi cic hé s6 muc tiéu ban dau va sira lai dong cudi (dong muc tiéu), ta
duoc Bang 5. Thuc hién mét phép ldp don hinh ta c6 Bang 6 va nhan
duoc phuong an t01 uu lax*=(1,0,0, 3) véi fiin =-1.

Biél} co Ca Phlfm'ng X] X2 X3 % .
s& sh 3 3 : .
X3 1 3 0 0 .
X1 2 4 I 0 0 :
X2 -2 0 0 1 0 0
Bang 5 0 0 0 . 2
x‘4 -1 3 0 0 1 1
X] 2 1 l . 0 -1 0
i . y 0 1 0o | o
Bang 6 3 0 0 v :

3.3. Phuong phip phat hay phwong phép bai toin (M).

Xét bai toan qui hoach tuyén tinh dang chinh tic (3.4) - (3. 6), voi
moi b; > 0. Ta goi d6 1a bai todn chinh. Dé giai bai toan nay theo
phuong phéap don hinh ta phai dwa thém vao bai toan cac bién méi t; > 0,
01 la céc bién gid va xét bai toan m& rdng sau, thudng goi 13 bai todn
(M):
F(x,t) = f(x) + Mg(t) = cix1 + ... + coXn + M(t; + ... +t,) — min, (3.10)
apx; tapXy+ ... FapXp+t; = b, i=1,2, ..., m, (311)
T R B W VM N g R L B A (3.12)

trong.dé M 1a mot hang sO ducmg I6n tuy y. V& truc quan c6 thé
thdy rang 1am nhu thé giéng nhu “phat” rét ning cac bién ti=>0 khién
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cho néu bai toan chinh c6 phwong 4n thi phuong an t01 wu (x, t) bat ky
cua bai todn (M) phai c6 t = O va x 14 phuong 4n t8i wu cla bai toan
chinh. Bai toan (M) ¢6 m rang budc chinh, n + m bién va ma trin A cla
n6 ¢6 hang bing m (do chira m vécto cft don vi). Mit khac, bai toan
(M) lai ¢6 ngay phuong 4n cyc bién ban ddu 1a (x, t) = (0, ..., 0, by, ... » Dm)
vl co 8§ la m vécto don vi ing v6i m blen gia t. Vi the ta cd day da
diéu kién dé ap dung thuat toan don hinh dé6i v&i bai toan (M). Phuong
phap nhu thé goi 12 phwong phdp phat hay phwong phap bai todn (M).

D6i v&i hai bai toan chinh va mo réng trén ta co:
Pinh 1y 3.1.
C6 ton tai 56 My dii Iom dé véi moi M > My ta co:

1. Néu bai todn chinh co du chi mét phuong dn thi moi phuong dn cyc
bién t6i wu (x, t) ciia bai todn (M) phdi co t = O.

2. Néu bai todn chinh c6 phuong dn 165 ey x thi bai todn (M) ¢d phirong
an 3% wu (x, 0) va nguroc lai.

Nhu vdy, thay cho bai todn chinh ta c6 thé giai bai todn (M) véi
M > My: néu bai todn (M) c6 phuong an 167 wu (x, t) v&i t # O thi bai
toan chinh khéng co phuowg dn, con néu bai todn (M) cé phuwong an téi
wu (x, O) thix la phuowg dn 7 wu cia bai todn chinh. Néu bai todn M)
khong c6 phwong dn t6i wu thi bai todn chinh ciing khong cé phirong dn
161 1eu (hdm muyc tiéu giam vé han).

Chu ¥:
¢ Néu ma trin A cla bai toan chinh co chira k vécto cOt don vi khic
nhau (k < m) thi ta chi cin dua m - k bién gia vao bai toan (M)

e . Trong méi phép lip cua phuong phap don hinh khi mét bién gia nao
d6 bi loai khoi tdp hop cic bién co s thi tr d6 vé sau ta sé khong
bao gi&r dua bién d6 vao co so nira. Vi thé ciing khong phai bién d6i
cdt tuong {mg vdi bién gia dé nita, trir khi ta can dén noé vao nhimg
muc dich khac (Chang han, tim 1&i giai cua bai toan déi ngiu).

. Trong ba1 toan (M), do ham muyc tiéu F phu thuge tuyen tinh vao M
nén cac udc luong cua cac bién cling phu thudc tuyén tinh vao M
va ta c6 thé viét

F=qy+BM va Ak=ak+BkM,k':l,2,...,ﬂ+m.
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Qui tic xét diu va so sénh céc udc lwgng nhur sau:
o Ac>0néuPi> 0 (o bat ky) hodc Py =0, 0> 0 (k=1,2, ..., n+m).

o A>4; néupi> By (o va o bt ky) hosic Bi= By o> o (i, j= 1,2, ...,
n+m}.

Khi gidi bai todn (M) theo thuft todn don hinh, ta khéng cdn xic
dinh gia tri cy thé ciia s8 M ma chi c4n tach dong muc tiéu (dong cum)
mdi bang don hinh thanh hai d(’mg riéng: dong ddu ghi cic hé s6 oy,
dong sau ghi cic hé s6 B (k=0,1,2, ..., n+ - m).

e Khi gidi céc bai toan thuc te ta cling c6 thé khdng cin tach dong
muyc tiéu thanh hai dong riéng. Trong truwdng hop nay hang s6 M
trong bai toan thudng dugc chon nhu sau:

M 2 max {ia;, ibii, Ic;l,i=1,2,...,m,j=1,2, ..., n}.

Vi du 3. Gidi bai toan sau bang cich dung phuong phép phat
(khdng cin xac dinh M).

rff()()=3)(1-3)12+ X3 - X4 — min,
X+ X+ 2x3+ x4 = 2,
< Xp+ X2- X3- X4 = 6,
3xp +2%x5 - 63+ 3xy = 9,

X120,%x320, X3>0 X4 >0,

\.

Ma tréin rang bude A ctia bai todn khong chita vécto cdt don vi ndo,
nén ta cin dua thém vao bai toan ba bién gid Xs, Xs, X7 = 0. Bai todn (M)
¢ dang

1

( F=3x1-3%+ X3- X4+ (Xs+ X +x7)M — min,

X1+ Xo+2X3+ X4+ Xs : = 2,
{ X1+ X2- X3- Xg +X6 = 6,
Ix; + 2x3 - 6x3 + 3x4 +x7 =9,

L %20 (G=1,2,3,4,5,6,7).

Ta gidi bai toan SM) bang phuong phip don hinh, xudt phat tr
phwong an cuc bién x" =0, 0, 0, 0, 2, 6, 9) vdi co s la céc vécto cOt
don vi As, Ag va Aj.
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Qué trinh giai bai toan (M) dwoc ghi tom tit trong cic bang sau
(Bang 1 - 4). _ - _

Biéq C, |Phuong| Xi | X2 | X3 | Xa | X5 | X5 | X7 6
ot eyt G B 0L TR ICA SR BVl 7
xs | M 2 bind l- Qo i B doolehiDud rtiid 2
X | M SR R g P i o e e s o e e o
x7 | M 9 6 850 0 T g W W Y AL o R T
a fRC. BENPR SROLE IOE Q. A AT 99
Bing 1l B 11T it 88 4 o285 0l 84010
X2 | -3 Ad chiid hid iR ik o 0] 0
R8T Y 8 IRk T T 8 P RS b A )
x7 | M 5 @ 0 |-10] 1 0. [y g1
a o0 R R 010
Bang2 B| 9 % ol k43 =1 0|0
X2 | -3 3 01| 0|65 0
X¢ | M 2 0] 0 [-12/5 1 2
x1 | 3 1 B SRRl S T 0
a S L LR R L ) 0
Bang3 B | 2 010711125 0
Xa | -3 3 o I S e
o 10 o Sty 0 [ J B R T v .
xi | 3 5 LodiaOichol: drds
Bang 4 8 0| 0 | 0 [-94/5
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Trong Bang 1, s8 16n nhit & dong cubi 1a B2 =4 nén A 16n nhat va
o6t x2 dupc chon larn ct quay. Dong quay 13 dong 1 tmg vdi ti sd nho
nhit min{2, 6, 4.5} = 2.

Trong Bang 2, cét x; 12 c6t quay. Dong x7 (dong 3) 1a dong quay.
Trong Bang 3, cot X3 13 cft quay. Dong xs {dong 2} 1a dong quay.

Cudi cung, & Béng 4 ta thdy Ay < 0-véi moi k=11, 2, 3, 4, nén
phuong 4n cho & bang ndy x = (5, 3, 2, 0, 0,'0, 0) 12 phuong 4n t3i wu
ctia bai todn (M). Viy x* = (5, 3, 2, 0) 13 phuong 4n tbi wu ciia bai toan
ban dau voi f, = 8.

§4. GIAl QUY HOACH TUYEN TiNH DANG BAT KY

Vi dy 1. Gidi bai to4n sau bing phuong phép don hinh,
f=5x; +8x; — max,
X +2x; <1,
X1+ x £ 2,

x120,x220.

Truée het ta chuyén bai todn trén vé bai toan tim min va c6 dang
chinh tic bang cach dua vao céc bién phu X3, X4 > 0. Ta ¢6 bai toan

g—-Sx. 8x; — min,
Xp+2%+x3 = 1,

-< X1+ X +x4 = 2, .

x;20,j=1,2,3,4.

Ta glal bai todn nay bang phuong phap don hmh xuét phat tir

phuong an cyc bién x° = 0,0,1,2). Cosocoax’la {A3, As}. Qua
trinh giai nhu sau (Bang 1 - 3)
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Biil(; co Cs Py X1 X2 - X3 X4_ 0
-5 0 0

X3 0 1 1 1 0 Y

xet . £.00 2 1 1 0 1 2
Bang 1 0 5 R+ 440 0

X2 -8 1/2 1 1/2 0 1

X4 0 3/2 0 A2 .4 -4 3
Bang 2 -4 1 0 -4 0
X -5 1 1 2 1 0
X4 0 1 0 -1 1| 1
Bang 3 -5 0 3 5 0

0 Bang 3 moi Ax <0 nén x*cr=(1,0,0,1)1a phuo‘ngan t6i wu cua
bai toan chinh tic voi Emin = - 5. Tir d6 suy ra 101 giai bai toan ban déau 1a
x* = (1, 0) v&i fax = - gmin= 5.

Vi du 2. Giai bai toan sau bang phwong phap don hinh.
( f=-3x;+ X;-2x3 — min,
2x1 +4x2- %3 < 10,
{ 3x1+ X2+ X3 > 4,
X1- X2+ x3 = 2,
E xi=0,j=1,2,3.

Truéc hét ta thém vao hai bién bu xs, X5 > 0 dé dua bai toan vé
dang chinh tac. Tiép d6 ta dua vao hai bién gia xe, x7 > 0 dé c6 du ba
vécto don vi va gidi bai toan (M) sau.
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\

2%+ 4xy <y +xy

K) Thie, s T ail, <

Xy = iXo ™ Ky
%20, i% ), 2 T

Ta giai bai toan (M) bang phuong phap don hinh véi M = 10 (s6
16n nhét trong cac sO cd madt trong bai toan). Qua trinh giai ghi & cac
bang sau (b qua hai cot bién gia).

( fm=-3x1+ X3-2x3+M(Xs+X7)

-X5+X6

-3 1 > 0 0
10 10 2 g s 1 0 5
x¢ | 10 4 1 1 0 -1 | 43
X7 | 10 2 1] 1 0 0 2
Bang 1 60 43 -1 22 0 -10
X4 0 | 2213 0: i 103 | s5831) a-daidi 243
Xi -‘3_ 4/3 1 TS B 7 N el TR B
X7 10 2/3 0 | -4/3 0 | 13 1
Bang 2 8/3 0 |-46/3|233| 0 | 13/3 ‘
X4 0 9 0 0 0 1 32 | 6
Xi 3 1 1 1 0 0 | -12
X 10 1 0 2 1 0
Bang 3 -5 0 0 0 0
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%0 6 0 - 3 | 0 1
e T 2 e e 1 0 0
xs 4.0 2 B4 il a 0 1
Béng 4 -6 0 2 -1 0 0
2 iie 11 1 0 Loof +182 o W6 0
ik BAE Al AR 1 A V0 7 G0 Ml
xs .0 5401 "8 0f 179 '] 3
Bing5 | -8 0| o 0-L4- 1310

& Bang 5 moi Ay <0 nénxy, =(3, 1,0, 0, 6,0, 0) la phuong 4n t6i

uu clia bai toan (M). Tir d6 suy ra 1oi giai bai toan ban dau 1a x* = (3, 1, 0)
VO finin = - 8.

. Phuong phap don hinh la phuong phap chinh dé giai mot qui hoach
tuyén tinh bat ky. N6 bao gom hai giai doan: 1) tim mot phuong an cuc
bi€n (phuong phap hai pha, phuong phép phat); 2) kiém tra t6i uu doi
voi phuong an hién c6 (tim cot quay, dong quay ...). Ban doc muén tim
hiéu k¢ hon vé phuong phép nay c6 thé xem [1 - 5].

BAI TAP

1. Dung phuong phap don hinh giai cac bai toan sau:
a) f=-50x, - 60x; — min,
X1 +2x; <8,
XjiF X 5,
9x) + 4x; < 36,

X120,%x20.
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b) £=2x;+ 5x5 + 4x3+ X4- 5X5 —> min,

X1+ 2%+ 4x3 - 3% =152,
4x5; +2x3 + x4 + 3x;5 =60,
"3% + Xs <36,

X2 0 (=1.2,..,5).

¢) f=6x,+x2+ X3+ 3x4+ X5 - 7X6 + 6X7 ~> min,

" -X1+ X3~ Xat+ Xe+ X7 =15,
2% - X3+ 2% + X7 =9,
4x; + 2x4 + X5 - 3X¢ = 2,

x20 (= 1,...,7).

d) f=x;-X, > min,

FX; - X2 > -1,
3xi+2x2 £.6,
3x1-%x2 29,

\_Xlz 0,xx =20

2. Diing phuong phap hai pha giai bai toan sau:

( f=2x1+x;+x3 — min,
Xp+X2+ X3 + X4 +X5 =3,
X1+ X3+ 2x3+2x4 +2x5 =8,

ﬁ X1+ X2 =2,

X3+ Xq + X5 =3,

W Xj =0 (_] = l,,4)
3 Dﬁqg phuong phap phat giai cac bai toan sau:

ay f=-x1-2%2-3x3+x4 — min,
X1+ 2%+ 3x;3 =15,
2x; + X2+ 5x3 =20,
X1+ 2%+ % +x4 =10,

X 20 (=1,.,4).
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b) f=x;+2x3-x3 — max,
X1 +4x3-2x3 € 6,
Xt+ X3+ 2%x3 26,
2xy-x2+2x5 =4,
X120,x20,x320.
c) f=-x-x2+1 — max,
X1 - X2 z -1,
: 3x;+2xy 2 6,
3x1-x3 2-9,
0.
4. Gidi cic bai toan thye t& cho & bai tap 1), 2) va 5) Chuong 2.

v

Xi= 0_, X3
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Chuwong 4 :

QUI HOACH TUYEN TiNH
POI NGAU

Chuong nay dé cap toi van dé déi ngau trong qui hoach tuyén tinh.
Déi ngiu 13 mot phuong phép ma mg v&i moi bai toan qui hoach tuyén
tinh d& cho (goi 1a bdi todn g0¢), ta c6 thé thiét lap mét bai todn qui
hoach tuyen tinh khac (goi 14 bai todn d6i ngdu) sao cho tir 11 gii cua

- bai toan nay ta s€ thu dugc théng tin vé 10i giai cha bai toan kia.

Vi thé, d6i khi dé c6 duoc nhlrng hiéu biét c4n thiét v& mjt bai todn
thi viéc nghién ctru bai todn ddi ngau ciia nd lai to ra thuln tién hon.
Hon nira khi phan tich dong thoi ca hai bai todn goc va dm ngiu ta ¢
the rut ra cic két ludn sdu sic ca vé mit toan hoc 13n vé ¥ nghia thyc
tién.

§1. CACH LAP BAI TOAN B8 NGAU
1.1. Cho m{t qui hoach tuyén tinh, ky hi¢u (P), dwéi dang
chuén:
f(x) = c1x) + X2 + ... + ¢pXy — min,
P): {auxytapxs+..tapXn 2 b, i=1,2,...,m
x;20,j=1,2,..,n,

trong db ay, b;, ¢; 14 cac hé sd cho trude; x = (x(, Xz, ... , Xn) € R" 12
vécto bién cén tim.

Ta goi d6i ngiu cia (P) 13 qui hoach tuyen tinh, ky hiéu (Q), c6
dang:

g(y) =bry1 + byy2 + ... + bnym ~» max,

Q)< agyr tagyr + ... + ayym < C_p =1,2,.
lyiz0,i=1,2,..,m,
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& 44y Y= (Y1, Y2, .- » Ym) € R™ 12 vécto bién can tim.

Nhén xét :

a)

b)

d)

Cac rang budc chinh trong bai toan (P) (ma ta s€ goi 13 bdi fodn goc)
tuong ung. mot-mot véi cic bién trong bai toan d6i nghu (Q) (ma ta
s€ goi la cac bién d6i ngdu), trong khi cc bién trong bai toan (P)

(bién goc) se tuwong 1rng mot—mot vai cac rang budc chinh trong bai
toén doi ngau

Céc h§ s6 & vé phai rz‘mg bugc chinh trong bai todn gg"ic trd thanh céc
hé s6 muc tiéu trong bai toan do6i ngﬁu, cOn cac hé s6 muyc tiéu trong
bai toan goc lai trd thanh cac hé sd & vé phdi rang budc chinh trong
bai toan doi ngau.

Bii toin gdc tim min thi bai todn d6i nghu tim max (va ngwroc lai).
Ca hai bai toan (P) va (Q) déu co dang chuin: moi ring bude déu la

cac bat dang thite (= ddi v&i bai toan min, < d6i vé'l bat toan max)
va moi bién déu khéng Am.

Dung k¥ hiéu vécto va ma trdn, ta cé thé viét

Bai toan géc:- Bai toan d8i nglu:
f(x) =<c, x> —» min g(y)=<b, y> — max,
Ax=b, Aly<e,

x 2 O. y20.

(A" 13 ma tran chuyén vi cta A, <a, b> 1a tich vé huéng cua hai

vécto a va b).

Vi dy 1. P4i nglu ciia bai todn qui hoach tuyén tinh dang chuén

( f(x)=20x; + 15x2 — min,
3+ x3, 2 60,

< X+ Xz 2 40,
X1 +2x; 2 60,

L x120, x320,

"1a bat toan
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g(y) = 60y; + 40y; + 60y; — max,
By1+ 2+ y3 £ 20,
yi+ yy+ 2y < 15,

120, y220,y;20.

1.2. Twong tw, ta dinh nghia ddi nglu cia qm hoach tuyén
tinh dang chinh tic

f(x) = c1x) + caxa + ... + ¢xXp — min,
a)xX)y €apx2+...tauxn=b,1=1,2,...,m
520,j=1,2,..,0
la bai toan _
g(y)=biy1 + baya + ... + buym > max,
{ agylr +agy2 T ... tamym<¢;,j=1,2,..,n,
G day, do céc ring budc chinh ¢ diu = nén cac 'bién d6i ngiu
twong tmg khdng ¢ rang budc v€ ddu (cac bién y; c6 dau tuy ¥). Dudi
dang vécto - ma trn, ta cé thé viét

Bai toén gc: Bai todn d6i nglu:
f(x) =<c, x> — min g(y) = <b, y> - max,
Ax=b,x=20. ATy <c,

Vi dy 2. D4i nghu clia bai todn qui hoach tuyén tinh dang chinh tic

" f(x) =0,2x; +0,8x4 + 0,6xs — min, |
2x) + X3+ X5 = 400,
< 2%+ X =400,
X3 +2x3 + 3%4 = 1300,

_x;20,j=1,2,3,4,5.

la bai toan
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(" g(y)=400y; + 400y, + 1300y; —> max,
2y < 02
2y; + 3 £ 0,

ﬁ oo + - 2y3 £ G,
3y; < 0,8

N *t < 0,6,

1.3. Tong quét, xét bai todn qui hoach tuyén tinh c6 dang

( f(x) = ¢ixy + ¢3%xz + ... + CoXy > min,
aj X1 + apXs o+ apXy 2 b,iely,
< apx;tapxat+ ... tapky, = bi,ie b,
ajx; +apxe+...tapX, < bi,iels,
200 elh),xtuyy(je ), x,<0( i),

tongd6 Iy UL UL = {l,..m}, i nLk=0,i, k=123 ({=k);
Wuhuli={i,.,n,L, N l=0,i,k=1,2,3G=k).

Ta goi d6i nglu cla bai toan trén 13 bai toan:

" &(y) = biyi + bayz + ... + byym —> max,

a1+ agy2+ ...+ amym S ¢, j € i,

4 apy1 tagy2 + ... + amiym = ©j,j € I,

ayr T agys ...+ 8miym 2 ¢, j € Iy, .
| yi20Gel), ity yel),ys0(el)

So 44 d6i ngdu tdng quat dupc tom tit trong bang dudi day.

|so DO POI NGAU TONG QUAT

|Bai toan gbc Bai toan ddi ngau

P L £ , sl gas i '
Céc bien gdc: X1, Xa, ... , X |Cdc bién d6i ngdu: yi, y2, . , ¥m

Ham muc tiéu
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or B

f(x)=cix1 + %2 + ...
min

+ CpXp > .

g¥)=biyi +baya + ... + byym >
max

[Cac rang buéc

> b1 el, auxi tapxa+... + 20,1z, v dau tuy v, i €ly, <0,
lainxn=bj,i €, € b, iel, i<1;,

>0,jel, xjdiutuyy, jels,  [< ¢ jeT,agy tagyrt.. +
<0,j € L ami¥m =¢,] € o, 2¢j, je s

Ta nhén xét thém rang theo so do ndy, néu hai rang bude gbe co
dau nguoc nhau thi hai bién d01 ngau tuong (g ciing ¢6 diun ngupc
nhau, dong th&i néu hai bién goc 6 déu trai nhau thi ha1 rang buoc déi
ngiu trong img ciing ¢ dau tr4i nhau. Cén néu bién gbc ¢ ddu tay y
thi trong rang budc d6i ngiu tuong img s& ¢6 diu =

Hon nita c6 thé thdy rang néu liy dm ngau cua qui hoach déi ngau
thi ta s& nhén dlrorc chinh qui hoach géc. Vi thé, bai todn goc cung véi
bai toan d6i ngiu cua né 13p nén mét c#p qui hoach d6i ngu nhau.

Vi du 3. Déi nglu cuia bai toén qui hoach

¢ f(x) = 4x; - 3x; + 2x3 — min,

2x1+ % -3x5 > 8§,
J “X1-2Xx2+4x3 = 6,
3Xi+4x2- x3 < 3,
_X120,x220, x3 tuy y.
1a bai toan qui hoach
( g(y) =8y + 6y2 + 3y; = max,
2y1- y2+3ps < 4,
{ Y1-2y:+4y; oz -3,
SByi+dy- v = 2,
yiz0,yatuyy, v3 <0.
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§2. CAC PINH LY BOI NGAU

2.1. Ciip bai to4n déi ngiu dang chuin

‘Pé tién cho vige nghlen ctru 1y thuyét doi ngiu sau day ta s& xét
cap bai toan doi ngau (P) va (Q) cho & dang chuan. Tuy nhién cac két
qua nhin duoc ciing dung cho mdt cip bai toan ddi ngiu bét ky.

Pinh Iy 2.1.

(D6i nghu yéu). Néu x 1a mgt phuong an bt ky cua bdi todn géfc
(P) va y la mot phuong an bat ky cia bai toan doi ngau (Q) thi

S =cxptext o topxn 2 80) = by Y byt by (2.1)
Tir dinh 1y d6i ngdu yéu trén day ta suy ra ngay cac he qua sau.
Hé qua 2.1

a} Gid tri muc tiéu cua mpt phmmg dn ddi ngdu bat ky la mét cdn dudi
cho gia tri myc tiéu doi voi moi phwong dn cua bai todn goc

b) Néu ham muc tiéu cua bai todn goc khong bi chan duoi trong mién

rang budc cua no thi bai toan déi ngau khong cé bat ky mot phuong
- an ndo.

c) Néu ham muc tiéu cua bai toan doi n,g&'u khong bj chdn trén trong
mién rang bugc ctia né thi bai toan goc khong co bat ky mot phirong
an nao.

d Néux'la mot phmmg an cua baz todn géc, y la mot phuong an cia

bai todn déi ngau va 1 fix) = g(y Vihix la phuong dn t6i uu cia bai
toan géc va y' la phuong dn 161 wu cva bai roan déi ngau.

That vy, cac két luan a) — c) 1a hién nhién.
d) Véi bat ky phirong dan x cua (P) va phieong dn y cua (Q), theo dinh ly
2.1 taco: _
fx) 2g6r%) = fx*) 2 g(), ‘ |
cdc bdt ding thire ndy chirng 16 x* la phuong an 161 wu ciia (P) (bai
toan tim min) va y* la phuo’ng an 16i wu ciia (Q) (bai fodn tim max).
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Dinh ly 2.2.

(Dadi ngau manh). Néu mét qui hoach co phucmg dn t6i wu thi qui
hoach dbi ngdu ciia né ciing c6 phicong an toi wu va gid tri t61 e
ctia chung la bdng nhau.

Cac két qua néu trén cho thdy mdi quan hé sau ddy giira hai bai
todn gbc va dbi ngiu.

Pinh ly 2.3.

(Dmh 1y ton tai). Poi véi méi edp qui hoach d6i ngdu nhau chi cé
thé xdy ra mét trong ba kha ndng loai tric nhau sau day.

a) Cd hai qui hoach déu khéng co phuong an.

b) Ca hai qui hoach déu cé phuowg én. Khi d6, ca hai qui hogch déu
¢ phurong én 161 wu va gid tri t6i wu cia cdc ham muc tiéu la bing
nhau.

¢} Mot qui hoach c6 phwong dn va qui hoach kia khéng co phuong én.
Khi do, qui hoach c6 phwong an sé€ khdng co phuong an 16i wu va
ham muc tiéu cua nd khong gidi ngi trong mién rang bugc.

Céc vi du sau diy minh hoa cho céc tinh huéng a) - ¢) néu trén.
a) Bai todn gdc khéng c6 phuong 4n.

f(x) = x; = min,

X1 +x22 1,

-X1-X32 1,

X1, X2 tuy y. '

Bai toan d6i ngau khdng c6 phuong an.

gly)= yi +y: > max,

yi-v2=1,

yi-y2= 0,

y120, y220.
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b) Bai toan gdc co phwrong an.
f(x) = 5x; + 10x; — min,
25 + 3x; > 14,
X+ 4x; 212,
X120, x,20,
Bai toan d6i nghu c6 phuong 4n.
g(y) = 14y, + 12y, — max,
2y1 + yz £ 5,
- 3y1 + 4y £ 10,
120, y220.
Phuong 4n t6i wu cua hai bai toan 1a x* = (4; 2), y* = (2; 1) va
f(x*) = g(y*) = 40.
¢) Bii toan gdc khéﬁg c6 phuong an.
f(x) = x; > min,
Xp + x3 21,
X1 -Xx 21,
x120, xo290.
Bai toan d6i ngiu khéng cé phwong an i .

gy)= yn + y2 — max,

i -y £1,
Yi-y2 £0,
y]ZO, Y220

MJi lién he giira hai bai todn d3i ngiu con thé hién & hai dinh 1y vé
dd léch b sau day.
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Pinh 1y 2.4.

(Pinh ly yeu vé d6 léch bu) Mot cap phuong dn x, y cua hai qui
hoach doi ngau (P) va (Q) la nhitng phuong dn 161 wu khi va chi
khi chung nghiém dung cac hé thirc:

y.(Za,JJ b)=0 Vi=12,..,m, (2.2)
= '

m .
xj (¢ 'Zaini )=0 Vj=12,..,n (2.3)
i=]

Ta thay Zau x; - bj 14 49 1éch (mirc chénh Iéch gitta vé trai va vé
| =l
phai) & rang budc i trong bai toan gdc (P), y; 1 bién ddi nglu twong tmg

vdi rang budc nay. Tuong tu, ¢ 'ZainE 1a d 1éch & rang budc j trong
i<l

bai toén doi ngau Q) vaxla bién goc tu(mg img voi rang budc nay
Céc hé thuce (2.2), (2.3) ndi rang véi mbi rang buoc goc hay d01 ngau thi
tich clia 49 1¢ch & rang bude ndy va bién ddi ngiu (hay blen g6c) tuorng
ung v rang buge d6 phai bang khong Noi cach khac, nén mot rang
bude co 49 léch dwong thi bién (gbc hay déi ngau) tu'cmg Ung véi rang
budc d6 phai bing khong; nguoce lai, néu mét blcn gdc hay d6i nglu cé
gié tri duong thi phuong 4n cla bai toin d6i ngau phai thod mén ring
bude twong ng v6i ddu = (thod min nhu mét ding thirc). Nhu vdy, hé
thire (2.2) c6 nghia 1a

Zau J>b[=>y, 0V3Y1>0:Zauj bi,i=1,2,...,m.
1 =1

Hé thirc (2.3) ciing c6 nghia tuong tur
m m
Zaini <¢g=x=0vax;>0 = Zaini =¢,j=1,2,...,n
i=1 i=I _ :
Cac de'ing thite (2.2), (2.3) kh(‘mg loai trir khé néng 13 véi mdt i nao

d6 ta c6 dong thdi y; = 0 va Za
=l

iiXj = bi. Tuy nhién dinh ly sau cho
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thdy kha ning ndy khéng thé xay ra d6i véi tt ca cic cip phuong 4n téi
ru d6i nghu.

Djnh 1y 2.5.

(Dinh 1y manh vé b 1éch bu). Néu cdp bai todn ddi ngéu (P) vd
(Q) co phuwong an thi ton tai mot cdp phuong an 6i wu x, y
nghiém dung

y +(Ax -b)>0vax"+(c-ATy)>o.
2.2. Tim phueng 4n t8i wu cia bai todn ddi ngiu
_ Néu biét phuong én t6i wu ctia bai toan gc, van dung 1y thuyét ddi
ngau ta c6 the suy ra phurong 4n t6i wru clia bai todn ddi ngau tuong tmg
ma khéng ¢an giai nd.
" Vidu 1. Bai toan qui hoach tuyén tinh

rf(x)=x1+ X2+ X3+ X4+ X5 -> min,

g+ X3+ X3 = 1,
< 5X(+ Xzt X3+ Xq = 3,
2X; 5%+ Xa+ Xs = B,

L x20,j=1,2,3,4,5.

co phuo:ng dntéiwu x” = (Q, 1,0,2,3) voi fpin = f(x‘) = 6. Hay tim
phuong 4n t6i uu cia bai todn doi ngiu twong tmg,

Giai. Bai to4n ddi ngdu co6 dang

(g(¥)= y1+3y: + 8y; — max,

3y;+5y; +2y; £ 1,
yit y2+5y; £ 1,
< vit 2+ y3 £ 1,
Y2 <1,
<
\ s < 1

Goi v' 1 phuong 4n t6i wu cia bai toan nay. Do x;, x;, x; >0
nén theo dinh 1y 2.4. y" nghiém dung hé phuong trinh:
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g Bt Ivs = 1,
y2 Poy
Yol =71,
Giai hé nay ta nhan duoc
Y =(-5,1,1) Vi gnax = g(y) =- 5+ 3 + 8= 6 = frin

Vi dy 2. Ding phuong phéap don hinh giai qui hoach géc sau day,
tir d6 suy ra loi giai cua bai toan déi ngau tuong g vai no.

E f(x)=x;-%X2 -2xX4+2Xs5-3%xs — min,
X] T OXS T Xsi= Xe' =120

< X2 i &) + x¢ =12,
X3+ 2x4+4x5+3x6 = 9,

~
xj20,j=1,2,3,4,5,6.
Xuit phat tir phwong an cuc bién ban dau x’ = (2,12,9,0,0, 0) voi
co s tuwong Ung la ma trdn don vi. Qua trinh giai duoc ghi lai trong
bang don hinh duéi day (cac Bang 1-3).

Hé s6 APhuong| 1 | -1 {0 | 20)2 ) 3]0
Coso|
Ci an

A 1 Az AS A4 AS A6

1 A ] 2 [ 1 [o|o M 1|1 |2

-1 A 12 0 1 0 1 0 1 12

Bang 1 -10 0 0 0 2 -1 1
-2 e As 2 1 0 0 1 1 4]
-1 | As | .10 of 1 0 9 B | 5
0 | As 5 o 8L 1 0 2 1
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Bang 2 -14 -2 0 0 0 -3 3

-2 | Ag 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0

-1 Ay 8 -1/5 1 -2/5 0 |[-9/5 0

-3 Ag 1 -2/5 0 1/5 0 2/5 1

Bang 3 -17 | -4/5 0 |35 0 |-21/5) O

Pé tim 15i gidi (phuong 4n t6i wu) cita bai todn déi nglu ta 4p dung
qui tac sau:

Qui tiic A.

Néu co s& ban ddu 1i ma tran don v1 thi dé tim 1&i gii cia bai toan
ddi ngiu, ta chon ra tir bang don hinh cudi cing cc A; cua cac cot bién

Xj ma chung la cac bién co so & blwc lip dau tién (bang 1), rdi cong
thém véi hé s6 c; tirong img.

Lai giai cua bai toén goclax' =(0,8,0,3,0, 1) véi fin = -17. Céc
bién co s& & bude l3p diu tién (Bang 1) 14 xy, X2, x3. Céac vécto A}, As,
A; tuong fmg déu 1a cac vécto don vi.

Vi thé, 1oi gial clia bai toan d6i nglu y* = (YI ,Y; ’ y;) duroe xac
dinh nhu sau:

yi =4 +er=-4+1=4,
Vo= A, tep=0-1=-1,
Y3= Ay +e3=-% +0=-%.

Viy, _

Y =(4,-1,-3) vagna =2 %4 + 12X (1) +9 % (-3) =-17=fyn

§3. PHUONG PHAP BON HINH BOI NGAU

Ve thuc chit, déy 1a phuong phap don hinh ap dung vao bai toan
d6i nglu, nhung dé tim 161 gidi cha bai toan gdc va didn dat cac budc
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tién hanh theo ngdn ngir bai toan goc. Phuong phép nay do Lemke G. E.
dé xudt ndm 1954,

Phucmg phap don hinh gidi qui hoach tuyen tinh bit ddu tir mot
phuong an (nghiém dung Ax =bvax> O) ma né chua thoa mén tiéu
chuén ti wru (dinh Iy 1.1 Chuong 3). Sau mbi buéc lip ta s& tim duge
mét phuong 4n mdi t6t hon phuong 4n ¢ii va qua trinh lip nay tiép tuc

"cho dén khi nhan duwoc phurong 4n t6i .

Phwrong phép don hinh doi ngau lai xudt phét tir mdt “gia phuong
an” (nghiém dung Ax = b) ma né thod man tiéu chuin ti wu nhung
khong tho man diéu kién x > O, nghia 14 bang don hinh ban déu khéng
¢6 phan tir duong trong dong muyc tiéu (dong cudi), nhung lai ¢é phan tir
am & cft phu'orng an (vi thé co tén got gid phiwong dn). Céc bing don
“hinh duoe bién d6i sao cho ludn dim bao didu kién t6i vu va qua trinh
ndy tiép difn cho dén khi nhén duoc phuong én (khong cdn phén tir am
trong cdt Gid phuong én). Phuong 4n d6 sé& 1 phuong 4n t6i wu.

Phuong phép don hinh d6i ngiu thiromg duge s dung khi ta chura
biét mét phuorng an cuc bién ndo cia ba1 toan goc nhing lai ¢6 sin mot
phucmg an cuc bién cua bai toan d6i ngAu. Ching han, khi bai toén cén
gidi ¢6 dang chuin va vécto hé s8 muc tiéu ¢ > O:

min{f(x) = <c, x> : Ax > b, x > O} (vé phai b tuy ¥)
Bai toan déi ngé’fu cd dang
max {g(y) = <b,y>: A’y < ¢,y 2 0}.

Ro rang y° = O 1a mot phuong 4n cuc bién cia bai toan d6i ngiu, vi
AlY’=0<c.

1

Céc budc tién hinh thujt toan don hinh d8i ngiu nhu sau:

Bude 1. Lip bang don hinh d3i ngiu ban ddu (xem vi dy minh hoga
dudi day).

Buée 2. Kién tra ti wu: néu moi phén tir trong ct gia phu'orng an
déu khéng am thi dimg qua trinh glal ta nhin duoc phueong 4n t8i wu
clia bai toan da cho. Trai lai, chuyén sang Budc 3.

Bwée 3. Chon dong quay: do la dong dau tién tir trén xudng ma néd
 chira phén tir 4m nhd nhit trong cft gid phurong an.
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Buéc 4. Chon c6t quay: chia céc phin tir trén dong uéc lwong (cudi
mdi bang) cho cic phan tir trong ung trén dong quay, nhung chi chia
cho nhung phan tir 4m trén dong quay. Ct quay 14 cot dau tién tir trai
sang phai g vé&i s6 nhéd nhét trong cic ti s8 do.

Buwoe 5. Bién déi bang don hinh hoan toan nhu trong phu:(mg phap
don hinh thuéng (thay ddi bién co s, di hé s8 muc tidu tuong mg, xac
lap cac vécto don vi, bién d6i dong quay va cudi cling 14 bién d6i céc
dong khic theo qui tic hinh chix nhét).

Tré lai thye hién Budc 2 mé t3 & trén.

Chu y. Khi tim cft quay, néu moi phin tir trén dong quay déu.
khéng 4m thi 44 13 déu hidu cho thidy bai todn ban dau khéng c6 phuong
an. .

Vidu 1. Giai bai toz’m qui hoach tuyén tinh dang chuén sau day.
f(x) = 15x; + 12x; + 10x3 — min,
3x|_ + 4x;+ 2x3 =160,
X1+ 2x3+ 3x; =140,
X120, x>0, x320.

Ta dua bai toan vé dang chinh tic va ddi ddu hai vé cac rang bugc
dang thie:

f(x)=15x; + 12x; + 10x3 — min,
3xp- Axz- 2%3 x4 =-160,
-X1- 2X2- 3x3 + X3 =‘-l40,

x;20,j=1,2,3,4,5.

Baitodncon =35 bién va m = 2 ring budc chinh, nén mdi bang don
hinh gdm n+3 =8 cht vim + 1 = 3 dong Ciing nhu trong phuong
phap dom hinh thuong, bang dAu tidn ghi lai cic hé sd trong bai toén, chi
khac 1a cot “Phuong an” biy gi¢ duoc thay bing cot “Gia phuong an”,
vi trong thanh phan cia “phuong an” xuat phat ¢6 cac phén ur 4m. Bang
nay tucmg Img véi gia phuong an ban dau x° = (0, 0, 0, -160, -140),
f(] = f(X ) 0.
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ziil; Ca Gia };l;uang X1 X2 X3 X4 Xs
15 i 10 0 ik
X4 0 -160 3 -2 1 0
xs | 0 -140 it brugdd b adsalibig 1
Bang 1 0 618 Slaaamp e §ido 0

Trong bang 1, cft gia phuong an cé phan tir am, nén ta chwa nhén
dwoc phuong 4n t6i wu. Ta chon dong x4 (twong g véi s6 am nho nhat
-160) lam dong quay. Cot quay 1a cdt x, (twong tmg v&i s6 nhd nhét
trong ba ti s6: =2 =5, =l2=3, =l0=5) Phan tir quay bang -4 (trong &
t6 béng mo). Bién ddi bang nay theo qui tic don hinh ta nhan dugc

bang 2.

Trong bang 2, cdt gia phuong 4n vin con phan tir am. Ta chon
dong xs 1am dong quay va chon cdt x3 lam c6t quay. Phan tir quay bang
-2. Bién d6i bang 2 ta nhan dugc Bang 3. Trong bang nay, m01 phan tir

trong cot gla phuorng an déu duong, ta c6 phuong 4n toi wu: X (0, 25,

| G | e = | R
15 12 10 0 0

X2 12 40 3/4 1 12 | <14} q
Xs 0 -60 1/2 o [ 1
Bang 2 480 -6 0 -4 -3 0

p OO 8 ) 25 7/8 1 0 | -38 | 1/4
X | 10 30 -1/4 | 0 1 1/4 | -112
Bing 3 600 & 0 0 2 )
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Tir céc két qua tinh todn néu trén, ta cling c6 thé tim duoc 161 giai

cua bai todn d6i ngiu nhd vén dung qui tac sau day (twong tw nhr qui
tic A)

Qui tic B.

Néu co s ban dau 13 ma trdn don vj thi aé tim phucmg an, t6i wu
cla bai todn dbi ngau, ta chon ra tir bang don hinh d6i ngau cudi cing
cac A; cua cac cft bién Xj ma chung 14 c4c bién co s¢ & budc Iap d4u tién

(bang 1), rdi _cong thém vai hé s6 ¢; tuong tng. Sau dé, d6i ddu téng tim
dugc néu bién co sé twong tng ban dau nhan g4 tri dm,

Véi vi du dang xét ta thiy céc bién co s& & bude lap dau tién (Bang
1) 12 x4, x5 (A4, As 13 céc vécto don vi). Luc d4u céc bién nay déu nhan

gid trj 4m, nén phuong 4n t6i wu cla bai toan déi ngluy = (yl ,yz)
duoc xac dinh nhy sau:

yi=-Ar-cs=2-0=2,

y;=—A5-cs=2-0=2,
VAY, Y =(2;2) VA gax = 160 % 2 + 140 X 2 = 600 = fiiy.
Vi dy sau day cho thiy bai toan gdc khong c¢6 phuong 4n.

Vi du 2. Dung phwong phip don hinh d6i ngiu giai bai toan qui
hoach tuyén tinh sau.

. f(x)=2x; -4x2+ X3- X4+ 2% — min,
-2x, - 2Xx5 = -2,
dx3+ X3+ X4- X5 =4,

< 2x3 - Xs+ X = 2,

X3+ X3 + 4x5 + x7 =6,

\ ->0j=1234567

Xuit phat tir gia phuong an x° = (-2, 0, 0, -4, 0, 2, 6). Qué trinh
giai nhu sau.
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Bién Gia X X)Xy | X ] % % T %
cO SO Cs phuong an
2 -4 1 -1 2 0 0
xi |2 2 YoFag T8 0o | o
|1 4 fofaf]a @M o | o
X6 0 2] 0 0 v 0 -1 | 0
x7 | 0 6 TS THEAE O At i) 3d F
- Béang 1 0 0 -4 -2 0 -5 0 0
X1 - 6 1 -10 | -2 -2 0 0 0
X5 . 4 0 -4 -1 -1 1 0 0
X6 0
X7 0
Bang 2

& bang 2, moi phan tir trén dong quay x; (dong dugc t6 bong mo)
khong &m, nén bai todn goc khdng cé phuong an.

Trong céc vi du trén ta dd may midn c6 dugc cac gia phuong an
thoa man tiéu chuén t3i wu. N6i chung, kho ¢6 thé tim nhitng diém xudt
phit nhur thé cho phuong phép don hinh d3i ngiu. V& vén dé nay cé thé
xem [1], [4], [6].

DG v6i phuong phap don hinh ta da ban kha k§ vé cc k§ thudt tim
mot phuong 4n cuc bién ban ddu ciia bai toan qui hoach tuyén tinh dang
bit ky. Song v6i phuong phép don hinh d6i ngau ta sé khong di séu tim
hiéu c4c thii tuc tim gia phuong 4n ban dau thoa man tiéu chuin t&i wu.
S¢ di nhu vdy 1a vi ¢ day ta chi yéu ding phuong phap don hinh déi
ngau dé tim phuong 4n khi di ¢6 bang don hinh thoa man tiéu chuan t6i
wu, nhung chua thod man diéu kién x > O. Céc bang nhu thé c6 sin
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trong mot s6 vi du d4 xét & trén hofic d& xay dung trong tng dung 4.1
xét téi & §4. :

§4. ’NG DUNG CUA LY THUYET BOI NGAU

4.1. Tai téi wu ho# Khi thém rang budc méi vao bai todn

Khi lép mé hinh cho céc van dé thyuc té dudi dang bai toan qul
hoach tuyen tinh thudmg ¢6 nhu cu bd sung thém cac rang bude vao mé
hinh nhim lam cho né phéan énh chinh xdc hon vén dé dang nghién ctru,
dac bu‘;:t khi cén so sanh 10 gidi thu dwge tir mé hinh véi tinh huong
thure té duge md hinh hoa. Tuy nhién, viéc thém vao mét hay nhiéu rang
budc ¢6 thé 1am cho 1&i giai hién co khong thod min céc rdng budc mai
ndy. Trong nhirng truong hop nhar thé phurong phap don hinh d6i ngiu
- §& giup giai quyet vin d& mdt cach hiéu qua ma khéng cin giai lai toan
bd bai toan tir dau. Vi dy sau minh hoa cho tinh huong nay.

Vi du. Hiy tim 101 giai cla bai todn qui hoach tuyén tinh nhin
duoc tir bai toan cho & vi dy 1, §3 bing cach thém vao mét rang budc
mai:

X;+X2+X; = 60,

Diing phuong phap don hinh d6i ngiu glal bai todn ¢ vidu 1 ta d3
nhén dwroc bang 3:

15 | 12 | 10 0 0
X3 12 25 M |1 o | -3/8 | '1/4
x3 | 10 30 141 o 1 /4 | -112
Bang 3 600 7 o | o | 2 | -2

Bang ndy cho thdy x* = (0; 25; 30) 14 phuong 4n t3i uu cia bai ton
v6i fimin = 600. Do x* khong thod man rang budc mai x; + Xz + X3 = 60
nén x* khong phai 12 mdt phuong an cua bai toan mai. E)e xir 1y rang
budec madi nay ta thém vao bién bl x6 > 0 dé dua rang budc vé dang ding
thirc va d6i d4u hai vé dang thire ta duoc: - Xy - X2 - X3 + X¢ = - 60. Bay
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gio ta dua rang bugc nay vao Bang 3 va lap Bﬁng 4. Pé ¥ 1a bién phu
mai X¢ khdng €6 mat trong hai rang budc con lai va trong ham myc tiéu,
vi thé hé s6 cia xg trong hai rang buoc nay cling nhu trong ham muc
tiéu bang 0. Hon nira, bién x¢ s& la bién co s6.

Biér} Ch Gia p’hu(mg X1 X2 X3 X4 Xs X6
2 ad . s 150] a1 10 o0\ | -0 0
X2 12 25 7/8 1 0 -3/8 | 1/4 0,
X3 10 30 -1/4 0 1 a | -1/2 0
X6 0 -60 -1 -1 -1 0 0 1
Bang 4 . 600 -7 0 0 -2 -2 0

Do X2, X3 12 cAc bién co s& nén cOt X,, X3 phai 1a cac vécto cdt don
vi v6i s6 1 & 6 c6 cing tén bién trén dong va cot ciia né. Mudn thé ta
cong dong 1 va dong 2 vao dong 3. Két qua ta nhan duoc Bang 5.

Bién Gia phuong| *! X2 X3 X4 X5 X6

Cs
15 12 10 0 0 0

co SO : an

X2 12 25 7/8 1 0 -3/8 | 1/4 0

X3 10 30 -1/4 N AR 1/4 | -172 0

X6 0 -5 -3/8( 0 0 -1/8

Béang 5 600 -7 0 0 -2

Bang nay tuong ung vdi gia phuong an x’ = (0; 25; 30; 0; 0; -5)
thoa man tiéu chudn t6i wu. Loai bién xe khoi co s¢ va dua bién xs vao
co s&. Bién ddi Bang 5 theo phuong phap don hinh céi bién ta nhan
duoc Bang 6. Trong bang nay ta thay moi phan tir trong cot Gia phucmg
an déu duong nén phuong 4n t01 uu cud bai toan mdi bay gio la
x* = (0; 20; 40) vai gia tri cuc tiéu mai fiin = 640 (gia tri nay duong
nhién 16n hon gia tri fii, cli).
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Bién C Gia phuong| X1 X2 X3 X4 Xs X¢
CO s B in

15 12 10 0 0 0

x2 | 12 20 21 1|0 |[-1/2] 0| 1.
x3 | 10 40 240 (1 | % | 0] 2
xs | 0 20 wl oo |w| 1|4
Bing 6 640 410 | 0| -1] 0| -8

4.2. Tim nghi¢m khéng am ciia hé phrrong trinh tuyén tinh

Viéc tim nghiém khong 4m clia mdt hé phuong trinh tuyén tinh
Ax=Db,x20,véi Alimatrinmxn,b € R" vax € R", c6 thé qui vé
viéc giai mét qui hoach tuyén tinh:

min {fx,t) =t +t;+ ...+t Ax+t=b,x 20, t=(t), t5, ..., tr;) 2 0}.

Bai toén ndy chdc chin c6 101 gidi, bai vi {0, b) 13 mét phuong &n

vé ham myc tiéu f(x,t} 2 0 véi moi phu'ong an (x t) clla bfu toan. Gia sir
', ) la mét 1&i giai cia bai toén trcn Néut =0thix 13 mot nghiém

khéng 4m cia hé phuong trinh tuyén tinh di cho, con néu t’ = O thi hé
déd cho v6 nghiém (kh6ng cé nghiém khéng dm).

Vi dy 1. Vigc tim nghiém khéng 4m cia hé phwong trinh tuyén tinh
(2% +3%2- x5 = 7,

-2x2+4x; = 9,

3x1- X3-2x3 = 4,

qui vé viéc giai bai todn qui hoach tuyén tinh sau

" ti+ t+ t3 — min,
2x|+_3x2- X3+ t) =17,
{ Xt -2x3 + 4x3 + ty = 9
3%~ X2-2x%3 + 3 =4,

L %20,520,j=1,2,3.
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Dung phuong Phap don hinh giai bai todn ndy, ta nhén duoc
phrong an t6i wu (x, t) (3,1, 2, 0, 0, 0). Viy nghiém can tim cua hé
phuong trinh d3 cho lax” = (3, 1, 2).

Nguoc lai, ta c6 thé dua vise giai mot bai toan qui hoach tuyen tinh
vé viéc tim nghiém khéng 4m clia mét hé phwong trinh tuyén tinh. Thit
vy, xét dai dién bai toan qui hoach tuyén tmh dang chuan
mm{f(x) <¢,x>:Ax2b,x20}. Tir ly thuyet d6i ngiu cho thay rang
neu bai todn qui hoach di cho ¢6 1oi giai, ching han x, thi bai toan d6i
ngiu cla né ciing ¢6 1oi gidi, ching han y, va gié tri cia hai ham muyc
tiéu 13 bing nhau: <c, x> = <b, y>. Do &o, cap 1o gidi (x, y) nghiém
dung hé phuong trinh va bit phwong trinh tuyén tinh:

<c,x>=<b,y>, Ax2b,Aly<e,x20,y20.

Bing cach dwa vio cdc bién phy u, v > O, hé trén duoc viét lai
thanh: :

<¢, x> = <b,y>,
Ax-u=b,ATy+ V=g,
x20,y20,uz0Q,vz20.
Vi dy 2. Viéc tim 16i giai cho qui hoach tuyén tinh

f(x) = 5x; + 10x; — min,

2x)+3x; =2 14,

X1+d4x; 2 12,

20, x220,

¢b thé qm vé v1§:c tim nghiém khong am cla hé phuong trinh tuyen
tinh sau:

5x; + 10x, = 14y, + 12y,,
2%+ 3%~y =14, 2y1+ vyt v = 3§,
X1 + 4% -ur =12, 3yi + 4y, +v2 =10,

X120,%20,y120,v20,u,20,u;20,v; 20, v, 2 0.
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Nghiém khong 4m cua hé nay la xy,u,v)=(42;2; 1 ®; 0; 0; 0).

Viy, phuong an.tdi wru ciia bai todn g0c va bai todn d6i ngu tuong tng
lAx=(42)vay=(2;1).

4.3. ing dung vio bai toin trd chei ma trin: Pinh Iy minimax

Xét tro choi ma tran nhur sau: C6 hai ngudi cing choi, ky hidu Py
va P;. Nguoi choi Py chon tip chién luoc choi I = {1, 2, ... , m}. Nguai
choi P; chon tip chién luoc choi = {1, 2, ..., n}. Cho trudc ma trin
A= (a.j)m,m, g0i 12 ma trén trd tién. Neu P1 chon chién 1ugc i€ IvaPy
chon chién lugc j j € Jthi Pl thang P, s6 tién a;; (P2 tra cho P, sb tién ajj)
néu ajj 2 0. Khi a;; < 0 ta hiéu theo nghia nguoc lai: P, thang -8, Py thua.

Vin dé dit ra 1a hay tlm chién lupc choi t81 wi cho méi du thu (ngudi
choi).

Vi du. Trd choi dén gian "One-Two-Three" (dgc chéch 14 Odn ti
ti) la mot tro choi ma trdn véi tap chién lvgc choi giéng nhau ddi véi ca
hai ddu thi: & méi 1an choi, mdi nguoi choi gio tay ra hiéu chon "Gidy",
"Bua" hoic "Kéo". Ma trén tra tidn co dang:

P, , ,
Gidy | Bua Kéo
Py
Gidy 0 1 -1
Bua | -l 0 1
Kéo 1 -1 0

Trong nhitng tro choi nhy the théng tin vé cach choi cuia cac diu
thu la rat quan trong, dong thoi s6 tién thang hay thua tir mét cude choi
(gdm nhiéu 14n choi) duoc tinh nhir 13 két qua cua cac lan choi. Vi vy,
ta di dén khai niém chién liwge hén hop. Biy gi& & méi lan choi, cic diu
thu khong chon ¢8 dinh mét chién hrpc choi cu thé nao, ma s& lyra chon
céc chién lwpc i € I hay j € J theo mét ti 18 (x4c suit) nio d6. Gia sir x;
13 ti 1 ma P, chon chién luoc i e 1 trong cudc chol. Vécto

X=(X6%X2, o, Xm) VO X2 0,i=1,2, ..., mvax; + x+ .. X, =1,

duoc goi 13 mot chién hege hdn hop cia Py. Twong ty, chién luge
hdn hop cia P, 14 vécto

Y=Y Y VO Y 20,i=1,2, . ,nvay Ty 4.y =L



Chwong 4 — Qui hoach tuyén tinh @4i ngau 85 .

Bai todn cia P;. S6 tién thing cta P, khi anh ta chon chién lugc
hén hop x ¢on P, chon chién llIUC jlaa Jxl +ayXy + ..+ dmiXm G=1,2,

n) Goi « 12 s6 tién thang ti thiéu ma P, dat dugc bat ké P, chon
chlen lwoc nao, nghia 14

oS a Xy tayxs+ ..t anXm Vi=1,2,..,n
Vi thé, P; cdn giai bai toan:
- max,
apx; +ayxa + ...+ apiXm - 2 O,j =1,2,..,n
Xt + X3 +..+ Xm = 1,
(20,20, ..., xn20.

'Bai toan cita P,. S8 tién thua cua P; khi anh ta chon chién luorc
hén hep y con P, chon chién lwoe i 1a gy + apys + ... + aipyn (i =
., m). Goi B 1a s6 tién thua tdi da ma P, phai tra bat ké Py chon chlen
luge ndo, nghia la

BZayy tapy+... tapyn, ¥i=1,2,...,m.
Vi thé, P, cdn gii bai to4n:
B —> min,
i +tapgyzt...tapgym-p<0,i ='1, 2,..,m.
ittty =1,
v120,y220,...,y,20.

DZ thdy ring hai bai toan trén 1ap thanh mét cip qui hoach di
ngiu nhau. Hon nifa, r& rang ca hai bai toén déu ¢6 phuong an, nén ca
hai déu ¢ phuong &n t6i wu va max a = min B (s8 tién thing 16n nhét
cua P bing s6 tién thua nhé nhit cia P;). T d6 ta cod

Dinh ly 4.1

(Dinh ly minimax). Voi tro chm ma trén bdt ky, méi doi thi déu c6
chzen lieoc 161 wu x', y sao cho sé tién thing lém nhét cia P; bang
6 tién thua nhé nhdt cua P,
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4.4. Y nghia kinh té cia c3p bai toin ddi ngiu
Xet bai todn xac dinh khau phan thirc 4n (bi todn gbc): Nguoi
chin nudi cin mua n logi thire phim cho gia suc trong m01 bura dn. Ti 1€

c4c chit dinh ducmg trong cac loai thie phim, mirc t6i thidu céc- chat

dinh dudng cho gia suc trong mdi bira in va gié tién cua cic loai thue
phdm dwoc cho trong bang sau:

Tile \ Thuc phim | . Milrc dinh
. du@ng 01
che bién 1 2 e | ] . | n i

Dinh Dung

1 an | a2 . | 8| « | @n b

2 ay | an | .. | ay | ... | a b,

i a1 a;3 ajj - ai,,_ bi

m , Am) | Am2 amj Amn bm
Giald/vithwephdm| ¢ | ca | . | ¢ | o | ca

Van dé dat ra: Ngudi chin nuédi cin mua bao nhiéu don vi thyc
pham m01 lom cho moi bira dn dé dam bao @i chat dinh dudmg cho gia
suc va tdng sd tién chi mua thye phdm 14 it nhdt ? -

M5 hinh toan hoc cua bai todn :
. . f(x) =cix; + X2 + ... + CpXy — min, .
ajX; +apXxz +... tapX, 2 b, 1=1,2,...,m,
xi20,j=1,2,..,n |

Trong d6 : x; la s6 don vi thuc phdm j cin mua trong mdi bira in
G=1,2,.,n).

Bai ton d8i ngiu cta n6 c6 dang -
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g(y)=byyi1 + baya + ... + buym — max,
ajy1 +agy2 ot Amym < ¢y j=1,2,...,1
vi20,i=1,2,...,m

Biy gidr xét cong viée kinh doanh ciia mot nha san xuét thude bd.
Goi y: 12 gid mot don v chat dinh dudng i & dang thudc vién. Néu ngudi
chin nudi biét gia cia céc loai thubc nay (ciing chinh 12 gia mét don vi
chit dinh dudng tuong img), ngum do sé pha1 lya chon xem nén mua
thudc hay mua thue phim dé dap ung nhu cau vé cac chit dinh dudng
trong khéu phén thirc an.

Vi gia m§t don vj thyre phim j 13 Cj va gid tn cua tét ca cac chit
dinh dudng (& dang thuéc vién) cé trong mét don vi thye phim j jlaa iyt
+ a3y2 + ... + amjym, N€N ngudi chin nudi se khong mua thuc pham J néu
a1yl + ay2 * ... T amym < ¢j, nghia 13 néu gia tién mua thudc re hon
mua thue pham, thi ngudi chan nudi sé dat x; = 0 (khdng mua thuc
phim j ma mua thudc b dé thay thé).

Mit khic, néu nha san xuét thude dat glé duorng cho m{t don v;
thude bd i (vi > 0) thi ngudi chian nubi s& cd gang dap (mg & mirc t6i
thiéu yéu cﬁu vé chit dinh dudng tuong ing trong khiu phan thirc dn,
nghia la néu y; > 0 thi ngudi chﬁn nudi s€ tim cach mua cac loai thyc
phim sao cho _

X +apgxs + ... +auXx, = b,

Tuong tu nhur vy ¢6 thé phén tich hinh vi ctia nha sén xuét thuéc.

Co thé thdy rang cac _phén tich kinh té néu trén 1a phu hop véi
nhl.mg két qua cuoa ly thuyét déi ngéu (dinh 1y yeu vé 46 1éch bu) trong
qui hoach tuyén tinh. Nhu vay, cdp bai todn qui hoach ddi ngau nhau

chinh 14 c@p bai toan ma ngudi chin nudi va nha san xuét thubc can giai
khi mudn t8i wru hoé hoat déng cua minh.

BAI TAP

1. Viét bai toan d6i nglu ctia céc qui hoach tuyén tinh sau:
a) f=2x| +3x;-4x3+5%x4 — min,

b} f= X;-4x%x;-3x3+ 2x3 = min,
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diéu kién  diéukién :

- | X1+ x2-2x3+2x4 210, Xt-2X3+ X3+ x4 =-1,
X1+ 2X3+ X3- X4 = 8,. 2%+ x3+3%3- x4 = 8,
Xi- X2+2x3+ x4< 9, “X1-3X2- X3+3x5<4,
X220,x3€0,%420. X120, x320,x4 0.

2. Xét qui hoach tuyén tinh:

f=x,+ X+ X3 — min,
( - X2+ x3 2 -1,

X1 - X3 = -1,
=

A

=X+ X2
X120, x220,%x320.

Chu'ng to rang bai todn ndy*tring v&i bai todn ddi nglu caa néd (Bai
todn ty ddi nglu).

3. Xét bai toan qui hoach tuyén tinh

f(x) = 4x) - X2 - 3x3 — min,.

rxl + 3x; - 4x;3 z-2,
X2 - X3S 4,
'J2x|-4x;,+3x3: -3,
b oxg- 3% > -6,
X1t 2x3 < 3, '

Vlet bai toan d6i ngiu. Chimg to x?=(-1,1,]) 1a phuorng n cuc
bién t6i . Xéc dinh mt phuwong 4n t3i wu cua bai todn ddi ngau.

4. Xét bai toan qui hoach tuyén tinh _
f(x) =3x1 + 9%z - 2x3 + x4 - 4%s -> min,

X; +5%2-3%x3 + X4 -2x5 =-6,
31 - 4x0+2x3- x4 +x5 =4,

4x - X3+ 2X4-3x5 2 2,
ijZO,j=1,2,3,4,5.
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a) Viét bai todn ddi nglu.

b) Phan tich cdc tinh chét cua vecto X’ = (2,0,0,8,6) ddi voi bai
‘toan. Xac dinh tdp phuong 4n t8i wu va cdc phuong 4n cwc bién
t61 uu ciia hai bai ton.

5. Chimg minh rang néu bai toAn min{<c, x> : Ax = b, x 2 0} ¢6
phuong an t6i uy thi cac bai toan min{<c, x> : Ax=b’, x 2 0} cung
co phuong 4n t6i wu, trong d6 b’ 13 vécto vé phal bat ky, mién 13
mién rang buge {x € R": Ax =b’, x 2 0} khong réng.-
Gyi y. Lap bai toan d6i nglu.
6. Ky hiéu X I3 tdp hop nghiém cia hé bét phuong trinh Ax <b,x2 0O
va W la tp hop nghiém ciia h¢ wA 2 ¢, w > O. Ching minh rang

- néu X = O va gidi ndi thi W = & va khong gidi ndi. Nguoc lai, néu
W = {J va gidi ndi thi X = & va khong gidi ndi.

Goi y. Xét bai toan max{x; + Xz + ... + Xy : X € X} va bai todn d6i
ngéu clia no.

7.Cho Alimétmatrdn m x n,b € R, ¢ e R". Chu'ngmmhrangqm
hoach tuyén tinh

<¢, x> -<b, ¥ — min,
Ax2b,ATy<c,x20,y20,
hoiic 14 khéng c6 phuong 4n hoic 13 ¢6 gi4 tri t3i wu bing 0.

8. Dung phuong phap don hinh d8i ngiu g1a1 cic bal todn qui hoach

tuyén tinh sau ddy va tir 101 gidi bai toan gbc suy ra 101 giai coa b:h
toan ddi ngiu.

a)f= x;+4xy + x;—)min,' ' b) f=2x; + 5x3 — min,
(2x;+ 3% +4x3 2 20, (Xi+ % 2 9,
5X1— X2+2x3 2 12, 2x1+ x3 210,
X;+2x2— x3 £ 2, x;+3x, 215,
k—x1+4x2—ZX3 < 1, X +2x; 214,

\.
x20,j=1,2,3. x20,j=1,2.
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Chuwong 5 :

QUI HOACH TUYEN TINH DANG
PAC BIET

§1. QUIEHOACH TUYEN TINH VOl BIEN B] CHAN
TREN

1.1. N§i dung vin dé

Xét bai toan gui hoach tuyén tinh dang bzit ky (chmh tic, chudn tic,
tong quat) trong 46 mot sb hay tit cd céc blen s0 co thém rang budc sau
day, goi 1a rang budc cdn trén:

xjsu,jelc{l,2,..,n}, (1.1)

trong d6 u; 14 hing s6 duorng cho trirge biéu thi gia tri t6i da ma
' blen Xj €0 thé nhin. Kinh nghiém tinh ton giai cac bai toan qui hoach
tuyen tinh bang phuong phap don hinh cho thay thdi gian gidi phy thude
chu yéu vao s0 rang budc chinh m, cén cac ring buge khong &m (rang
budc vé diu) c6 anh hrémg khéng dang ké. Vi thé, néu ghép thém cac
rang budc can trén (1.1) vao cic rang budc chinh sé 1am ting ding ké
théi gian tinh toan. Dé khic phuc nhuge didm nay ta hiy tam gic bd cic
rang budc cin trén khoi cac ring budc chinh va s& xir 1y chiing mdt cach
riéng biét, twong ty nhir d lam dbi véi cic rang budc vé diu. Viéc,tam
bd cdc ring budc can trén nhur thé s& khéng anh hudng t6i két qua giai,
néu nhu khong bién s6 nao ting vugt qud cin trén cia nd. Chi khi
dira mdt bién méi vao co s& (ting gid trj cha no) dé chuyen sang
phuong an cyc bién méfl, thi phucmg phap don hinh ¢6 thé s& lam téng
mét s& bién co s&. Vi thé, cin c6 bién phap xtr 1y dam bao cho céc bién
co s& khdng ting virot qua cin trén cta ching.

1.2. Phuong phép xir Iy bién bj chiin trén

Xét bai toén qui hoach tuyén tinh véi cic bién bi chin trén c6 dang
nhu sau:
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v

f=cixi texa+...+ ¢y = min, - _ (1.2}
v6i céc diéu kién

apX) tapXa + ...t aieXs =b;,i=1,2,...,m, (1.3)

x20,j=1,2,...,n, - (14)
<u,j=1,2,..,n <n, - (1.5)

trong d6 u Ia cic hang sb duong hitu han cho trurde. Khi ny <n thi
chi mdt s6 bién cé cén trén, cdn néu ny = n thi moi bién ddu bj chin
trén. Ky higu A;j = (ay, aj, ... , am;)" 14 vécto cat thir j cha ma trin rang
bude (1.3).

Cling nhu trrde ddy, vécto x = (X, X3, ... , X,)' thoa mén cac didu
kién (1.3) - (1.5) dugc goi la mét phuong dn. Mt phuong 4n dat cyc
tiéu ctia ham muc tiéu (1.2) goi 1a mot phurong dn 16i wu hay Ii gidi cia
bai toan (1.2) - (1.5). ' '

Ve dai thé phwong phdp giai bai tosn (1.2) - (1.5) twong fy nhu
phuong phap don hinh gial qui hoach tuyén tinh, nghia 13 ta s& xudt phét
tir mft phrong an cyc bién ndo d6, mdi phuong 4n cyc bién s trong
Img voi mdt so s, dua vdo co s& ndy ta s& tinh wéc hrgng cho cic bidn
phi co 58, néu cac uéc lugng thod mén tiéu chudn t5i wu thi dimg thudt
todn. Trai lai, ta s& tim céch thay ddi co s dé chuyén sang mét phuong
an cye bién méi t6t hon. Qué trinh nay duoc tiép tuc cho dén khi nhan
duge phuong 4n tbi wu. '

Cac khai ni¢gm phuong an cyc bién, co 6, tiéu chudn téi wu ... vé
co ban van tirong ty nhur ¢fi, tuy nhién cin c6 dbi chit stra ddi cho phu
hop véi bi toén méi (1.2) - (1.5), '

Phwong én x duge goi la phirong dn cuc bién néu hé vécto
{Aj:0< Xj<u,j<n}u {A; x> 0,j>n}
12 d6c¢ lap tuyén tinh.

Co 56 clia mét phuong 4n cyc bién & day duoc hidu 12 tip hop chi
s0Jc {1,2,.,n} thoa man |J| = m, {Aj:j € J} doc 13p tuyén tinh va

J:}{j:0<xj<uj,j5n1}u{j:xj>0,j>n|}.
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Cac bién Xjs j€ J £0i 12 bién co s, con bién X, j g Jgoila bién phi
co s¢. Khac voi phuong phap don hinh théng thrdng, bién phi co 56 &
day c6 thé nhin gia trj duong: x; = u;.

Bién thé sau day cua phuong phap don hinh cho phep gial bai todan
(1.2) - (1.5) sau mdt sd hiru han budc lap.

Bwée 0. Xay dung phuong an cuc bién ban diu x' (Chéng han theo
phu(mg phap phat nhu' < §3, Chuong 3). Ky hiéu co s¢ cua phuong an
x' 12 J;. Tim c4c hé sb khai trién zZix G € 11, k € J1) coa vécto Ay tir hé
phuong trinh

e
va tinh cac ude lrgng

jedy

(Cuing nhu trude ddy, A; = 0 véi moi j € J; nén khong cén tinh).

Gia tri cac bién co s¢ con dwoc tinh tir hé phuong trinh sau:
z X;A; =b - Z xjA js
2 el
trong d6 b= (b}, by, ..., by)’ 13 vécto cac hé sb & vé phai rang budc (1.3).

Bang don hinh tirong ing voi phuong 4n cye bién x' ¢o dang nhu
sau:

v 1 1 . 1
Bién co C Phuong | x17%X; | X2=X, Xpn =X,
s& ! an
C C2 Cn
X5, cSI Z10 Zn Z12 . Zin
X 3 Csz Z20 221 Z22 - Zon
XS Cs.n Zn0 Zm] Zm2 Zma
Bang 1 . Zm+lo Zm+1.1 Zm+1,2 Zm+ln
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trong d6 zio 12 gid trj bien thix i trong co ¢ (bién X ), zme1o 12 gid
tri ham myc tiéu, Zp+14 1a céc udce lugng A i

Ditk = 1 va tién hanh Budc 1 cia vong Lip thit k.

Buéc 1: kiém tra t3i wu. Phwong 4n hién c6 x* 13 t6i wu ndu didu
kign sau day dugce thoa mén :

A <0voimoij ¢ Ji va x;‘ =0,

A‘ 20 voimoi EJk,jvaz‘l x;‘ =Uj.

Néu tiéu chuén téi tren day khong duge thoa min thi ta chuyén
sang Buoc 2.

Budce 2: tim cot quay. Chon bién phi co s& x, dya véo co so theo
qui tac:

A =max (AT, A™) véi
A* =max {A;:j ¢ J, x} =0},
- AT =max {—Aj:j € Jnj<n, x;‘ =y},
(Theo qui wéc chung max trén tip hop rdng bang — o).
Ky higu s ¢ J la chi s6 sa0 cho A = [A|. C6 hai trudmg hep xdy
ra.

a) A, > 0: gid tri bién co s X, v6i x;‘ = 0 s& ting va bién nay sé& tr&y

thanh bién co s& néu s > n| hoic néus <n va gia tri maoi clia nd
chra dat tdi cén trén u,.

b) A, < 0: gi4 tri bién co s& x, véi x = y, s& giam va bién ndy s& tr&
thanh bién co s& néu gia trj mél clia nd vin duong.

Bwrdc 3: tim dong quay. Ky hiéu
0 = min (0, 83, 6;) voi (1.6)

+o néus>n,

9| =
u; néus<n.
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e Trudmghop A, > 0:

02 =min {— zis > 0},
Zis
. U, —2Zj e
f3 = min { 1 Zis <0, 5, <y}
—Zjg
¢ Trwdng hgp A; <0:
92—'1'11111 {_ Z]s<0},
is
ug ~Zjp
9; = min { - tZis> 0,851 m ).
Zis
(Néu si>m voimoii=1,2, .., m, nghia 12 moi bién co s& ddu

khong bi chin trén thi dat 0; = +oo. Didu niy phu hop voi qul udc

chung 13 min trén tip hop rdng bing + ).

Néu 0 < 0, thi bién tirong Ung voi dong dat min cna 6 trong (1.6) s&

bi loai khoi co sé.

Burére 4: bién ddi co 6. Néu 6 = 91 thi co s khong thay di, chi c6
phuong 4n va gid tri muc tiéu ciia bai todn bién déi. Trai lai, ky hi€urla
dong cna bang don hinh dat min cia @ trong (1.6), khi d6 bién s, s& bi

loai khoi co s& va bién s s8 tro thanh bién co 50. Co s& madi s€ [a;

Jir1 = (B0 {se}) U {s}.

Budc 5: bién d6i phuong an va gié tri ham muc tiéu.

* Trudmghop A, > 0:
Gia tri cac bién co sd:
Zo=zi0—0.zi5,1=1,2,.
Gi4 tri bién co s& méi khi 0 < 0;: z’;, = 0.

Gid trj bien phi co s& méi: néu 8 = 6, thi x’5 = u,, con néu 0 < 0, thi

X;r = 2[{) - e-er.
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Gid tri mye teu: 2’ me1 0 = Zme10 — 0. A, .
e Trnromg hop A, <O0:
Gié tri céc bién co sé:
Zw=2Zot+t0.z,1=1,2,...,m.

Gié trj bién co s& méi khi 8<0p:2'p=u;-90.

Gia tri bién phi co s& méi: ndu 8 = 6, thi x’s =0, con néu 6 < 0, thi
x;l =7+ 6.2,

Gia tri myc tiéu: 2’ mey0 = Zmero + 6. AL

Buéc 6. Bién ddi dong quay (dong 1):

_ Z'y =2z, )= 1, 2, .,

Bién ddi cac dong khéc ciia bing don hinh:

Z’ = zZjj— izis =zj—Z'4Zis, 1= 1,2, ..., mtlLi#nj=1,2,..,n

< _

Nhu vy, n cot cubi cna bénlg duge bién d6i hoél} toan giéng nhur
trong phuong phap don hinh thong thwong, chi c6 di€u khac 13 ¢ day
phan tr quay c¢6 thé 13 s6 am.

Quay lai Budc 1 cia vong lip k + 1.

1.3. Vidy minh hoa
 Giai bai todn qui hoach tuyén tinh sau:
f=x 4—2xz+ X3 — min,
véi céc diéu kién
4x) +x2= 8,
=2x1+ X3 = 4,
0£%x,£4,0<x€10,0<x3<6.
Trong bai toan nay ca 3 bién ddu bi chin trén (u; = 4, uz = 10, w3 = 6).

| Buéc 0. Phuong 4n cyc bién ban ddu: x' = (0; 8; 4) (khong chn
thém bién gia), x5, x3 1a bin co sd J; = {2, 3}. x; 12 bién phi co sd.
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(4, =2) 1a céc hé sb khai trién cua vécto diéu kién A, theo cac vécto co
sO Ay, Az. A =4x2 -2x1 —1=3. '

Bang don hinh ban dau c6 dang:
Biir;co C; Phuong 4n i :_0 ol : e
ci=1 c2=2 ca=1
X2 °2=.2 Zio=8 zn=4 znp=1 z13=0
X3 c3=1 Zoo =4 Zn =0 73 =1
Bang 1 z30 =20 Z31 =5 732=0 z33=0

Budc 1. Kiém tra t6i wu: phuong an x'hién c6 chua phai 1a t6i wu,
vi bién phi co s x; c6 x} =0va A, =5>0.

Budc 2. Tim cdt quay: bién x; duogc chon dua vao co so.

Budc 3. Chon dong quay: 0, =u; =4,0,=8/4=2,0;=(6-4)/2=1.

Viy: 6 = 0; = 1 < 0,. Bién x3 twong tmg bi loai khéi co s& (r = 2). Phan
tir quay la z;; = - 2.

Budc 4. Ddi co s6: Do 6 = 1 < 6; = 4 nén bién x; vao co so thay
cho bién co s& & dong 2 (bién x3): J, = {2, 1}.

Buée 5. Bién d6i phuong 4n va tri muc tiéu:
e Giadtribincosd:z’10=8-1x4=4.
e Giatr bién co s& méri:_ 2=0=1. |
e Gi trj bién phi co s& méi: x3 =u3 =6.
e Gid tri myc tiéu: 2’3p=20-1x 5= 15.

Buédc 6. Sau khi bién d6i bang (ba cot cudi) theo qui tic don hinh
thong thudng vai phan tir quay 1a z;; = — 2 ta thu dugce bang don hinh
c¢6 dang (¥ nghia va cic ky hiéu van nhur tréc):
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‘4 X1=1. X2=4 ) X3_=6
Bin | ¢, | Phuong an '
CO S0
c = 1 Cz=2 C3 = 1
Xz Cz=2 Z|o=4 211=0 Z|2=1 213*—“2
Xt | a=l " ze=1 | za=1 | z2;2=0 | 73=-05
Béng 2 Zo=15 z31=0 z3=0 Z33=2,5

Trd lai Budc | ta thiy: x; 13 bién phi co s& c6x2 = u3 = 6 va
Ay =2,5>0, nén phwrong én hién c6 X’ =(1;4; 6) 1a phuong 4n t6i wu.
Gi tri ti wru cila him muc tiéu bing 250 = 15.

'§2. BAI TOAN VAN TAI

2.1. N§i dung bai toan va cic tinh chit

1. Noi dung bai toan: Gia st cin vin chuyén mét loai hang thudn
nhat (vit tu, lvong thye, ...) tr m dja d.iém cung cdp (diém phat)
Ay, Ay, ..., A, dén 1 dia diém tiéu thy (diém thu) By, By, ..., B,. Biét
rang : :

- S6lugnghangco & Ajlaa(i=1,.. m),
- 86 lupng hing cdn ¢ B la b; (j = 1,...,n),
- Chi phi vin chuyén mdt don vi hang t¥ A; dén B; 1a o;
(i=L..mj=1,.n)
) Vién dé dit ra : Lap ké hoach véan chuyén hang tir cac dia diém cung
clp dén cac diq diém tiéu thu d€ tong chi phi van chuyén bé nhét va
~ thod mén nhu céu thu phat.

Day 14 mft trong nhimg bai toin dién hinh va ¢6 nhiéu img dung
nhit cia QHTT. Bai toan ndy khéng c6 gi phitc tap néu mang luéi giao
thong tuong d6i don gian va s8 dia diém cung cdp, tiéu thy khéng nhiéu
légn. Tuy nhién véi nhitng mang ludi dudmg giao thong phirc tap thi
bang kinh nghiém va truc gidc khé cd thé tim ra dupc phuong an t6i w.
Khi 5y, can sit dung cic phuong phép, dyra vao tinh chét ddc thu cua
bai toan dé tim phuong 4n tdi w.
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4 M6 hinh todn hoc cia bai todn : Goi x j 14 s6 hrgmg hang can van
chuyén tir A; dén B;. Taco:

. .
D c;x;; : tong chi phi van chuyén,
=l

Ma

||
—

i

n
Dx;;: 56 lugng hang ch di tir A,
j=1

Ma -

Xjj s hrong hang chd téi B;.

T

=> md hinh todn hoc ctia bai toan 1a :
fix) = chuxu — min (cyec tiéu tong chi phi van chuyén), (2.1)
i=1 j=1

v&i diéu kién

Z X;=4aj,1=1,2, .., m (inoi diém phat giao hét hang), (2.2) |

m .
2 x;=b;,j=1,2, ..., n (moi diém thu nhan di hing), (2.3)
=1 .

(Xi§20,i=1,..,m,j=1,.., n (lugng hing vin chuyén khéng 4m).(2.4)

Diéu kién cin va du dé bai todn (2.1) - (2.4) giai dugc 14 phai co
diéu kién can bing thu phat, nghia la tong cung bing tong cau: :

Za =2.b;. (2.5)

i=l =1

Bai todn vin tai (2.1) - (2 4) la mot dang dac bift cia qui hoach
tuyén tinh. Dé thdy 15 diéu nay ta sip xép cic blen s0 theo thir tir xy,
X12y oo 5 Xins X215 X22, +vv » X2 oe 5 Xml, Xm2s - s Xmn va v:et la1 h¢ rang bUQC
chinh (2 2) - (2.3) dum dang hé m + n phuong trinh ctia m x n bién s6

Xij nhur sau:
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{ X +Xxp+ ...+ %, = at,
X1 + X2z ...+ Xon = a,

--------

Xl T Xm2+ ... T X = 8,

L

Xy+x ... +Xmi = by,
Xz +X L. +Xmz = ba,
\ X]n + in R P +er| = bn.

Ky hiéu A 13 ma trin hé s cta hé phuong trinh trén (m + n hing
‘vamX n¢dt),

T - n
X = (X114, X125 s X1n X215 X22, w0y X2mseees Xty Xm2, ooy Xeun) ' - VECLO' €Ot
m x n thanh phén, '

. ' T . A
¢ = (Ci1, €12, w5 Cins €215 €250 5 Canyevsy Cmls Cm2, v 5 Cmn) - VECHT COt
m x n thanh phén,

b=(ai, a, ..., am, b1, by, ..., by)" - vécto cdt vé phai (m + n thanh
phin).

Bai todn vin tai (2.1) - (2.4) dugc viét lai thanh bai toan qui hoach
tuyén tinh dang chinh tic:

f=<c¢, x> — min, . (2.6)
Ax=b,x2>0. 2.7

Ta go1 Aj la vécto ¢ft cua ma trdn A img véi bién Xij. Dé thay ring
A ¢6 thanh phan thit i vam +j béng 1, con cc thanh phén khac bing 0.

Vécto x thoa mén (2.2) - (2.4) goi la mét phwong an cha bai todn
véin tai. M6t phuong 4n dat cuc tiéu (2.1) goi 14 phuong dn 16i wu hay
Im gidi. Phuong &n x la phuong an cuc bién khi va chi khi cac vecto cot

Ajj cua A Tmg voi cac x;; > 0 1a dge lap tuyén tinh. Sau déy ta s& gia thiét
14 c6 diéu kién cin bang thu phat (2.5).

Do bai toan van tai c6 m + n rang budc chinh, nén ta nghi r?mg mdi
phuong an cuc bién ciing ¢6 m + n thanh phin dwong, nhamg thyc té né
chi ¢6 nhiéu nhit m + n — 1 thanh phin duong, vi trong s6 cic rang
budc ndy ¢ mdt rang budc 13 thira (c6 thé boé di ma khéng 1am anh
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hirc’mg toi 1oi giai cia bai toan). Mot phuong an cire bién ctia bai toan
goi 1a khéng suy bién néu so phan tr cha tdp hop G ={(i, j): xij > 0}
bingm+n— 1, goilasuy biénnéu |[G|<m+n- 1.

2. Céc tinh chit ciia bai toan vén tai

Véi diéu kién (2.5), bai toan van tai (2.1) - (2.4) cb cac tinh chét
sau day:

a) Bii to4n ludn ¢6 phuong 4n t5i vu.

b) Mt trong cic rang bude (2.2) - (2.3) 14 thira va hang cta hé ring bude
nay bangm-+n-1.

¢) Néu cic hrong cung va ciu a;, by & c4c s6 nguyén thi bai todn s& c6 1oi
giai nguyén.

C6 thé ding phuong phép don hinh dé gii bai todn van tai. Tuy
nhién do bai toin ndy ¢6 dang dic biét nén ngudi ta di dé ra nhiéu thuat
toan gidi hiéu qua. Trong s6 d6 co thudt toan thé vi ma ta s& xét & muc
(2.3) dudgi day.

M ta bai to4n vén tai duéi dang bang : Dé cho gon, trudc hét ta

ghi lai dit liéu cua bai toan dudi dang mdt bang chit nhit, gf}m m hang
va n ¢t (Bang 2.1).

Bang 2.1. Bang van tai
Thu :
, hl e bj s bn
Phat
ay Cn Cij Cin
X Xij Xin |
a Cil Cjj Cin
i ane aas
Xi1 Xij Xin
a Cm1 Cmj Cmn
m
Xml Xmj : Xmn
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O giao nhau ¢ hang i va ¢t j, ky higu 1a 6 (i, j). Méi hang fuong
img voi mét tram phat, mbi ¢ot trong (mg voi mot tram thu, S6 ghi &
dau méi hang la lucmg cung, s6 ghi & dau mdi cdt 13 lwong cdu. Chi phi
vin chuyen ¢ ghi & goc trén bén trdi cia 6 (i, j), luong hang vin chuyen Xjj
s€ ghi & goc dudi bén phdi cia 8. O (i, j) biéu thi tuyén dwong vén chuyén tix
diém phét A; dén diém thu B;. (D3t c; = co néu khong thé chuyén hang tir A;
dén B)).

e M4t phuong 4n ciia bai todn van tai ¢6 thé xét nhu 13 mdt ma trin
X= (xij)mxn-
e Mot tip hop cic 6 trong d6 2 & lién tiép bao gidr cling nim trén ciing

mot hang hay mét cft va 3 6 lién tiép khong nam tren cung mot
hang hay mot cjt duorc goi la mét ddy chuyen

o Mot day chuyen khép kin duge gm 12 mét chu trinh. Mot chu trinh
bao gi¢r cling gdm mdt s6 chin cac .

Vi du. Diy 6 dénh ddu “e* trong Hinh 2.1 a) va b) lap thanh céc

day chuyén, con cdc 6 véi ddu “e trong Hinh 1.1 ¢) — €) 14p thanh cic
chu trinh. :

- ~_[. P - .t qi:——-o
[ e i w [ ] 1| ; L

L ] [ ] * L J L] W ( ]

a) b) c) d) e)

Hinh 2.1. Day chuyén: a) - b). Chu trinh: c) - e).

» Cho G 12 mét tdp hop & bt ky cua bang van tai. Mgt 6 thudc G goi
1a 6 treo néu né 13 6 duy nhit cia G trén hang hay trén ¢t cia 6 do.
Vm tdp hop 6 cho & Hinh 2.1 a) thi 6 (1, 1) va 6 (4, 3) 14 céc 6 treo. -
Néu loai khoi G 6 treo (1, 1) thi 6 (1, 2) s& trd thanh 6 treo cha tap
hop 6 con a1 ,

Ta c6 mdi lién hé quan trong sau day.
Pinh)i2.1: '

H¢ vécto Ay cita bai todn vén tdi la ddc Igp tuyén tink khi va chi khi
cdc 6 tuong ung voi cdc vécto nday khong tao thanh chu trinh.
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H¢ qua.

Vécto x la mét phuong én cuc bién cua bai todan khi va chi khi tdp
hop cac é (i, j) ma x; > 0 khdng Idp thanh chu trinh,

Pinh1li2.2:
86 6 t6i da ctia bang vin tdi khong Igp thanh chu trinh Id m +n — 1.
Djnh1i 2.3 :

Gid sit T 1 mét tdp hop gom m + n— 1 6 cua bang vdn tdi, khéng
ldp thanh chu trinh. Khi d6, moi 6 (p, q) £ T sé tgo vdi cdc 6 thuée
T mot chu trinh duy nhat.

Chu trinh néi téi trong dinh 1y trén c6 thé tim bang cich loai dén
cac § treo clia tap hop 6 G =T U {(p, @) }. Vi du, taphopoTchod
Hinh 2.1 b) gém m + n - 1 = 7 6 khéng tao thanh chu trinh. B3 sung vio
T 6 (4,2) ¢ T (6 danh ddu *) ta dugc G =T U {(4, 2)}. Khi do, bing
c4ch loai khéi G 6 treo (3, 3) (6 duy nhét ctia G trén cft 3), 1éi 6 treo (3,
2) d6i v&i tap hop 6 G” =G\ {(3 3)} (6 duy nhét cia G’ trén hang 3), ta
nhén dugc chu trinh (gbm 6 8):

=1{(4,2), (4, 1), (2, 1),(2,4), (1,4), (1, 2)}.
2.2. Tim phirong 4n cyre bién ban diu

Dé giai bai toan van tai (2.1) - (2.4) voi diéu kién (2.5) theo
phuong phap thé vi, truée hét ta c4n biét mot phuong 4n cuc bién khong
suy bién cua bai toan. C6 nhiéu cich dé tim mot phuong an nhu thé. Sau
ddy 14 hai phuong phap thdng dung va c6 hiéu qua nhit,

1. Phurong phdp min cuwdc : :

Trong bang véan tai 2.1, ta chon 6 (p, q) sao cho cyy= min {ey: V(i, j)}-
Néu cuc tiéu dat tai nhiéu & thi ta chon mét 6 bt ky trong s cac 0 d6.
Sau d6 phan phéi hang nhiéu nhét ¢ thé theo tuyén Ap — By, nghia 13
dit Xpq = min {ap, by}. |

Trir luong hang vira phat vao kha ning thu, phat cua hang p va cft
q. Tlep dé, ta xoa hang p néu diém phat A, dd phét het hang, hodc cft q
néu diém thu B, d4 nhin du hang. Khi ca hang, cjt déu hét va du hang
thi chi x6a hang hodc ct, khong xo04 dbng thoi ca hai. Trong bang con
lai, ta lai tim & c6 cudc phi nho nhat va phan phdi t8i da luong hang con
lai vao 6 nay (lrong ndy cé thé bang 0). Phuong 4n x thu duge ¢6 dung
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m + n - 1 6 dd phén hang, n6 la mdt phuong an cuc bién vi cac 6 da
chon khdng tao thanh chu trinh.

Vi du 1. Tim phuong 4n cyuc bién clia bai todn vin tai cho & bang
sau {(bang 2.1):

Béng 2.2. Phirong 4n cuc bién xdy dung theo phuong phap min
cude

0 0
0 0 110 70
Thu
130 160 120 140
Phat
0,10] 20 18 22 25
170 :
160 10
0,70 15 25 30 15
200
130 70
0,110 45 30 40 35
180
119 70

Két qua ta nhan dugc phuong an cpc bién cho & Bang 2.2. Gia tri
ham muyc tiéu twong tmg bang 12950.

2. Phuong phdap Véghen ‘

Phucmg phap Voghen (1958) cho phuong an cuc bién kha t6t, theo
nghia né kha gan véi phuong an t6i wm vé gia tri myc tiéu va chi can
mot s it bude lap ctia thudt toan thé vi 13 cé thé tim duoc phuong én ti
wru. N6 chi khédc phwong phép min cuédce & cich chon cac 6 dé phin phéi
hang. Gia st C = (Cj)mxn 13 ma trdn cude phi cha bai toan vén tai.

a. D6i v6i mbi hang va mbi cot cua C ta tinh hiéu 6 glu'a hai gia tri
cudce phi nho nhat trén hang (cdt) db.

b. Chon hang hay ¢t ¢6 higu s6 nay 16 nhat. Neu ¢6 nhiéu hang (cdt)
nhur thé thi chon mét hang (cft) tuy ¥ trong 56 dé.
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c'

Phén luong hang t6i da c6 thé vao 6 c6 cudce phi nhod nhét trén hang
(cot) da chon. Gla sirdo6 1a 6 (r, s). Giam luong cung & hang r va lucmg
ciu & cot s mot s6 bang luong hang da phan phéi. Su phén phéi nay sé
lam thoa man mot rang budc cung, mot rang budc cau, hoac ¢6 thé ca
hai. Loai bo (khéng can xét tiép) rang budc di thoa man bang céach
danh ddu chéo vao hang hay ¢4t tuong Umg clia ma trdn cude phi. Néu

- ca hai rang budc cung va cau cung thoa mén dong thot thi chi loai bo

mot hang (cgt) ma thdi. Trong truong hop ndy ca luong cung va cau
con lai cia hang (cot) d6 déu tr thanh bang 0.

Lip lai cac thao téc a, b va ¢ cho t6i khi chi con lai mét hang hay cét
duy nhat. Luong hang phan vao cac 6 thude hang (cot) nay hoan
toan duoc xdc dinh béi cac luong hang da phan phéi trude do.

Vidu 2. Xét lai vi du 1 vira néu trén. Tinh hi¢u s6 ciia cac hang va

cdt ctia ma tran cude phi va khoanh tron hiéu sd 16n nhit.

Bang 2.3. Phlrcmg an cuc bién xay dung theo phuong phap Voéghen
0 SRR ¢
70 160 20 0

Két qua ta nhin dugc phuong 4n cuc bién ghi ¢ Bang 2.3. Gié tri

ham muc tiéu tuong mg bang 12200. R4 rang phuong 4n nay tét hon
phuong an tim theo min cudc & trén.
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Phuong phap Voghen con ¢ thé cai tién nho dung mét thu tuc do
Larson R.E. dé xuét nam 1972. Tuy thu tyc ndy hoi phirc tap d6i voi
tinh todn bang tay, nhu'ng lai ¢6 thé tinh toan nhanh chéng trén may

tinh. Thay cho céc cudc phi c;; da cho, ta ding cic cude phi chuin hod
xéc dinh nhu sau: :

Chuwong § — Qui hoach tuyén tinh dang dic biét

m n
- L . )
%~ m Zcm o chq .
p:l q=l

Piéu niy c6 nghia 13 mbi phin tir ¢;; bi trir di mét hegng bing trung
binh cic cudc phi trén hang va cft cia nd. Sau do, ta ap dung phuong
phap Véghen cho ma trdn C* =[cj].

Vidu3. Xét bai todn van tai véi dir liéu cho trong bang sau:

Thu
60 80 100 120
Phat
100 8 6 7 3
120 6 3 8 9
140 6 1 2 4
Ma trén cudc phi chuin hoa c6 dang;
[_14 _10 _14 _25]
3 T3 T3 73
~|_43 _41 _25 _17
6 6 6 6 |
_47 _67 _B83 _55(
| 12 12 12 12 |

Ap dung phuong phap VOghen vao ma trén niy ta nhdn dugc
phucmg an cuc bién ghi & Bang 2.4. Sau nay ¢é the thdy ring phwong 4n
nay 12 t6i wru vai cudce phi van chuyén nho nhit bang fyin = 1140.

Bang 2.4. Phuong 4n cuc bién xay dung theo phuong phap Voghen
cai tién
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Thy|
60 80 100 120
Phat
8 6 7 3
100
100
6 3 8 9
120
60 60
6 1 12 4
140 -
20 | 100 20

Céc bién x;; 44 duoc gan gié tr] trong céc phuong phap néu trén ng
4 cac bién co 5. cac bién x;; con lai xem nhu dupe gan gia tri 0 va goi
1 céc bién phi co s6. '

‘ Chu'y. Ngoai hai phuwong phap trén, dé tim phuong én cuc bién ban
dau ta con cd thé dung phuwong phdp goc tdy bac (xem [4]). Tuy nhién
phuong phap nay thudmg it hi€u qua, nod chi tién cho viéc lap trinh trén
‘mady tinh.

2.3. Phurong phap thé vi giai bai todn vin tai
Phuong phép thé vi dua trén cic nhin xét sau:
1. Néu ta thay ma trin cuéc phi C cua bai toan vén tdi béi ma trén C’

nhin duge tir C bang cach bért s6 uj (tuy ¥) tir mbi phin tir & hang i
cia C va bot sé vj (tuy y) tu md&i phén tir & cot j cha C, nghia 13

cy=cj-ui-v,i=1,2,..,mj=1,2,..,n,
thi 1&1 giai ciia bai toan vén tai khong thay doi.

2. Cho x = {x;} 1a mét phuong 4n cia bai toén vin tai. Néu C = {c;}
khong am (cjj 2 0, Vi, j) va x;j > 0 chi vdi céc 6 (i, j) ma ¢ = 0, thi x
1a phwong 4n t8i uru cia bai toan.

N6i dung phuong phap thé vi nhu sau:
Budce 0. Xay dung phirong an cuc bién ban du (phuong phap min

cude hay phuong phap Voghen da néu ¢ muc trén). Bat T = {(1, j) : x;;
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14 bién co so}. Khi d6 T gbm ding m + n — 1 6 khéng tao thanh chu
trinh, Cac 6 thudc T goi 1a & chon, cac 6 khac 13 6 logi.

Buéc I: Qui khéng cude phi cic 6 chon. Tim cac thé vi u, Vj va
bién di ma tran C = {c;;} thanh ma trin C’ = {c;j - u; — vj}, sao cho ¢’
=0 (hayui+vj=cvoimoi(ij) € T.

Buéc 2: Kiém tra t01 wu. Néu ¢’ ij 20 voimoi (1, j) ¢ T thi dimg:
phuong 4n hién cé la t§i wu va bai todn 43 giai xong. Trai lai, chuyen
sang budc didu chinh phrong 4n.

Budc 3: Didu chinh phuong an. Tim 8 (x, s) fhoé man

¢’ =min {¢’;:(1,j) & T} <0.

Tim chu trinh U tao bdi 6 (r, s) v&i cac 6 thugc T, chang han bing
cach loai din cic § treo trén hang va cot. Panh diu cdc 6 thude chu
trinh U: 8 (r, s) mang déu (+), 6 ndi tiép trén U mang déu (-). Khi d6 céc
0 trén U chia thanh hai 16p: U 13 cic 6 mang ddu (+) va U 14 céc 6
mang déu (-). Tinh

h=xp=min {x;:(i,j) e U } 20.
Piéu chinh phuong an:
xj néu (i,j) e U,
xj= < xj+h néu(i,j) e U*, (2.8)

xj—h néu (i, DeU. '

T =(T\{{(p, 9}) v {(x, 8)}.
Quay trd lai thue hién bude 1. ,
Néu moi phuong an cuc bién cla bai todn vén tai déu khong suy

bién thi sau mdt s6 hitu han budc Lip ta s& nhan duge phuong 4n t6i vu
(161 giai) cua bai toén, :

Cha y. Hién tuong suy blen trong bai toan van tai cling glong nhu
trong bai toan qui hoach tuyén tinh, nghia 1a c6 it nhét mét bién co so
nhén gia trj 0. Hién tugng nay xay ra theo hai dang. Mét 13, ¢6 thé 13 khi
tim phuong 4n cyc bién ban dhu ca hai rang budc cung va cau cung thoa
min dong thoi. Hai 13, c6 thé co nhiéu kha néng lya chon bién Xpq loai
khoi tap hop bién co s&. D trudng hop nao Xdy ra thi cling s ¢4 it nhit
mét bién co s& nhdn gia tri 0. Hién tugng suy bién khéng giy ra kho
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khin gi 16n. Trén thyc té ngudi ta ciing chua gap bai todn vin tai nao
xiy ra hién tugng suy blen Vi thé, trong qua trinh gidi bai to4n vin tai
ta khong cén ban tAm t&i vin dé nay.

Chwong 5 — Qui hoach tuyén tinh dang déc biét

cho & Bang 2 2.
VYong lip 1:

Bwéce 1. Téap hop céc 6 chon: T = {(1, 2), (1, 3), (2, .1), (2,4),3,3),
(3, 4)} (xem Bang 2.2). Tatim cic thé viu;vivjirhé¢ (m+n - 1 = 6)
phuong trinh:

@u+twva=c=18, by +vi=ci3=22,(c)uy+vi=c =15,
(d) uz + va = c2e = 15, (€) us + v3 = ¢33 = 40, {f) U3 + v4 = C34 = 35.
=0.Tacéd

tir (c): w2 = 15, tir (d): v4 =0, tir (f): uz = 35,

D& giai hé nay ta dit v,

ghi & Bang 2.6.

tir(e): vs=5,tr(b): yy =17, tr (@): v2=1,
Bang 2.5. Tinh cic thé vi u;, vj.
20 18 22 25 u=17
160 10
15 25 30 i5 fu=15
130 70
45 30 40 35 u3=35 ‘
110 70
vi=0 V2=1 V3=5 V4:0
Tinh ¢’ = ¢ — u; — v; v&i moi 6 (i, }) ¢ T, ta nhdn duge ma trdn C’
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Bing 2.6. Bién di ma tran cwée phi C — C’ = {c; — u; — v;}

3 0 - 0 . 8
_ 160 10
o 9 10 0
130 70
10 =6 . 0 1. 0
110 70

Burdrc 2. Do cdn ¢’32 = —6 < 0 nén phuong 4n & Bang 2.6 chira thi wu.
Buée 3. O chon méi 14 6 (3, 2) vi ¢’ = min {¢';: i, j) & T} =6 <0.

Chu trinh tao nén bdi 6 (3, 2) v6i cac 6 thude T 1a U = {(3, 2),
(1,2),(1,3),(3,3)}. Tk d6 U" ={(3,2), (1, 3)} vaU= {(1,2), (3,3)}.

Luong hang nhd nhét trongcacd e U
bing h = x33 = min {160, 110} = 110.

Piéu chinh phuong 4n & Bang 2

Béng 2.7.

Tap hop & chon méi 1A T” =

3, 4)}.

Quay tré Iai thue hién Bude 1.

.6 theo (2. 8) ta dirge phuong én &

{1,2,(1,3),2 124,062,

Bing 2.7. Phuong 4n moéi va hé théng thé vi twong img

= 6

=0

U3=0

3 0 0 8
50 120
|0 9 10 0
130 70
10 -6 0 0
110 70
vi=0 V=06 vi=—=6 v4=0
Vong lip 2:

Budc 1. Hé thong thé vi méi twong tng voi tap hep 6 chon T’ dugc
ghi & Bang 2.7. '
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Bién dbi ma trin C’ ta nhan duge C” & Bang 2.8.
Bang 2.8. Bién d6i ma trgn cuéc phi C’ — C” = {¢’— i — v;}

|3 . 0 - 0 2
: 50 120
L 5 16 0.
130 70
10 0. 6 0.
110 70

Buéc 2. Do ¢on c”y; = -3 < 0 nén phuong én & Bang 2.8 chwa t6i wu.
Buée 3. O chonméi 146 (1, 1) vi ¢’y = min {¢”: (i, j) ¢ T} =3 <0.

Chu trinh tao nén béi & (1, 1) véi cac & thude T 1a C = {(1, 1),
(1,2),(3,2),(3,4),(2,4), (2, D}. Tirdo U' = {(1, 1), (3, 2), (2, 4)} v&
U ={(1,2),(3,4), (2, 1)}.

Lugng hing nho nhét trong céc 6 € U
bing h = x,, = min {50, 70, 130} = 50.

Diéu chinh phuong 4n & Bang 2.8 theo (2. 8) ta dugc phuong 4n &
Bang2.9. : :

Tap hop & chon méi 1a T” = {(1, 1), (1, 3), 2, D, 2, 4), (3, 2),
(3,4)}.

Quay trd lai thuc hién Bude 1.
Bang 2.9. Phuong 4n méi va hé théng thé vi twong img  ~ -

-3 0 0 2 l _ 3

50 120 ==

o 15 16 o |
80 120 |*°

10 0 6 0 0
160 _ 20 [™

v;i=0 v,=0 v3=3 va=0
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Bing 2.10. Bién d6i ma trin cude phi C” — C*” = {¢”; -

lo

3 0 5
30 120
10 15 13 0
80 120
10 0 3 0
160 20

Vong lip 3:

Ui = Vj}

Burée 1. Hé théng thé vi méi twong tmg voi tip hop 6 chon T”

duge ghi & Bang 2.9.
Bién d6i ma trin C” ta nhén duge C’” & Bang 2.10.

Budc 2. Do moi ¢ > 0 nén phuong an cho & Bang 2.10 1a t6i 1ru. -
Cude phi vin chuyén nhé nhat bang i, = 12140.

2.4. Mt s dang diic biét cita bai toan vin tii

1. Truong hpp chi cé hai trgm phat hodc hai tram thu

Bai toan vin tai (2.1) - (2.5) v6i m = 2 hofic n =2 ¢ thé giai rat dé
dang. Ching han, khi s6 tram phat bing 2 {(m = 2) ta ¢6 bang vén tai:

B;
b| b2 b3 bn-l bn
A
ai Ci Ciz €13 C1,n-1 Cin
az €21 C22 C23 C2,n-1 Can
r - “n £
o Tinh cac higu s6 o; = ¢z - ¢y

Sdp xép cac diém thu theo thir tir céc o; gidm dan: ji, ja, ..

Lan luot phén hang tir diém phat 1 cho céc diém thu theo thir tw trén

cho dén khi hét hang, Sau d6 phin hang tir diém phat 2 cho cac
diém thu con lai.
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Vi du 1 : Giai bai toan vén tai voi céc dif liu cho trong bang sau
(m=2,n="7).

B, .
10 | 12 | 15 | 18 | 20 [ 25 | 30
Aj
3 5 4 6 1 3 6
60
10y 12| 15| 18 5
8 9 7 8 2 3 5
70
15| 25| 30
a |5 4 3 2 1 0 -1

Cudc phi vin chuyén nhé nhét bing i, = 518.

Truong hop bii todn van tai chi ¢6 hai tram thu (n = 2) ta lam
tuong tu.

2. Truwimg hpp khiéng cin bing thu phat

Trudng hop ndy c6 thé qui vé truémg hop cn bing thu phét bang
cach thém vao mét diém thu hay diém phét gia nhu sau.

a) Trudng hop cung lém hon cau: Zai >Zb ; » ta thém mdt cot thu gia
il
v luong thu

-n

m
bn+1 = Zai - Zbl ) ‘
i=1 j=i

VA cion =0, Vi=1, 2,...,, m. Giai bai toan véi m diém phat vin + l
diém thu. Tuy nhién kh1 tim phuong an cuc bién ban diu ta phan phm
cac ct chinh trude, con thira mai den cft thu phy. Néu trong phuong 4n
t3i wu €0 X; n+y > O thi c6 nghia 12 diém phat A; dé lai lugng hang X; 1.

m n
b) Trudng hop cung nhé hon cau: z a; <Zb j » ta thém mét hang phat
i=1 il
gid v
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n m
B = ij - Zai
=l

i=}

VA Cmit1 j =0,vj=1,2,..,n Glal bai todn véi m + 1 diém phét vin
diém thu. Néu trong phuong an t6i wu ¢6 X ; j > 0 thi ¢6 nghia 13 diém
thu B; bi thiéu luong hang Xmq1 j.

Vi du 2 : Xét bai toan vén tai véi dit lidu cho trong Bang 2.11 a).
Téng cung bing 180, tng cAu bing 100. Cung vuot cau 180 - 100 = 80.
Ta thém vio diem thu 4 (diém thu gia) véi lwong cau = 80 va lap bang van
tai nhir & Bang 2.11 b). Dung phuong phép min cuéc ta nhin duoc
phucmg an t6i wu cho & bang 2.11 ¢) véi fmm =330. Do x14 =30, x34 =50

nén diém phat A, dé lai luong hang 30, diém phat Az dé lai lugng hang
50.

Bing 2.11. Bai toan van tai véi "cung” vugt "ciu",

40 30 30 40 30 80
4 5 70 | 6 4 5 0
3 2 40 8 3 2 0
5 6 50 7 5 6 0
1 2 20 5 1 2 0
a) b)
B;
" 30 490 30 80 ‘
6 4 5 0
70 30 10 30
8 3 2 0
40 10 30
7 5 6 13
50 50
5 | 2 0
20 20 _




Chwong 5 — Qui hoach tuyén tinh dang gic biét 1sp)°

3. Bdi todn tim cwce dai

Trong mét s0 tinh hufing thire tién ta can gidi bai toan tim cyc dai:

f= ic--x-- — max,

véi cac diéu kién (2.2) - (2.5) cha bai toan vin tai da xét ¢ trén. Bai
toan nay c6 thé dwa vé bai toan cuc tiéu hoa him - f véi cing cac rang
budc (2.2) - (2. 5) Tuy nhién ta cling ¢6 thé diing phuong phap thé vi de'
gidi ma khong cin dira vé bai toén tim min. Chi can thuc hién mdt s6
sira d8i nhu sau:

¢ Khi x8y dung phuong 4n cuc bién ban diu, ta vu tién phan "hang"
vao cac O ¢ ci; lon nhat.

¢ Sau khi qui khong "cudc phi” cic & chon, phuong 4n 13 5i wu néu
tat ca cac 6 loal déu ¢ cude phi < 0.

e Khi cin tim & chon méi (& budc diéu chinh phwong 4n) thi ta chon 6
loai ¢6 "cudce phi" duong 16n nhat.

Vidy 3 : Trong mét xudng ché bién c6 3 cbng nhan A, B, Cva 3.
cong viéc L, II, III. Ning suat l1am vige (tinh ra tién hodc san phim) cia
mdi cong nhin d6i voi mdi cong viéc duge cho & bang 2.12. Bai toan
ddt ra la : Tim cach giao m01 cong nhin ding mdt viée sao cho tong
niing suit dat duoc 13 cao nhit.

* Bang 2.12. Bai toan tim cyc dai

Cong viée
Ning | 11 m
- suat (1 (1) 1)
|Cong nhan _
A(l) 6 5
B (1) 4 5
c)y - _ 4 5 3

Bai toan nay c6 dang bai toan van tai, trong do cic noi phat 1 cac
loai cdéng nhdn va cac noi thu 14 cac céng viée; lugng hang 13 cong
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nhén. Phwong 4n cyc bién ban diu cho & bang 2.13. va la phuong 4n t6i
vu. Trong phuong én ndy ;

e Céngnhin A lam viéc L,

* (CoOng nhén B lam viéc 111,

¢ Cong nhédn C lam viéc IL
Bang 2.13. Phuong 4n tbi wu

Cong viéce

| I I
(D (1) (D
|Cong nhan
A(l) 6 5 4
1 0 I =0
B (1) 4 5 4
0 1 I'2:0
c 4 5 3
1 r;=10

sl=-6 §2=-5 83 =4

Chu y : bai toan dang ndy suy bién. : '
4. Bai todn vdn téi cé han ché kha niing thong qua

Bai toan ndy c6 dang nhu sau:
m

ZZCiiXij - min, ’ . (29)
i=t j=1 '

véi cac diéu kién
n

Yoxi=a,i=1,2,..,m, ' (2.10)
=1 - -
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m

Yx=byi=1,2,..,n, (2.11)

i=1
0<x§<dy,i=l,mj=1..,n (2.12)

Cac ky hi€u c6 ciing y nghia nhu trong bai toan (2.1) - (2.4). & day
dj 1a kha nang thong qua, biéu thi lwgng hang tdi da ¢é theé vdn chuyén
tir diem phat A, tdi di€ém thu B;.

: Chu ¥ 13 diéu kién can bing thu phat (2.5) chi 12 diéu ki¢n cén
(nhung khéng di) d€ bai todn (2.9) - (2.12) 13 giai duoc.

Bai toan vén tai ¢4 han ché _kha nang thong qua la mét truong hop
riéng cia bai toan qui hogch tuyén tinh voi bién bi chiin trén. Tuy nhién,
do bai toan ¢6 ciu truc dic bigt nén co thé giai nd theo cac phuong phap
riéng, hidu qua hon. Déng chu 14 thuit toan Ford - Fulkerson.

Y dai thé cia phuong phap nay nhu sau. Xudt phat tir phuong 4n
khong {chua vén chuyen hang), ta s& lan luot phén phéi hang tir cac
diém phat 161 cac dlem thu, theo nguyén tic wu tién du'cmg gan. Trong
qué trinh phéan phdi hang, diém phat ndo chwa phat hét hang s& dupc goi
1d diém phat thira, diém thu ndo chua nhén da hang s& goi la diém thu
thiéu.

O méi bude 13p, ta tim dudmg di c6 chi ph1 nthd nhat tir mot diém
phat thira t6i mot diém thu thiéu. Duong di nay bao gém mdt dy céc
diém phat, diém thu ké tiép nhau sao cho trén cac diém phat - thu lwong
hang vin chuyén chua dat t&i kha ning théng qua (4% dai cua doan xem
- nhur bang cudc phi van chuyen mét don vi hang trén doan d6), con trén
cac doan thu - phat thi lugmg hang van chuyén phai duong (46 dai cia
doan 13 s8 d8i cia cude phi van chuyén mét don vj hang trén doan nay).

Tiép d6, ta xé4c dinh kha nang thong qua cua dudng di ngan nhat
vira tim durge, d6 14 s6 nhé nhét trong sO cac kha ning théng qua con lai
trén cic doan phat - thu (46 dai dwong) va lwgng hang vén chuyen trén
cac doan thu - phat (46 dai &m). Thém kha ning théng qua ndy vao cic
doan phét - thu va bt di & cac doan thu - phat. R3i chuyén qua bude 1ap
sau.

Qua trinh nay dugc lap lai cho t&i khi moi diém phat déu phat hét
hang va moi diém thu déu nhan da hang, hodc tdi khi phat hién mang
khong du kha nang véan chuyen toan bd hwong hang c¢o ¢ cac diém phét
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toi cac diém thu (do kha nang thdng qua cia cic doan nhé hon so véi
nhu cdu vén chuyén). Trong tru(mg hop thit nhat ta thu dugc 1o gidi cia
bai todn (2.9) - (2.12): phwong 4n van chuyén dat chi phi nhé nhat.

Ban doc mudn tim hiéu k¥ vé thudt toan Ford - Fulkerson co thé
xem [8], [10].

§3. PHUWONG PHAP SO DO MANG PERT

3.1. Ngi dung vén dé

Trong cong nghiép, xdy dlrng va trong nhiéu linh vuc hoat dong
khac, cdc dir 4n hay cong trinh mudn hoan thanh dé1 héi phai tién hanh
mét khdi heong 16m céc cdng viée, ké tiép va song song xen k& nhau
theo mft trinh tw phitc tap : mbi vigc chi o the bit dau san khi mot sd
viéc nao d6 di hodn thanh. Vi viy, ké hoach tién hanh du 4n phai dugc
soan thio mot cach ky ludmg, tinh ton thét ti mi thi méi co thé hoan
thanh todn bd dir an dung thdi han va véi chét hrong cao.

Dé giup giai quyét van dé nay ¢ cac cong cy ra doi tir cudi nhiing
nam 1950, dya trén viéc sit dung ly thuyet d6 thj va Iy thuyét mang.
Péng chu § hon ca 1a k§ thuat danh gi4 vi kiém tra dyr an PERT (viét tit
cua Program Evaluation and Review Technique) va phuong phap dudng
gang CPM (Critical Path Method). V& sau ca hai k¥ thuat nay duoc két
hp‘p lai v6i tén goi chung la phuong phap so d6 mang PERT. P6 13 mét
cong cy hiru ich giup 1dp ké hoach va.quéan 1y cic dyr an 1ém, phirc tap
mét cach ¢6 hiéu qua.

Muc tiéu chinh cia phuong phap nay 1a danh gia kha ning hoan
thanh dl,r 4n trong thdi han dinh truée. N6 giup phat hién nhing viéc
trong diém (con gol 12 viéc "ging"), cin tap trung chi dao dé dam béo
thye hién dung tién d6 dé ra. Phirong phap nay con glup danh gia anh
hudng cia nhl.rng thay déi trong qua trinh thire thi dy an. Chang han,
anh hudng cua viée chuyén mot phin vat tu, phuong tién tir nhilmg cdng
vige tam thdi chua giing sang cac viéc giing hodc anh hudmg ciia nhimg sai
léch so véi tién d6 chung ...

Cu thé hon, gia sir ta cén thyre hién mot du an nao d6. Dl,r 4n gbm
nhiéu cdng viéc khac nhau. Cho biét:
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Trinh tu thuc hi¢n cac cong vigc: cOng viéc ndo cod the lam ngay,
cong viéc ndo phai 1am sau khi d3 hoan thanh mot s& cong viéc

khac, .

Théi gian can thiét d€ hoan thanh mbi cdng viéc.

Vin ¢ dit ra 1a tinh todn c4c chi tidu thoi gian sau déy:

a) Thoi han sém nhét dé hoan thanh toan bd du-4n?

b) Thoi diém bit dau sém nhat va mudn nhit cia mbi cong viée sao
cho toan b¢ dir 4n dugc thuc hién trong thdi han dd tinh & théi
diém trén?

¢) Thoi diém két thuc sém nhit va muén nhét cia mdi cong vise?

d) Thoi gian dy trit ciia mdi cong viée, nghia 13 khoang thm gian t01

da ma cong viéc c6 thé cham trd hojic kéo dai nhung vin khéng
anh hudng gi ti théi gian hoan thanh toan bd du 4n?

Str dyng phuong phap PERT ta c6 thé dé dang giai quyét cac vén

dé néu trén.

3.2. Co ciu ciia so d6 mang

1. Pinh nghia so d6 mang

Tap hop cac diém (goi 12 cac dinh) va cac mili t€n (goi 1a cac cung)

dwoc goi 13 mft so 36 mang néu chung thod man céc diéu kién sau:

a} Gitta 2 dinh c6 khéng qua 1 cung ndi hcn ngurge lai méi cung
phai lién két véi 2 dinh nao do. Cung ndi dinh i voi dinh j, ky
hiéu 14 (i, j), trong d6 i goi 1A diém géc vaj goila d‘tem ngon.

b) Piém gbc va dlem ngon ciia mbi cung khéng tning nhau.

¢} Mét diy cac cung ndi tiép nhau thi khong bao gid diém ngon
cia cung cudi cﬁng lai tring voi diém gdc cha cung déu tién.
Mot day nhu vay goi 14 dwong di.

d) Giita 2 dinh bao gid¢ ciing c6 mt déy cic cung néi lién.

e} C6 1 dinh chi toan cung di ra (goi 1& dink khoi céng) va cé 1

dinh chi toan cung di t&i (goi 12 dink két thuc) cac dinh con lai
thi c6-ca cung di ra va cung di téi.

f) Mai cung (i,j) déu co twong tmg 1 s8 t, goi 13 d6 dai ciia cung do.
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Hinh 3.1. Mt so d6 mang.

Vidul:

D6 dai cia duomg di p trong so d6 mang 14 tdng d6 dai cua cac
cung thuéc duong di d6, ky hidu 13 L(p).

Lw= 3 t;.

(i.j)ep
2. l’nghi'a thyc té ciia so d6 mgng :

So 46 mang dung d€ biéu thj mét qua trinh thuc hién mét du 4n
(project} nao 4o, ching han thyc hién viéc xdy dymg mot nhd may, mét
chiéc céu ... Trong so dd mang, dinh biéu thi su kién, cung biéu thi cdng
viéc. Chﬁng han, trong xay dymg : mong da xdy xong 14 su kién, no 1a
sir kién biéu thi sy bit dau cia cong viéc xdy tudng; tuong da xay xong
1a su kién két thuc viéc xdy tudmg va 13 diéu kién dé bit ddu cdng viéc
khac,

Moéng dd

Tudng da

xay xong Xay tudng x4y xong

Y

Hinh 3.2. .
M4t sir kién dupce goi 12 hoan thanh khi moi cong viéc din t6i né
hoan thanh, _
Ghi chu : Trong so a6 mang ¢6 2 yéu té logic la cdng viée va su
kién. Céng viéc cd thé hiéy :

o Mot viée lam thét sy (cé thé gc‘;m nhiéu viéc nhé hodc mét bd phan
cuia mot viée 1on ndo do), tirc 1a turong g voi n6 ca chi phi vé thoi
gian va tai nguyén; duoc bidu thi bing cung lién nét.
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o Mot su cho dcn nao do (ch& son khd, ché bé tong da cucmg dd ...},
co chi phi vé thoi gian nhung khdng ¢6 chi phi vé tai nguyén; ciing
biéu thi bing cung lién nét.

* Dung daé phan anh trinh tir logic cua céc cong viée, khdng co chi phi
vé thoi gian 1an tai nguyén (cong viéc gia); biéu thi bang cung rdi
nét.

Vi du 2:

* Néu c6 cong viée d chi cho dgi cic cong viée a va ¢, con cong viée e
thi cho doi ca a, b, ¢ thi ta biéu dién nhu Hinh 3.3-a.

e Néu cong viéc d ché doi a vi ¢, con e thl chd doi a va b thi ta biéu
dién nhu Hinh 3.3-b.

Hinh 3.3-a Hinh 3.3-b
3. Vai quy tdc thuc hanh dé Igp so 46 mang :

Quy tidc 1 : Néu 2 hay nhiéu cong viéc cung lam song song (clng
s kién khéri cong va két thuc) thi ta xir 1y nhu sau ;

¢ Néu tinh chit cic cong viéc nhu nhau hoic trong thuc té khong thé
lam tach nhau thi ta gp chung lai thanh mdt viéc duy nhéit vi biéu
thi chung thanh 1 cung.

a

dugc thay biing OWPO

e Néu tinh chit cic cdng viéc khéc nhau, khéng thé gop chung lai thi
ta phai thém vao dinh méi va cung gia.
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Quy tic 2 : Néu mét nhom cong viéce cd lién hé v&i nhau ma khi
biéu dién trong so dé mang né tao thanh mdt mang con (c6 su kién bit
dau va két thuc) thi ta cé thé biéu dién gop lai thanh mdt cung duy nhit,
néu viéc gop lal nhr viy khong lam cho so 6 mang tré nén qué thé so.

durge thay bin &
Cung méi tao thanh cé d9 dai 1a d¢ dai ciia dudng di dai nhit trong
mang con do.

Quy tiic 3 : Chia nho cong viée. Gia sir :

. cong viéc a c6 thé bit ddu khi hoan thanh duoc 1/5 khéi luong cong
viée x,

o cong viéc b 'c6 thé bit ddu khi hodn thanh duge 1/2 khdi luong cong
viée X,

o cong viéc ¢ ¢ the bat dau khi hoén thanh dwoc 4/5 khdi luong cong
viée x,

1

 cong viéc d, e c6 thé bat ddu khi hoan thanh céng viée x.

a ¥ b c)_‘, : di :
x/5 €

3x/10 7 3x/10 x/5

Hinh 3.4-a : sai Hinh 3.4-b : Pung

Quy tic 4 : Néu c6 mét dinh nao do khéng phéi dinh khai cong
toan bé ma lai c6 toan cung di ra ta phai thém 1 cung gia ndi tir dinh
khéi cong toan bd dén dinh dy. Néu c6 mét dinh nao d6 khdng phai dinh



Chwong 5 — Qui hoach tuyén tinh dang dac biét 123[M)°

ké} thuc toan bd ma lai c6 toan cung di toi ta phai thém mét cung gid
ndi tir dinh 4y dén dinh két thuc toan bé.
4. Céch dinh 56 cdc dinh (su kign) :

Sau khi di lap so 46 mang, dé tién tinh toan cac dinh cin phai duoc
d4nh s8 theo quy tic sau : Dénh s8 1 cho sur kién khai céng toan bd; sau
d6 xo4 dinh d6 va cac canh di khéi nd, trong phén con lai ta dénh s6 2
cho dinh nao chi g("im toan canh di ra, néu cé nhiéu dinh nhu vay ta
danh s8 14n hrot 2, 3,... tuy §. Tiép tuc qué trinh d6 cho dén khi danh sé
duge hét moi dinh. |

Vi du 3 : So ¢ mang & Hinh 3.5. ¢6 cc dinh d3 dugc ddnh sb.

Hinh 3.5

Vi du 4 : Gia sir dy 4n x4y dyng mot ngéi nha gém 15 loai cong
viéc khac nhau. Trinh' tir va thai gian thue hién cac cong vige duge ghi
trong Bang 3.1 (cac s6 liéu co tinh udc 1€).

Bing 3.1. Dur 4n x4y dyng mét ngdi nha

Trinh i Thoi gian
Stt Ten cdng viéc tién hanh hoan ‘Ehanh
(ngay)
1 |a:Lamduomgtam - 2
2 |b: Pao dét - 4
3 |c: Cho vitliéu sau a 3
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4 |d:Lam moéng : sau b, ¢ 10 |
5 le: Xay tuong - | saud 15
6 |f:Lam mai, trn, cira  saue 10
7 |g:Lép duong éngthdingodinha | saue | 4
8 Ih: Lip dudng nudc trong nha sau g 5
9 i:Lap dur'n.lg. dién trong nha sau € 7
10 |j : Trat tuéng, quét v6i ngoai nha | sau f,h,i 4
11 |k: Trat tudng, quét v0i trong nha sau h, i 6
12 [1: Lip cira, 14t nén _ sau k 6
13 |m : Trang tri noi that sau k 10
14 |n : Lip dit thiét bi, d6 dac nha ‘sau l,adb 5
15 |o : Lam hang rio, cong, san vuon sau} | 8

Ta 1ap mjt so &6 mang gém 13 dinh, dénh s8 tu: 1 dén 13 (dinh 1 1a
khdi cong, dinh 13 14 hoan thanh). S8 cung trong mang 13 15 + 2 = 17
(c6 2 viéc gid) : xem Hinh 3.6. Chang han, dinh 3 chi sy kién hoan
thanh viéc dao dat va cho vat liéu, dinh 8 chi sy kién hodn thanh viéc
lAm méi, tran, cira va ldp dit Xong céc ducmg dién nudc; cung (4, 5)
biéu thi viée xdy tudng, cung 9, 12) biéu th1 vi€c trang tri ndi that, v.v..
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@ Khdi cong
a: 2

1:6

_________
""""""

: é Hoan thanh toan bd
Hinh 3.6. So 46 miéu ta dir 4n xiy dung ngdi nha
3.3. Phén tich s¢' 4 mang theo chi tiéu thai gian
1. Chi tiéu théi gian ciia cdc sw kién '

~ Truéc hét ta tinh mot s6 chi tiéu thoi gian lién quan.dén cac sir kién
(dinh):
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a) Thoi diém s6m nhit xudt hign sy Kién thi j : t3
- Pitt] =0, khi d& xéc dinh céc t; voii<j thi xdc dinh t] boi .cﬁng
thac:
tj=max{t] + t; v6i (i, j)e U }, ’ ‘ (3.1)
trong do t; 14 thei gian can dé lim xong vie (i, j) va U7 1a tap hop
céc cung di t&i dinh j. Bang cich d6 ta lan luot xac dinh dwoc tat ¢d cic

t:. Duong nhién t} 13 thoi han sém nhét hoan thanh toan bd dir an.

Co thé thiy ring : t} = L(A)), trong d6 A; 1a dudng di dai nhdt tir
dinh 1 dén dinh j (nghia 13 sy kién thi l chi xudt hign khi tAt ca moi
cong viéc trén moi dudng di trong so dé tir dinh 1 dén dinh j déu d3
hoan thanh). '

Xét lai vi du 4, ta_cé: X

=0, 5=t+t,=0+2=2;

t3 = max{t] +t;5,t5.+ty;} =max{0+4,2+3}=5;
t=t5+ty, =5+10=15, v.v...

th = thy = max{t]; +t; 3,15, +ty55 = 60.

nghia 14 thdi han sém nhit dé hoan thanh dy 4n ndy 13 60 ngay.

b) Théi diém mugn nhét xudt hién sy kién thiri: t™.

Dé bao dim hoan thanh du 4n trong thoi han sém nhit t5 ta dit
tp = t,. Khi 3 xdc dinh cic 1’ v6ij > i thi x4c dinh t]" béi cong
thixc:

t:nz min {t;n - tij}, 3.2)
(i.eV;

trong 46 U} 1a tap hop céc cung di khéi dinh i.
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C6 thé thiy rang : t™ =t5 - L(T}), trong 46 T 12 dudng di dai nhét
tir dinh j dén dinh n.
Xét lai vi du 4, ta ¢o:
t;‘; = tfg‘ = 60, t{g = t;g —t12,|3= 60 - 5 = 55; t;r: = t{g ""'t”,u
=60-8=52; '
tlﬂ —tl2“"t1012 55 0 55
tiy = min{ts —tg 10, t — to,2} = min{55—6,55-10} = 45

Ghi chu : Dé cho tign cho vigc khao sat vé sau, mbi Swkién trén so
d6 mang dupc bidu thi bang mét vong tron chia 1am 4 phéan nhur sau:

w chi s§ dat max trong cong thitc

tf=max g+ tij (GDEV;Y.
¢) Thei gian d;r triv clia s kign i :

Hiéu s6 d; = P @=1,2,.,n) goi la thoi gian dur trit clia su

ki¢n i, n6 cho biét thm glan t6i da ma sw kién i ¢co thé xuét hlq:n chdm lai
nhung khong dnh hudng dén thoi diém xudt hién cac su kién sau va
khéng kéo dai thoi han hoan thanh toan bd dir an.

Nhitng s kién i ¢6 thoi gian dy trix d; = 0 goi 1a sw kién ging. RS
rang s kién 1 (khoi cong) va su kién n (hoan thanh) bao gid ciing 1a su
kién ging.

2. Chi tiéu thoi gian cia cdc cong vige :

Dura vao céc chi tiéu thoi gian di tinh & trén, ta tinh mét s6 chi
tiéu thé gian lién quan dén cac cong vigc.

a) Thoi gian dy trit cita mdi cong viée :
Ta goi hiéu s6 dj= tT — ] —t;; 14 thoi gian dy trit ciia cong viée (i, j).
Xét lai vi dy 4, ta co:
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Cé thé thiy ring d;j = 0, v&i moi cong vige (1,))-

Nhimng cong viéce (i, )) co dij = 0 goi la cong viéc gdng.
khoang thoi giari chénh léch giita t; va thoi han cta dudng di dai nhét
tir dinh 1 dén dinh n qua cng viéc (i,)) (T4t ca cac cong viéc trén dudng

di dai nhat tir dinh 1 dén dinh n qua cong viéc (ij) ¢ tong thi gian dy
trit 1a dy).

b) Dy trit riéng cita mbi cong viée :
Ta goi djj = max{0,t] —t" —t;} 14 thoi gian dir trit riéng hay thoi

gian duw trie doc Zap clia cong vige (i, j), d6 1a khoang thai gian t6i dama
- cdng viée (i,)) c6 thé kéo dai nhlrng khong anh huorng dén thoi diém bit
dau sém nhét cia cac cong viéc ngay sau cong viéc do, bat ké thoi diém

két thuc chia cac cong viée ngay trude d6. C6 thé thdy rang 0 < dij <d;
va dirj ={ v&i cdng viéc (i,)) 13 gang.
Xét lai vi du 4, ta co:
13 =max{0,t5 —t]" —t,3} = max{0,1} =1,
dg; = max{0,t5 —t7' —ts;} = max{0,39~30-71}=2,...
¢) Dyr trir chung cta cdc cdng viéc :

Ta goi hiéu sd dﬁ =d; —dirj ta thot gian dy trit chung cia cong viéc
(1,j), 46 1a khoang thoi gian dyr trit duge sir dung chung cho caq cong
viéc trén dudmng di dai nhat tir dinh 1 dén n qua (i,5).

d) Puding gang :

MGt dudng di tir dinh 1 (khéi cong) dén dinh n (hoan thanh) goi la
duong gdng, néu mei sy kién va moi cong vige trén dudmg di ay déu la
gang. Ching han, trong vi du trén thi cac sy kién 1, 2, 3, 4,5,6,7,9, 12,

13 1a ging, cac miii tén ddm nét 13 viéc gang Trong so 46 v& ¢ hinh 3.6,
dudmg ging dugc biéu didn bing cac miii tén ddm nét.

Néu xem ti; nhu d6 dai cna cung (i, j) trén so dd mang thi ta ¢6 thé
dé dang chimg minh céc tinh chit sau diy cia du'cmg ging:
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» M3i so d6 mang c6 it nhdt mot duong ging (néi chung, c6 thé co
nhiéu). . |
 Duong ging 13 dwdng di dai nhdt trén s6 d6 mang (tir dinh 1 dén

dinh n). Nguoc lai, moi duong di dai nhat trong so 46 mang (tir dinh
.~ 1 dén dinh n) déu la duong ging.

e Mot sy kién hay cong vi¢e ging déu co it nhit mot dudng ging di |
) qua.. Péng thdi mot s kién hay cong v1ec khéng ging khong thé
nam trén dudmg ging.

3. ¥ nghia thyre tién ciia phirong phép PERT

Muén toan b3 dyr 4n khéng bj kéo dai thi nhtmg cong viéc ging
khong duoc phép hoan thanh chim tré, con cac cong viéc khdng ging
thi cé the cham tr& hodc kéo dai ddi chut (trong pham vi thdi gian du
trit) ma vin khéng anh huéng gi dén thai gian hoan thanh dyr an.

Dong thoi muon rut ngan thdi gian thie hién du: 4n thi nhét thiét
phai rut ngin mot s6 cbng viéc ging, cic cong viéc khéng gang du co
rut ngin thoi gian hoan thanh cia chung ciing khéng thé rut ngin thai
gian hoan thanh toan bd dwr an. '

Vi thé, trong chi dao thrc hién dy 4n cén tip trung chu ¥ vao céc
cong vige gang (s6 viée ga.ng thuémg chiém ti 16 khong 1én trong tong
80 cac codng viée, dic biét d6i véi cac dir an 1dm), tim moi bién phap dé
bac dam cho cic cong viéc d6 dugc hoan thanh dung ky han. C6 nhu
viy toan b3 dy 4n mdi duoc hoin thanh dung k¥ han. D6 chinh 13 ¢
nghia thuc tidn cia phwong phép so 6 mang PERT hay phuong phép
duong ging dugc trinh bay & trén.

Dura vao so d6 mang ta cdn ¢6 thé tién hanh mét s6 tinh toan ti ui
nhu: )

* Vi thoi han hoan thanh du 4n ¢4 dinh trude hay t6 chirc cic cong
vigc d€ dam bao chi phi la it nhét (cpc tiéu gia thanh céng trinh),
hodc dém, bao yiéc sit dung nhan lrc, vat tu, thiét bi duoc binh 6n va
¢ murc thip nhat.

s Vi tong chi phi ¢6 han hodc véi nhip & cung cap nhén lyre, vat tu,

thiét bj di biét trrdc hiy bd tri cac cong viéc sao cho hoan thanh
toan bd du an trong thdi han sém nhét.
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Huéng chung dé giai quyét ca hai bai todn nay 13 tip trung sy chi
dao vao cac cong viée ging, diéu chinh mot phf’in nhén lire, Vit tir & cac
cdng viéc khong ging sang cho cic cong viéc ging, nhim rut ngin thai
han chung. V& mit toan hoc cé hai vin d8 trén déu co thé gidi quyét nho
ding 1y thuyét qui hoach tuyén tinh.

BAI TAP CHUONG 5

1. Dung phuong phép xit 1Y bién bi chin trén néu & §1 giéi céc bai todn
qui hoach tuyén tinh sau day:

a) f=-x%x;—3x;+2x3 = min,
(%-2x3 £ 1,
2x1+ X2+2x;3 S 8,
X1 < 1,
< X2 < 3,
X3 < 2,
LX]ZO, xz.z 0, x3=0.
b) f= — 2%, — 3%3 + 2x3 — 5x4 —> min,

X1 +2%X2+ X3+2x4 < 5,
2x; +2x3 - 3x3+4x4 < 8,
0<x;21vdij=1,2,3,4.
¢) f=2x; +5x2+3x; +4x4 + X5 —> max, |
x|+3x2+2x3+3){4+ Xs < 6,
4x1+6x2+5x3+ x4+ x5 < 15,
0<x<1 véi j=1,2,3,4,5.
d) f=3x;— x3 +2x3 — min,
X1+ X2+ x3 = 15,
X2+ x3 2 10,

0<x<10,0%,<5,05%3<6.
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2. Chimg minh bai toén vin tai (2.1) — (2.5) bao gio cling c6 phuong
an t01 wu.
3. Giai bai todn van tai v&i dit 1iéu cho & cic bang sau :

a)

Bj '
NERERERUIR
w0 11371
5 T2 1423
7 161541
b)
B;
|20 25|30 | 15
20 4512
20 |3 41738
30 [ 216193
¢)
B;
AN |40 | 30| 20 | 50
30 317146
20 416215
0 (11517138
d)
ABJ' 30 | 20125 | 35 | 40
i
R BT7 T8 T2 112 |
20 [ 511005 |1l
40 1105 317 14
0 T e T3 T2 1110

4. Gidi cac bai todn sau :

a) Mot cong ty van tai bién cin 110 ngudi dé b tri 10 may trudng,
25 tho méy 1, 30 tho may 2 va 45 tho may 3. Phong té chirc
cong ty tim dugc 90 ngudi, gdbm 25 k§ su may, 20 trung cip k¥
thudt va 45 c6ng nhan. Phong 1 chirc dénh gié kha ning cia can
bd theo cOng viéc nhu & bang sau:



MI° 132 Chwong 5 — Qui hoach tuyén tinh dang dic biét

Cong viéc| ~ Hé s8 danh gia nang lye (q;)
ggggn miy |mdyl| miy2 | may3
bd trwdng
K§¥ su 5 4
Trung cip 3 5 4
Cang nhin 0 1 5

Viy cdn bé tri sao cho sir dung hét niing lirc cila moi ngudi.

Ghi chu : gia thiét danh gia ning luc cin bd theo thang diém 5, tirc
1a q; = 5: c4n bd i ¢o ning luc hoin thanh xuft sic cong viée j, g =
4,3,2,1 tuong ung voi cac mirc d§ khéc nhau, coén g; = 0 12 can b i
hoan toan khéng thé lam cng viéc ).

b) Mot @61 lam rau gom 23 lao dong nit, chia 1am 3 loai : loai A va
B ¢6 10 ngudi; loai C ¢6 3 ngudi. D6i d6 cin bé tri 3 nguoi di
hi rau, 8 ngudi lam ¢ rau va 12 ngudi trong rau. Niing suit lao
dong cla ting loai dugc cho trong bang sau:

viéc
- A ,s + .3 A
nang suat hai rau lam cé trong rau
(thude/ngdy) - (3) 8 (12)
lao dong -
A (10) 2 . 10 9
B (10) 1,7 9 9
C(3) 1,6 . 10

Vay phai phan cong nhu thé nao dé ning suét dat dugc cao nhét,

¢} Theo ké hoach clia mdt hop tac x&, trong mdt vu Pong xuén sé
trong 130 sdo hoa mau gém 62 sio ngd, 30 sao khoai va 38 sdo
ca chua trén mot bii rong 130 sao, chia lam 3 loai dat 38 $20
dat thit, 50 s&o dit cat bdi vé 42 sao dat pha cat. Nang suat thu
hoach ciia mbi loai cy trong trén mdi loai ddt dwoc cho trong
bang sau :
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cay
ning suat ngo khoai ca chua
(ddng/sao) (62) (30) (38)
dit
thit (38) 22 40 67
pha cat (42) 17 36 52
cat bdi (50) 26 44 0

Hay dit ké hoach phan phéi dat trong dé thu hoach duoc nhiéu nhat ?

Ghi chu' : Ning sudt trong ca chua trén loai dét cat boi bang 0,
nghia la trong ca chua trén loai dat d6 thi thu hoach rét it khong dang
Ké.

d) C6 hai di, mdi ddi 5 nguoi thi ddu bong ban véi nhau. Do kinh
nghiém choi, nguoi ta dy doan xac suat thing cudc cuia mdi dau
thu déi I véi céc dau thu ddi II cho & bang sau :

Cac dau tha d6i I co quyén chgn d4u véi cac ddu tha doi II Ha;,r
dung vé phla doi I sap xep cac dau thu ctia dfi nay sao cho xéac suat
thing cudc cua toan ddi 1a cao nhat.

Ghi chu : A du voi B trong 5 van, A thing 3 véan thi ta bao xac
suit thiang cudc cua A 1a 3/5 = 0,6.
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5. Lap so dd mang, tinh céc chi tiéu thdi gian, xéc dinh dudng ging
chia cac dir an gdm céc cong viée sau :

a)
Cong vige Thoi gian Trinh ty tién .
(thing) hanh
Y1 4 lam ngay
¥2 8 lam ngay
Y3 5 lam ngay
- Y4 6 lam sau ys3
¥s 10 lam sau y;
Y6 2 lam sau yz
Y7 lam sau yg, y1
b)
Cong viée | Thoi gian (tudn) | Trinh tyr tién hanh
yi L5 lam ngay
y2 0,5 lam ngay
Y3 0,5 lam ngay
V4 2 lam ngay
¥s 0,5 lam sau y,
Y 0,5 lam sau ys, ¥5
¥7 1 lam sau ys, ys
v8 1 lam sau y4, y7
c)
Cong vige Thoi gian (thing) | Trinb tyr tién hanh
a | ‘1am ngay
b 10 lam sau a
c 1 lam sau b
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d 2 lam ngay

e 3 lam sau d

f 2 lam sau e

g 4 lam sau f
h 2 lamsauc, g
i 8 1am ngay

) 1 lam sau i

k 2 lam sau j, h

d)
Cong viéc | Thoi gian (ngay) | Trinh ty ti€n hanh

a 4 lam ngay

b 6 lam ngay

c 2 l2m sau a

d 5 lam sau a

e 2 lam sau b, ¢
f 7 lam sau b, c
g 3 lam sau d, e

€)
Cong vide | Thoi gian (tudin) | Trinh tyr tién hanh

yi 2 lam ngay

2 4 lam ngay
¥3 3 lam ngay

Ya 5 lam sau y,

¥s 4 _ lam sau y,

Y6 6 lam sau y,
¥7 3 lam sau v, y4
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yg 11 lam sau y;
Y9 4 lam sau s, y7
Yio lam sau ys.
Cong vifc Thoi gian (tuin) Trinh tyr tién hanh
i 4 lam ngay
Y2 4 lam ngay
V3 3 lam ngay
¥4 6 lam sau y;
| ¥s 3 lam sau y;
V6 5 lam say y3
y7 2 lam sau y,, s
Vs 6 lam sau ys, ys
Yo 7 lam sau ys, ys
Yio 5 lam sau yq, y7
Yii 2 lam sau yy, y7
Y12 4 lam sau yy, ys
Y13 3 lam sau ys, ys, vio
Yia 5 lam sau yg, ys, Yio,
yis 1 lam sau yo, yi1, y13
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