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Lol ndéi eeu

De gop phan d01 moi cong tac dao tao va bdi dudng gido vién tiéu hoc, Dy 4n Phat trién

gi4o vién tiéu hoc da td chirc bién soan cac modun ddo tao theo chwong trinh Cao ding
Su pham va chuong trinh lién théng tir Trung hoc Su pham 1én Cao dang Su pham. Bién soan
cac modun nham nang cao nang lyc chuyén mon, nghiép vu, cp nhat nhiing ddi méi vé noi
dung, phuong phéap day hoc va kiém tra, danh gia két qua gido duc tiéu hoc theo chwong trinh,
sach giao khoa tiéu hoc méi.

Diém méi cua tai liéu viét theo modun 1a thiét ké cac hoat dong, nham tich cuc hoa hoat dong
cua nguoi hoc, kich thich 6¢ sang tao va kha nang giai quyét van dé, tu giam sat va danh gia
két qua hoc tap ctia ngudi hoc; chu trong sir dung nhiéu phuong tién truyén dat khac nhau (tai
liéu in, bang hinh,...) gitip cho ngudi hoc d& hoc, dé hiéu va gay dugc hing thu hoc tap.

Mbdun Cdc tdp hop s6 do nhom téc gia truong Dai hoc Su pham Ha Noi bién soan.
Moédun Cadc tap hop s6 6 thoi luong béng bdn don vi hoc trinh, bao gém 3 chu dé:
Chii dé 1: Cau triic dai s6
Chui dé 2: S6 tu nhién
Chui dé 3: Tap $6 hitu ti va tdp 56 thuc

Lan déu tién, tai liéu duoc bién soan theo chuwong trinh va phuong phap méi, chic chin khong
tranh khoi nhiing thiéu sot nhat dinh. Ban diéu phdi Dy an rat mong nhan duoc nhiing y kién
dong gbép chan thanh cta ban doc, dac biét 1a doi ngli gidng vién, sinh vién cac truong
Su pham, gido vién Tiéu hoc trong ca nudc.

Xin tran trong cam on!

DU AN PHAT TRIEN GIAO VIEN TIEU HOC
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Muc tiéu
A. Kién thuc

— Gitlip cho nguoi hoc nam vimg duge nhiing cau trac dai s6 co ban d6 1a cau triic nira nhém,
nhom, vanh va truong.

— Trén co s& nam vitng nhitng cAu trac trén, tién téi hinh thanh nhitng ¥ twong méi dé tiép
can voi toan hoc hién dai va dé biét cac cu truc cua cac tap hop s6 & Tiéu hoc.

— Gilip nguoi hoc thdy duoc su phat trién khong ngimg ctia toan hoc theo dung quy luét phat
trién 1 tir triee quan sinh dong dén tw duy trivu teong va tir tw duy trivu tuong van dung vdo
thuec té.

B. Kinang

— Kiém tra duoc mot "phép toan" di cho c6 1a mot phép toan hai ngdi khong.

— Kiém tra dugc mdt tip hop vai cc phép toan c6 1a nira nhém, nhom, vanh, truong hay khong,

— Kiém tra dugc mot tap da cho c6 1a nra nhém con, nhém con, vanh con, trudong con
hay khong.

— Kiém tra dugc mdt anh xa da cho c6 1a dong cau, don cau, toan cau, dang cau hay khong.
— Kiém tra dugc hai nhom, vanh, trudng c6 dang cau voi nhau hay khong.

C. Thai d6

— Can nam virng dugc cac dinh nghia chinh xac cua khai niém.

— C6 lién hé véi thuc té chuong trinh Toan & Tiéu hoc.

D. Gié6i thiéu cha dé 1

STT Tén tiéu chu dé Trang
1 Phép toan hai ngbi 9
2 NCra nhém va nhém 19
3 Vanh va trwdng 36

Moi quan hé giira cdc tiéu chu dé trong toan bo chu de:
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+ Tiéu cha dé 1: La phan chuan bi cac kién thic vé cac phép toan hai ngdi va nhiing tinh chit
ctia chiing, dung dé xay dung cac cdu tric dai sé ¢ tiéu cha dé 2 va 3.

+ Tiéu chu d& 2: Gi6i thiéu hai céu tric dai s6 co ban nhat d6 1a nira nhém va nhom, trong do
mot tdp hgp duoc trang bi mot phép toan hai ngoi.

+ Tiéu chu d& 3: Xay dung cdu trac dai s6 mot tdp hop c6 trang bi hai phép toan hai ngoi.
Nhiing ciu tric dai s6 ndy dic biét hon so véi cau trac dai sé ¢ tiéu chu dé 2.

Ca hai tiéu chu dé 2 va 3 co su gin két chat ché voi nhau, ¢6 dan bai gidng nhau nén nguoi

doc dé& theo dbi.
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Tiéu cha dé 1.1. Phép toan hai ngoi

Thong tin co bin .

1.1.1. Nhac lai vé khdi niém danh xaq

1.1.1.1. Dinh nghia
Cho hai tap hop X va Y. Mot anh xa tr X dén Y, ki hiéu 1a f: X > Y hodc Xi)Y , la mot
quy tic dat trong tng mdi phan tir x € X mdt phan tir duy nhit y € Y. Phan tir y duoc goi 1a
dnh cta x qua anh xa f va ki hiéu 1a y = f(x). Tap hop X duoc goi 1a tdp nguon hay tdp xdc
dinh cua f; tap Y dugc goi la tap dich cua f.

Chii y. Nhiéu khi dé chi rd quy tic ctia anh xa ftir X dén Y ta con dung ki hi¢u sau day:
£ X->Y
x a f(x).
x a f(x) chi & quy tic cho biét anh ctia mdi phan tir x qua anh xa f 1 nhu thé nao.
Cho f va g 1a hai anh xa tur tap X dén tap Y. Ta noi réng anh xa f béng anh xa g, ki hi¢u Ia
f=g, n€u va chi néu véi moi x € X thi f(x) = g(x).
Vidul.l:
Nhiéu ham sé ma ta gip trong chuong trinh toan pho thong 1a nhitng anh xa tir tip con ctia tap
cac so thuc R dén R. Chéang han:
— Cho a, b 12 hai s6 thuc bat ki, a # 0. Tuong quan ham s6 bac nhat y = ax + b la mot anh xa
tor R dén R. Nu dét tuong ting moi x € Rs?y=ax+b € R.
ffR—> R
x a f(x)=ax+b.
— Tuong tu ta c6 cac anh xa sau:
gR—>R
xa gx)=x"+2x+2.
h:R—>R
xa 10%
: R" > R, R"1atap cac s thuc duong.
xa lIgx.

1.1.1.2. anh va tao danh
Cho f: X — Y 1a mot anh xa tur tap X dén tap Y. A 1a mdt tap con cua X va B 1a mot tap con
cua Y.

Tap f(A)={y e Y | Ja e A, f(a) =y} dugc goi la anh cua tap A qua anh xa f.
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Tap f!B)={xeX | f(x) € B} duogc goi la fgo anh cua tap B qua anh xa f.
1.1.1.3. anh xa mo rong, anh xq thu hep

Cho f: X — Y 1a mét 4nh xa tir X dén Y va A 13 mot tdp con cua X, khi d6 ta c6 anh xa
g: A > Y duogc xac dinh boi Va € A, g(a) = f(a).

g duoc goi la dnh xa thu hep cua ftrén tap A, ki hiculag=f

W f cling duogc goi 1a dnh xa mo
réng cua g. Néu B 1a mot tap con ctia Y sao cho véi moi a € A, f(a) € B thi ta c6 anh xa

f: A - B duoc xac dinh boi Va € A, f(a) = f(a) € B.

f dwoc goi 1a dnh xa cam sinh cia anh xa f bang cach thu hep ngudn trén A va dich trén B.
Vidul.2:

Cho ft R—>R
xa xX>+2x+2

Z 13 tap cac s6 nguyén, khi d6 ta c6 anh xa thu hep cua f trén Z 1a:
fl,:Z—>R
Xxa X +2x+2.
va ta cling c6 mdt anh xa cdm sinh cua f:
f:Z—Q, Qlatap cac sd hitu ti.
Xxa x> +2x+2.

1.1.1.4. Don danh, toan anh va song danh
Pinh nghia 1.1. Cho f1a mot 4nh xa tir mot tap X dén mot tap Y.
— f dugc goi 1a mot don dnh néu va chi néu véi moi x,, x, thude X, f(x;) = f{x2) kéo theo x; = x,.
— f duoc goi 12 mét todn dnh néu va chi néu f{X) =Y, tc 1a véi moiy € Y t6n tai x € X sao

cho f(x) =y.
— Néu fvira la don anh, vira 13 toan 4nh thi f duoc goi la mot song anh.
Néu f 12 mot song anh tr X dén Y thi f c6 mot anh xa nguoc tur'Y dén X duoc xac dinh boi:
fh.Y>X
ya x voiy=f(x).

1.1.1.5. Hop thanh cuia hai anh xq
Pinh nghia 1.2. Cho f1a mot anh xa tir X dén Y va g 1a mot anh xa tir Y dén Z. Khi d6 ta co
anh xa h tir X dén Z dugc xac dinh boi quy tic Vx € X, h(x) = g(f(x)). h dugc goi 1a hop
thanh cua f va g; ki hi¢u 1a h = gf hodac h = g.f (h con dugc goi 1a tich ctia hai anh xa fva g).
Pinh li1.1. Cho hai anhxa f: X - Y; g: Y > Z
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(i) Néu fva g la hai don anh thi gf la mét don dnh;

(ii) Néu fva g la hai toan dnh thi gf la mét toan dnh;

(iii) Néu fva g la hai song dnh thi gf la mét song dnh.

Pinh1i1.2. Cho ba anhxaf: X - Y, g: Y > Z h: Z > W khi do (hg)f = h(gf).

1.1.1.6. Tich Descartes cua hai tdp hop

Cho X va Y 1 hai tdp hop. Tap hop tit ca cac cip (x; y) trong d0 x € X,y € Y duoc goi 1a
tich Descartes ciia X va Y, ki hiéu 1a X x Y. Chu y rang hai cip (x; y) va (x'; y') bang nhau khi
vachikhix=x'vay=y"

Vidul.3:

1) Tap cac diém trong mat phang toa do Descartes 1a tich Descartes cta tap cac s6 thuc R va R.

2) Cho Z 14 tap cic sd nguyén, Z x Z = {(a;b) |a € Z,b € Z}. T?p Z x Z ¢ th? coi 1a tap
cac diém co toa o nguyén trong mit phang toa do Descartes.

1.1.2. Phép todan hai ngoi
1.1.2.1. Dinh nghia

10

Cho X 1a mot tap khac réng. Mot phép toan hai ngdi trén tp X 1a mot anh xa
T:XxX—>X
(a;b) a aTb.

Phan tir aTb € X duogc goi 13 cdi hop thanh hay con duoc goi 1a két qua cna phép toan T thuc
hién trén hai phan tira va b.

Nhu vy, mot phép toan hai ngdi T trén tap hop X 1a mot quy tic dat twong img mdi cap phan
tur (a; b) thude X x X mot phﬁn tir xac dinh duy nhét aTb thudce X.
Vidul. 4:

1) Phép cong thong thuong cac sd 1 phép toan hai ngdi trén cac tap N cac sb tu nhién, tap Z
cac sd nguyén, tap Q cac s hitu ti va tap R cac s thuc.

2) Phép nhan thong thudng cac sb 1a phép toan hai ngdi trén cac tp N cac sb tur nhién,...
3) Cho tdp N” cac sb ty nhién khac 0. anh xa

*N'xN >N

(a;b) a a*b=ab

12 mot phép toan hai ngoi trén tap cac sd ty nhién khac 0.
4) Cho tap Z cac sb nguyén, phép trir 1a mot phép toan hai ngdi trén Z, vi ta c6 anh xa

T:-ZxZ—>Z

(a;b)a a-b.
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Tuy nhién, phép trir khong phai 1 phép toan hai ngdi trén tap cac sb tu nhién N, vi ta ¢6 3 va
5 thudc N nhung 3 -5 ¢ N.
5) Cho X 1a mét tap va P(X) 1a tap cac tap con ctia X. Cac phép toan hop, giao va hi€u cua hai
tap hop déu 1a nhitng phép toan hai ngoi trén tap P(X). Cu thé, A va B 1a hai tap con ctua X thi
A U B ciing 1a tap con cua X, do d6 n6 thudc P(X), tic 1a ta c6 anh xa:
w: P(X) x P(X) —> P(X)
(A;B) a AUB.
Tuong tu, ta c6 cac anh xa:
N: P(X) x P(X) = P(X)
(A;B) a AnB
va
\: P(X) x P(X) > P(X)
(A;B) a A\B.
6) Cho tap hop X va Hom(X, X) 1a tap hop cac anh xa tir X dén chinh n6. Phép iy hop thanh
hai 4nh xa 1a mot phép toan hai ng6i trén tap Hom(X, X).
That vay, vi v6i hai 4nh xa f, g bat ki tir X dén X, hop thanh fg ciing 1a mot anh xa tir X dén
X. Nén ta ¢6 anh xa:

Hom(X, X) x Hom(X, X) —» Hom(X, X)

(f; ) a fg
7) Cho tap X = {0, 1, 2} ta c6 phép toan hai ngdi x&c dinh trén X nhu sau:
T:XxX—>X
(a;b)a r

trong do6 r 1a du cua phép chia a + b cho 3.

C6 thé mo ta phép toan T trong bang sau:

T 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

1.1.2.2. Tinh chit thuwong gdp ciia phép todn hai ngoi
Pinh nghia 1.3. Cho T la mét phép toan hai ngdi trén tap X.
Ta noéi réng phép toan T c6 tinh chat giao hoan néu va chi néu véi moi a, b thude X, aTb = bTa.

Céac phép toan hai ngdi trong cac vi du 1), 2), 5), 7) trong vi du 1.4 1a nhiing phép toan cé tinh
chat giao hoan.

11
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Céc phép toan hai ngdi trong cac vi du 3), 4) khong c6 tinh chat giao hoan; vi du 6) khong c6
tinh chit giao hoan néu tap X c6 nhiéu hon 1 phan tu.

Dinh nghia 1.4. Cho T la mdt phép toan hai ng6i trén tap X.

Ta noéi réng phép toan T cé tinh chat két hop néu va chi néu v6i moi a, b, ¢ thudc X,
(aTb)Tc = aT(bTc).

Céc phép toan hai ngdi trong cac vi du 1), 2), 5), 6) va 7) déu c6 tinh chat két hop.
Céc phép toan trong cac vi du 3), 4) khong c6 tinh chat két hop.

1.1.2.3. Nhitng phan tiv ddc biét

12

Pinh nghia 1.5. Cho T 1a mét phép toan hai ngéi trén tap X. Phan tir e € X duoc goi 1a phan
tir trung Idp d6i v6i phép toan T néu va chi néu voi moi a thude X, eTa = aTe = a.

Dinh li 1.3. Néu trong tdp X c¢é phan tir trung ldp doi véi phép todn T thi phan tik trung ldp do
la duy nhat.

Chirng minh:
Gia str e va ¢' 1a hai phan tir trung lap ddi v6i phép toan T.
Ta co

eTe'=¢' vie la phan tir trung lap
va

eTe'=e¢ vie'la phan ti trung lap.
Turdosuyrae=¢e'

Vidul.5:
1) S6 0 12 phan tir trung 1ap dbi voi phép cong thong thuong cac sb tir nhién (cling nhu dbi voi
phép cong thong thudng cac sd nguyén, sb hitu ti va sb thuc).
2) S6 1 1a phan tr trung 1ap ddi voi phép nhan théng thuong cac sb ti nhién (cling nhu dbi voi
phép nhan thong thudng cac sb nguyén, sb hitu ti va sb thuc).
3) Tap rong () 1a phan tir trung 1ap d6i v6i phép lay hop céc tap hop (L) trén tap P(X).
4) Tap X 1a phan tir trung 1ap d6i v6i phép toan giao (M) trén tap P(X).
5) 4nh xa dong nhat

dx: X > X

Xxa X

1a phan tir trung 1ap d6i véi phép hop thanh cac anh xa trén tip Hom(X, X).
Pinh nghia 1.6. Cho X 1a mét tip hop v6i phép toan hai ngdi T va e 1a phan tir trung lap cia
X dbi v6i phép toan T; a € X. Phan tir b e X dugc goi 13 phdn tir doi xirng cia a dbi voi phép
toan T néu bTa =aTb =e.
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Dinh li 1.4. Cho X la mét tdp hop véi phép todn hai ngdi T ¢6 tinh chdt két hop, ¢ phan tir trung
ldp la e. Néu b va b’ la hai phdn tir doi ximg ciia a thi b’ = b.

Chirng minh:

Gia sir phan tir a € X ¢6 hai phan tir 61 xtmg 12 b va b', khi d6 ta c6 aTb' =e vabTa=ce.

Do T ¢6 tinh chat két hop nén ta c6 (bTa)Th' = bT(aTb'"). Suy ra eTb' = bTe hay b' =b.
Vidul.6:

1) Béi véi phép cong cac s ty nhién chi ¢6 s6 0 1a co phan tir d6i xing va phan tir ddi xtmg
cua01lao.

2) Mot cach tong quat: Néu e € X 13 phan tir trung 1ap dbi voi phép toan T thi e 1a phan tir ddi
xtmg cua chinh no.

3) Bdi v6i phép cong cac sé nguyén, mdi s6 nguyén a ¢ phan tir dbi ximg la—a € Z.

4) Pbi v6i phép nhan cac s nguyén chi c¢o 1 va —1 1a hai phan tir c6 ddi xtmg trong Z. (D6i
xtng cua 1 1 1, d6i xtang cta —1 1a —1).

5) Béi v6i phép nhan cac s6 hitu ti thi mdi s6 hiru ti ¢ € Q khac 0 déu c6 phan tir dbi xing 1a

leQ.
q

6) Dbi voi phép nhan anh xa trong tap Hom(X, X), mdi song anh f: X — X déu co phan tir dbi

ximg 1a f': X — X (anh xa nguoc cua f).

Chii y. Trong thuc té, hai phép toan hai ngéi thuong gip hon ca 1a phép cong (+) va phép

nhan (x).

— D6i v6i phép cong (+): Gia st + 1a mot phép toan hai ngdi trén tap X thi cai hop thanh a + b
duoc goi 1a téng ctia a va b. Phan tir trung 1ap (néu c¢6) duoc goi 1a phdan tir khéng va ki hiéu
12 0. Néu phép cong c6 tinh chat két hop va phan tir a € X c6 phan tir d6i xtng 1a b, khi d6
b duoc x4c dinh duy nhat, dugc goi 1a phan tir doi cia a va ki hiéu 1a — a.

— Pbi voi phép nhan (x): Gia sir x 1a mot phép toan hai ngdi trén tap X, khi d6 cai hop thanh
a x b (con duoc viét 1a ab hodc a.b) dugc goi 1a tich cia a va b. Phan tir trung 1ap (néu co)
duoc goi la phd‘n tir don vi va ki hi¢u 1a e (hoac 1 néu khong co su nham 13n véi cac sé).
Néu phép nhén c6 tinh chit két hop va phan tir a € X c6 phan tir d6i xtmg 1a b, thi b duoc
xéc dinh duy nhét va duoc goi 13 phan tir nghich ddo cua a, ki hitulab=a".

1.1.2.4. Phép todn cam sinh

Pinh nghia 1.7. Cho T 1a mot phép toan hai ngdi trén tip X va A 1a mot tip con khac rong

cua X. A dugc goi 1a mot tap con on dinh dbi véi phép toan T néu v&i moi a, b thude A, cai

hop thanh aTb thudc A. Ttc la:

13
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(Va)(Vb) [a,b e A= aTb € A].

Vidul.7:

1) Tap hop céc s ty nhién chin 14 tp con 6n dinh cta tip cac s6 tu nhién ddi v6i phép cong.
2) Tap céc sb tu nhién N 14 tap con on dinh cia tap cac s6 nguyén Z ddi véi phép cong va déi
v6i phép nhan. Nhung n6 khong on dinh ddi v6i phép tru.

3) Tap cac s6 nguyén ma 1a bdi ctia s nguyén m cho trude 13 tip con 6n dinh cua tap cac sd
nguyén dbi véi phép cong va dbi voi phép nhan.

4) Tap cac sd nguyén 1¢ 13 tp con 6n dinh ddi v6i phép nhéan cac sé nguyén nhung n6 khong
6n dinh dbi voi phép cong cac sd nguyén.

5) Tap S(X) cac song anh tir X dén X 1a tdp con 6n dinh cia Hom(X, X) ddi voi phép nhan
anh xa.

Pinh nghia 1.8. Cho X 1a mdt tap hop voi phép toan hai ngdi T va A 1a mot tap con 6n dinh dbi véi

phép toan T cua X.
Khi @6 anh xa
T: XxX—>X
(a;b) a aTb
cam sinh anh xa
T:-AxA—>A
(a;b) a aTb
Do 1a mot phép toan hai ngoi trén tap A va dugc goi la phép toan cam sinh cia phép toan T
trén tap hop A.
Vidu 1.8:

1) Phép cong céac s6 tu nhién chin 1a phép toan cam sinh ctia phép cong céac s tu nhién.

2) Phép cong cac sb nguyén cam sinh ra phép cong cac sd nguyén ma la bdi ciia mot sd
nguyén m cho trudec.

3) Cho S(X) 1a tap cac song anh tir X dén X, phép hop thanh cic song anh trén tap S(X) 1a
phép toan cam sinh cua phép hgp thanh cac anh xa trén Hom(X, X).

hoat djng.

Tim hiéu dinh nghia anh xa, toan anh, don 4nh, song anh; dinh nghia va cac tinh chit ctia phép
toan hai ngoi.
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@) Nhiém vu

Sinh vién doc thong tin nguén tai liéu tham khao dé thuc hién cac nhiém vu dudi day.

Nhiém vu 1:

Dinh nghia anh xa, toan 4nh, don anh, song anh.

Nhiém vu 2:

Dinh nghia phép toan hai ngdi bang ngdn ngit anh xa, thiy dugc ¥ nghia khai quét ctia dinh
nghia nay. Py 1a dinh nghia dugc khai quat hoa tir rat nhidu phép toan hai ngéi cu thé.

Nhiém vu 3:

Nou nhitng tinh chét thuong gip ciia phép toan hai ngdi. Xay dung vi du minh hoa.

Nhiém vu 4:

Néu dinh nghia cac phan tir dc biét cia phép toan hai ngdi. Xay dung vi du minh hoa.

Nhiém vu 5:

¢”nh nghia phép toan cam sinh ctia mét phép toan hai ngéi. Cho v d? minh hoa.

p Danh gia

Hay tra loi cac cau hoi sau day:

Dinh nghia anh xa, don &nh, toan anh, song anh.

Dinh nghia phép toan hai ng6i trén mot tap hop.

Dinh nghia phan tir trung 1ap d6i voi mot phép toan hai ngdi, phan tr d6i xtng clia mot phan
t trong mot tdp cé phép toan hai ngoi.

Néu nhiing tinh chit thudng gip ctia mot phép toan hai ngoi.

Trong mon Toan giang day & truong tiéu hoc ta gap nhitng phép toan hai ngdi nao? Chung cé
nhiing tinh chét gi?

Nhitng phép toan nao ta day cho hoc sinh tiéu hoc khong phai 1a phép toan hai ngoi?

Hay gidi cdc bai tdp sau day:

Cho N 1a tap cac s tu nhién, Z 13 tap cac sd nguyén, Q 1a tip cac s6 hiru ti, Q" 1a tép céc sb
hiru ti duong.

a) Phép toan nao trong bon phép tinh cong, trir, nhan, chia 1a phép toan hai ngdi trén mdi tap

sb ké trén.
15
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b) Trong trudng hop 1a phép toan hai ngdi, hiy cho biét tinh chat va cac phan tir dic biét ciia
cac phép toan do.

Cho tap hop X = {0, 1, 2}. Phép toan © dugc cho bdi bang sau:

S

N =[O
O = =
— O N

0
1
2

Hay cho biét cac tinh chit ctia phép toan @ va chi ra cac phan tir dic biét néu co.

Cho tap hgp Y = {a, b, c}. Phép toan * dugc cho bdi bang sau:

* a b c
a a a a
b b b b
c c c c

Hay cho biét cac tinh chét ctia phép toan * va chi ra cac phan tir dic biét néu co.
Cho N” 1a tap cac s6 tu nhién khac 0, phép toan T dugc xac dinh nhu sau:

T: N'xN" > N’

(a;b) a ab.

Phép toan T c6 tinh chat giao hoan, két hop hay khong? Trong N* c6 phén tir trung lap hay
khong?
Chung t6 rang cac quy tic cho twong Gng sau ddy 1a nhimg phép toan hai ngdi. Hiy chi ra cac
tinh chat cua moi phép toan do.
a)x * y=x+ty+xy voimoix,ythudc R;
b)m ® n=m+2n  vdi moi m, n thuoc N;
c)a® b=a+b-ba vdimoia,bthudc Q\ {1}.

Cho A 1a tip cac sb6 nguyén chin, B 1a tap cac s6 nguyén 1é. Cac tip nao trong hai tap trén on
dinh ddi véi cac phép toan sau:

a) Phép cong cac s6 nguyén
b) Phép nhan cac s6 nguyén.

Chung minh rang tap cac so6 nguyén la bdi cua s6 nguyén té6 m cho trudc 6n dinh doi véi phép
cong va phép nhan céc so6 nguyén.

Céc tap hop sau day, tap hop nao 6n dinh d6i véi phép cong cac phan sb.
a) A= {-1, 1}
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_Ja
b)B—{b

a,beZ,aIpséIT,b;tO}

¢)C= {% | %Ipph@séthl?pph@]}

9. Ciing cau héi nhu bai 8, nhung thay phép cong bang phép nhan cac phan sb.

17
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TIEU CHU PE 1.2. Nora nhém va nhom

Thong tin Co bdn
1.2.1. Nira nhom
1.2.1.1. Dinh nghia

18

Ta goi 12 nira nhém mot tap khac réng X clng véi phép toan hai ngdi T trén X c¢6 tinh chat
két hop. Néu trong nira nhém X ¢6 phan tir trung 1ap ddi v6i phép toan T thi X dugc goi 1a
maot vi nhém. Néu phép toan T c6 tinh chét giao hoan thi nira nhom X duogc goi 1a mot nita
nhom giao hoadn.
Nhu vay, mot nira nhém 1a mot cdu triic dai s6 bao gém mot tap hop trén d6 c6 mdt phép toan
hai ng6i T thoa man tién dé:

Va, b, c €T, (aTb)Tc = aT(bTc).
Pé chi mot nira nhom ta viét (X, T) trong d6 X 13 tdp nén cua cau trac nay, T 1a ki hiéu cua
phép toan hai ngéi. Trong nhiéu trudng hop, néu khong co su nham 1an, ta c¢6 thé viét X thay
cho (X, T).

Vidu?2.1:
1) Tap cac sb tu nhién N véi phép cong thong thudng 1a mot vi nhém giao hoan, phan tir
trung 1ap 14 0. N6 duoc goi 14 vi nhom cong cac so ty nhién.
2) Vi nhém cong cac sb nguyén (Z, +) trong d6 Z 13 tip cac sd nguyén, + 13 phép cong thong
thuong céac s6. P6 1a mot vi nhom giao hoan.
3) Vi nhom nhan cac sb tu nhién (N, . ).
4) Vi nhom nhan cac sé nguyén (Z, .).
5) Hom(X, X) tap céc anh xa tir tdp X dén chinh nd cing vé&i phép hop thanh cac 4nh xa 1a
mot vi nhom (Néu X ¢6 nhiéu hon mét phén tur thi vi nhom nay khong giao hoan).
Nhdn xét. Néu (X, T) 1a mot nira nhom thi v6i moi a, b, ¢ thude X ta c6 (aTb)Tc = aT(bTc).
Khi d6 ta viét phan ttr nay 1a aTbTc va goi né 1a "cdi hop thanh" cia ba phan tir a, b, ¢ trong
ntra nhom (X, T). Bing quy nap ta dinh nghia tong (tich) ctia n phan tir (n > 3) ctia nira nhém
cong (X, +) (nra nhoém nhan (X, . )) nhu sau:
Pinh nghia 2.1. Cho (X, +) 1a m{t nira nhém, ay, a, ..., an la n phﬁn tor cia X (n > 3). Téng cua cac
phén tlr a;, ap, ... an ki hiéu la a; + a, + ... + an hoac Zn: a dugc dinh nghia quy nap theo n nhu sau:
i=1
ajta+..+tan=(a;+a+.. +an,) +an
hay
n n-1

a, - Zai +an.
1

i=1

i=
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14 n « K N N s 1N Al 9 A L
Néua;=a,=...=an=athi za, viet 1a na va dugc goi 1a bdi n cua phan tir a.
1
i=1

Pinh nghia 2.2. Cho (X, . ) la mét nra nhom nhén, a;, a,...,anlan phﬁn tr cia X (n > 3). Tich
cua cac ph'?ln traj, as, . .., an ki hiéu 1a aja,. . . an hay H a . dugc dinh nghia quy nap theo n nhu

sau:
ajay. . .an = (ajap. . . an_j)an

hay
ﬁai - (ﬁai )an'

X . X1 \ P W , Ao
Néua;=a,=...=an=athi 1_[3i vi€t 1a an va dugc goi 1a luy thira bac n cia phan tur a.
i=1

1.2.1.2. Tinh chit
Dinh li 2.1. Cho (X, . ) la mdt nita nhém nhén. a;, a, . . . an (n > 3) la n phan tr cia X. Khi
d6 véi moi s6 tw nhién m, 1<m < n ta cé:

n m n
I I a. ZI I a. . I I a.

i i J
i=l i=1

j=m+l
Chirng minh:
Véin=3tacoajaa; = (ajaz)as = aj(azas) vay cong thirc nay dung véin = 3.
Gia st cong thirc nay dang véi n =k (k > 3) ttc 1a véi k phan tir a;, as, . . ., ak thude X ta c6

ﬁai: (ﬁai) (ﬁajj voimoim, I <m<k.
i=1 i=1

j=m+l
Ta can chting minh cong thirc nay dung véin=k + 1.

That vay véi k + 1 phéntﬁ:al, ay,...,aki thuoc Xval<m<k+1taco:

k+1
— Khi m =k thi theo dinh nghia Ha = (Ha J A, = (Ha ]

i=1 i=l1

k+1

— Khi m <k thi aizlila1 a,,, = (ﬁal f[ajak+l

i= i=1 i=m+1

i=1 j=m+1 i=l j=m+1

—

Chii y. Néu (X, +) 1a mot nira nhom cong thi ta c6 cong thirc sau:

19
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n n

ai:zai+ a;véimoim, 1l <m<n.
=1 i=1 j=m+1

Nhdén xét. Trong nira nhom nhan (hodc cong) khi thuc hién phép nhan (phép cong) dbi véi
nhiéu phan tir thi ta c6 thé nhom cac nhan tir (hang tir) theo moi cach ma chi can giit nguyén
thur tu.

H¢ qud. Cho aj, ay, . . ., an 13 nhitng phan tir ciia nira nhom nhan X. Khi d6 ta co:

H{HH} 1.

i=1 i=1 j=k+1 e=m+l
k m n
=11a a,. ] a.
i=1 j=k+1 e=m+l

voimoik,m, I <k<m<n.

Chirng minh:
Piang thirc thtr hai suy ra tir tinh chat két hop cua phép nhan trong nira nhom X.
Theo dinh 1i 2.1 ta c6

ll[ai=lﬂ[ai.11[ a, I <m<n. (1)
i=l1 i=1

e=m+l1
Ta lai co
m k m
a, = ai.l_[aj l<k<m. )
-1 izl j=k+l
Thay (2) vao (1) ta duogc:
n k m n
1o = [Ta-T T2, |11 ..
i=1 i=1 j=k+1 e=m+l
Pinhli2.2. Cho a;, ay, ..., an (n 22) la nhﬁ’ngphd‘n tr cua niea nhom giao hodan X. Khi do,
voi moi hoan vi (ji, j2, ..., jn) cua {1, 2, ..., n} ta co:
Hai =a;.a;..4,.
i=1 !
Chirng minh:

V61 n = 2, tinh chat nay dung vi aja; = aza;.

A . 4 \ r k r.e . . . \
Gia st tinh chat nay dung véin =k (k > 2), tire 1a ta co I_Iai =a,a,.a, VOI(i]J2 ..., jk) 1a
i=1

mot hoan vi bat ki cua {1, 2, ..., k}.

Véin=k+ 1, 20i (1, jo, - - - » jke1) 1a mot hoan vi bat ki caa {1,2, ...,k k+1}.
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Néu jk, =k + 1 thi:
8,99, = (8,3, -8, )a.

= JJEE™ (Theo giff thiQ quy n'p)

Néu jki <k + 1, gia st jro; =k + 1 ta co:
a,.a, a; ..a, = (a,a;..a,) [a,(a, ..a; )]

Jis K+l

- (@39 )[(am G, )ak+1]

(aj1

ajz ".ajrajr+2 ."ajk+1 )ak+1 '

Theo gid thiét quy nap: a,a,..a,a, ..a, =1£[ai
k k+1 -
Viyaa .a_=[]aa.=]]a
i=1 i=1
dp dung. Ta xét bai toan sau:
Tim két qua sau bang cach tinh nhanh nhat
A =21+79+35+65+47+53;
B =4x25x7x8x125x%x20x5;
C =21+53+35+79+47+65;
D =125x5x25x20x8x4x7.
Gidi:
A =(21+79)+ 35+ 65)+ (47 + 53) =300.
100 100 100
B =(@4x25)x[7x(4x125)] x20 x 5.
=100 x (7 x 1000) x 100
=70 000 000.
C =21+53+35+79+47+65
=21+79)+ (53 +47)+ (35 +65)=300.
D =125x5x%x25x20x8x4x7
=(125x 8) x (5 x20)x (25x4)x7
=70 000 000.

1.2.1.3. Niva nhom con
21
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Pinh nghia 2.3. Cho (X, T) la mdt nira nhom. A 1a mot tap con khac rong cia X va on dinh ddi
véi phép toan T. Khi d6 A cling 1a mdt nira nhém va duoc goi la nira nhom con ciia nira nhoém X.

Néu X 1a mdt vi nhém va A 1a mdt nira nhém con ctiia X ma A chira phﬁn tu trung lap cua X
thi A cung v?i phdp todn ¢?m sinh b?i T dugc goi 1a vi nhom con ctia vi nhém X.
Vidu2.2:

1) Cho X 13 mot nira nhém (vi nhom) bat ki. Khi ¢6 X 1a mot nira nhom con (vi nhém con)
cua chinh no.

2) Cho X 1a mdt vi nhém v6i phan ti trung 1ap e, khi d6 {e} 1a mot vi nhém con cia X.
3) Tap A cac so tu nhién chan 1a mot vi nhém con ciia vi nhdm cong céac s6 tu nhién N.
4) Tap B céc s6 tu nhién 1¢ 1a mot vi nhém con cua vi nhém nhén cac so ty nhién N.

5) Cho m la mdt so tu nhién. Tap mZ tat ca cac sO nguyén l1a bdi s6 cua m la mot vi nhdém con
ctua vi nhém cdng céc sO nguyén.

1.2.2. Nhom
1.2.2.1. Dinh nghia

Ta goi 12 nhém mot tip X cung v6i phép toan hai ngdi T thoa mén céc tién dé sau day:

(1) (X, T) 1a mot ntra nhém, tac 1a V a, b, ¢ € X, (aTb)Tc =aT(bTc).

(ii) Trong X ton tai phan tir trung lap e ddi voi phép toan T. Nghia 1a Je € X sao cho
eTa=aTe=avdimoia e X.

(iii) Moi phan tir x thuoc X déu co phan tir di xtng, nghia 1 ton tai x' € X sao cho
x'Tx =xTx'=e.

Néu phép toan T c¢6 tinh chit giao hoan thi nhém X dugc goi 1a mot nhém giao hodn hay
nhom Aben.

Néu X 1a tap hiru han, c6 n phﬁn tur thi X dugce goi 1a mot nhém cod ccfp la n. Néu X 12 mot tap
v6 han thi X dugc goi 1a mdt nhom co ccfp vo han.

Nhdn xét. Mot nhom X 13 mot vi nhom ma moi phan tir thuoe X déu co dbi ximg trong X.
Vidu2.3:

1) Tap céc sd nguyén Z voi phép cong 1a mot nhém Aben.

2) Tap céc sb hitu ti Q v6i phép cong 1a mot nhom Aben.

3) Tap Q' céac sb hitu ti khac 0, v6i phép nhan 13 mot nhom Aben.

4) Tap S(X) tat ca cac song anh tir X dén X 1a mot nhém véi phép nhan anh xa.

1.2.2.2. Tinh chit

22

Cho X 1a mdt nhém véi phép toan 1a phép nhan, khi do ta co:
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1) Vi mét nhom la mdt vi nhém nén nod co dﬁy du céc tinh chat cia mot vi nhom ma chung ta
khong can phai nhac lai.
2) Va, b, c € X, ab=ac = b = c (luat gidn udc bén trai)
va
ba =ca = b = ¢ (ludt gidn udc bén phai).
That vay, gia su
ab=ac = a '(ab) =a '(ac)
— (a'a)b=(a 'a)c
=eb=ec
=b=c.
Tuong tu ta co:
ba=ca=b=c.
3) Véi moi a, b thude X, cac phuong trinh ax = b va ya = b ¢6 nghiém duy nhét trong X.
That vay, xét phuong trinh ax = b (1)
Pit xo=a 'b e X, khi d6 axo = a(a 'b) = (aa )b = eb = b. Vay x, 1a nghiém cua (1).
Gia sir x; va X, 12 hai nghiém cua (1), khi d6 ta c¢6 cac dang thirc:
ax; =b; ax, =b.
Tir d6 suy ra (theo tinh chat 2) x; = x,.
Vay phuong trinh (1) c6 nghiém duy nhat 1a xo=a 'b.
Twong tu phuong trinh ya = b ¢6 nghiém duy nhat laba™' € X.
Tinh chat 3) trén day khong chi 1a diéu kién cin ma con 1a diéu kién da dé mot nira nhém 1a
mot nhom. Ta ¢6 dinh 1i sau:
Pinh li 2.3. Cho X la mot mira nhom nhan. X la mot nhom khi va chi khi voi moi a, b thude X
cdc phwong trinh ax = b va ya = b c6 nghiém trong X.
Chirng minh:
Piéu kién can: D3 ching minh trong tinh chét 3).
Piéu kién du: Vi X 1a nira nhom nén X # &, do d6 ton tai ap € X. Ta xét phuong trinh xap =
a. Theo gia thiét phuong trinh nay c6 nghiém la e € X.
Véi phan tir a bat ki thudc X, xét phuong trinh agy = a. Phuong trinh ndy c6 nghiém 1a y, € X.
Tuc 14 agyo = a. Tu do suy ra ea = e(apyo) = (€ap)yo = agyo = a.
Tuong tytacoéae=avdimoia € X.
Vay trong X ¢ phan tir trung lap 1a e.

23
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Bay gid véi moi a € X, xét phuong trinh xa =e.

Phuong trinh nay c6 nghiém trong X. Nghia 14 trong X ton tai phan tir a' sao cho a'a = e. Vi
phuong trinh ay = e ¢6 nghiém trong X nén tén tai a" € X sao cho aa"=e, tasuyraa =a"la
phan tir d6i xtng cta a. Vay X 1a mot nhom.

1.2.3. Nhom con
1.2.3.1. Dinh nghia

24

Pinh nghia 2.4. Cho X 1a mot nhém. A 1a mot tép con ctia X 6n dinh ddi v6i phép toan trong X.
Néu A ciing v&i phép toan cam sinh 1a mot nhom thi A dwoc goi 13 nhém con cia X.

Chii y. Néu e 1a phan tir trung 14p cta nhom X va A 1a mot nhom con cta X thie € A va ciing
1a phan tir trung 1ap ciia A.

Dinh 1i sau day cho ta mot tiéu chuan dé nhan biét mot tap con cia mot nhom cé la nhom con
cua no6 hay khong.

Dinh li 2.4. Cho A la mét tdp con ciia nhém nhén X. Khi dé ba tinh chdt sau tiong dwong véi nhau:
(i) A la nhom con cua X.

(ii) Phan tir trung ldp e € A, va véi moi a, b thudc A, ta c6 ab e Ava a' € A.

(iii) Phan tir trung ldp e € A, va véi moi a, b thuéc A ta c¢6 ab™ € A.

Chirng minh:

(i) = (ii). Hién nhién.

(ii) = (i). Theo gia thiét A 13 tip con ctia X va a, b € A kéo theo ab € A. Vay A 1a tp con ctia X 6n
dinh d6i voi phép nhan. Vi phép nhan trong X c6 tinh chat két hop nén phép toan cam sinh trén A
cling c6 tinh chét két hop. € € A nén A 1a mét vi nhém. Mat khac véi moi a € A, Ja ! e A thoa
mina 'a=e,aa ' =e. Vay A 1a mot nhom vdi phép toan cam sinh, nén né 1a nhém con cia X.

(ii) = (iii) Gia sir a, b thudc A, theo (i) avab ' € A, lai theo (ii) ab™' € A.

(ii1)) = (i1) Gia st a, b 1a hai phﬁn tir thudc A. Vie € A nén a'l=cale A, tuong tu, b'eA.
Mitkhica, b ' e A suy ra ab = alb ' e A.

Vidu2.4:

1) Nhom cong cac sb nguyén Z 1a mot nhom con ciia nhom cong cac sd hiru ti Q.

2) Tap céc sd nguyén chin 2Z 1a mot nhom con cia nhom cong cac sé nguyén.

That vay, ta ¢6 0 = 2.0 € 2Z. Gia sir a = 2k, b = 2/ 12 hai s6 chan khi d6 a —b =2k — 2/ =
2(k —1) € 2Z. Vay theo dinh li 2.4, 2Z 132 mdt nhém con cua Z.

3) Tap céac s6 nguyén la bdi cua mdt s6 nguyén m cho trude 1a mot nhém con cua nhém cong
cac sO nguyen.

That vay, dit mZ = {mk |k €Z} tacd6 0 =m0 € mZ. a=mk, b=ml 1a hai phz‘intﬁ:thu(f)c mZ.
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Khidéa—b=m(k—/) € mZ.
4) Tap A = {1, -1} 1a mdt nhom con ctia nhém nhén cac s hiru ti khac khong.

5) V&i moi nhém X bét ki déu co hai nhém con d6 1a X va {e}, trong d6 e 1a phan tir trung lap
cta nhom X.

1.2.4. Pong ciu
1.2.4.1. Dinh nghia

Cho X la mdt nhém véi phép toan T va Y 1a mot nhdém vaoi phép toan L. £: X — Y 1a mot anh xa
tir tap X dén tap Y. f dugc goi 1a mot d&ng cdu nhém, néu va chi néu véi moi a, b thude X ta co:

f(aTb) = f(a)Lf(b).
— NéuX=Y thi d@)ng cu f: X — X duoc goi la mot s do”‘ng cdu ctia nhom X.
— Néu f1a mot don anh thi déng cAu f duoc goi la mot don cdu.
— Néu f 1a mot toan anh thi déng cAu f duoc goi 1a mot toan cau.
— Néu f1a mot song anh thi dong cdu f duoc goi 1a mot dang cdu.
— Néu c6 mot anh xa dang cdu f tir nhém X dén nhom Y thi ta néi rang hai nhom X va Y
dang cau voi nhau vakihigula X =Y.
Péi véi nira nhom ta cé dinh nghia tuong tu.
Vidu2.5:
1) Cho X 1a mdt nhém khi d6 anh xa d@)ng nhat idX: X > X 1a mot tu déng cAu cua nhoém X.
2) Cho X va Y 14 hai nhém bat ki, eY 13 phan tir trung 1ap ctia nhém Y. Khi d6 anh xa
eX->Y

xa eY
12 mot ddng cau tir nhom X dén nhom Y. Noi chung € khéng 13 don cdu ciing khong 13 toan cAu.
3) Cho (R, +) 1a nhom cong céc sb thue. (R”, .) 1a nhém nhan céc sé thuc duong. 4nh xa

m: R > R’

xa 10*
la mét anh xa déng cAu tir nhom cong cac s6 thuc dén nhom nhan cac s6 thue duong.
4) Cho A 12 mot nhém con cua nhom X. anh xa

FTA-X

aa a

1a mot don cau. j duge goi 1a phép nhiing tu nhién hay don cu chinh tic tir nhém con A vao
nhom X.

4) Cho (N, +) 1 vi nhém cong céc sd tu nhién. anh xa
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g N—->N
na 2n
12 mot don céu.

1.2.4.2. Tinh chit
Dinh li 2.5. Cho f: X — Y la m¢t dong cau tir nhém nhdn X vao nhom nhdn Y. ex, ey theo thir
tw la don vi cua nhom X va nhom Y. Khi do ta co:

1) flex) = ey.
2) Véimoia €X, f(a’) = [fla)] .

3) f[li[a,)=ll[f(ai)vdia1, a ..., an € X, n >2.
i=1 i=1

Chirng minh:

1) V6i moi x € X ta cO X = exx.

Suy ra f(x) = f(exx) = f(ex)f(x) hay eyf(x) = f(ex)f(x).

Vi trong nhom c6 luat gian udce nén ey = f(ex).

2) Taco fla)fa) =f(aa ') = ey; trong tu f(a f(a) = f(a 'a) = f(ex) = ey.
Vay fla ) = [f@)] .

3) Ching minh quy nap theo n.

Vé6in = 2. Theo dinh nghia ctia ddng ciu ta co: f(a a,) = f(a;)f(ay).

Vay tinh chit nay dang véin =2,

Gia st tinh chit nay dung véin (n > 2) tirc 1a ta co:

f(ﬁaij = ﬁf(ai) :
n+l n

Véin+ 1 phan tir aj, a, . . . any; cua X ta co: I Ia;l |a..a nén
1

i n+l
=1 1=1

f(ﬁaij = f(]i[ai.anHj = f(]i[aij.f(aml)

= ﬁf (a).f(a_,) (theo gia thiét quy nap)
i=1

n+l

=[]f(a).
i=1
Vay tinh chit nay dung véin + 1.

Dinh 1i 2.6. Cho f* X — Y la m¢t dong cdu tir nhom X dén nhém Y. A la mét nhom con ciia X. B la

mot nhom con cua Y. Khi do f(A) la mot nhom con cua Y va f !(B) la mét nhém con cia X.
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Chirng minh:

Gia sir A 1a mot nhém con cua nhém X. Khi d6 don vi ex thugc A nén ey = f(ex) € f(A).

Gia st yy, y2 1a hai phﬁn tor thude f(A). Khi do tdn tai aj, a; thuoc A sao cho y; = f(a)),
y2 = f(az).

Suy rayyys | = f(a)[f(a)]" = fla))f(a; ') = flaja; ') € f(A). Vay f(A) 1a mot nhém con cua Y.
Gia sir B 12 mot nhom con cia Y. Vi f(ex) = ey € B nén ex € £ '(B). Néu x,, x, 1a hai phan tir
thude £'(B) thi f(x;) € B va f(x,) € B.

Suy ra f(x; X, ) = f(x)[f(x2)] ' € B. Do d6 x; x5! € £ (B). Vay f '(B) la mot nhém con cua X.
Pinh nghia 2.5. Cho f: X — Y 1a mot déng cu tir nhom X dén nhém Y. Theo dinh i 2.6,

f(X) 14 mot nhom con cua Y. f(X) duoc goi 1a dnk ctia dong ciu f va ki hiéu 1a Imf. f'(ey) 1a
mot nhém con cua X va £ (ey) dugc goi 14 hat nhdn cia dong cau f va ki hiéu 1a Kerf.

Dinh 1i 2.7. Cho fla mét dong cdu tir nhém X dén nhom Y.
[l mét toan cau khi va chi khi Imf =Y.
fla mét don cdu khi va chi khi Kerf = fex).
Chirng minh:
Theo dinh nghia cta toan anh ta c6 ngay f 14 toan cau khi va chi khi Imf = f(X) = Y.
Gia str f 14 don cdu. Vi flex) = ey nén ex € Kerf. Néu x e Kerf tirc 1a f(x) = ey. Mit khac flex) =
ey. Do fla don anh nén x = ex. Vay Kerf = {ex}.
Dao lai, gia sir Kerf= {ex}. Néu x;, X, 1a hai phan tir thudc X sao cho f(x;) = f(x,). Suy ra
ey = flx)[fx)] ' = flxixa )

hay
XXy L e Kerf, tirc 1a XXy | = ex hay x; = x,.

Vay fla mot don dnh do d6 no6 1a mdt don cAu.
Dinh li 2.8. Néu fla mét dong cdu tir nhém X dén nhém Y va g la mot dong cau tie nhom Y dén
nhém Z thi gf la mot dong cdu tir nhém X dén nhém Z.
Chirng minh:
Giasuf: X > Y vag: Y — Z 13 hai dong cdu nhom. V&i moi a, b thude X ta co:
gf(ab)= g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b))= gf(a)gf(b).
Vay gf 1a mot dong cau.

Chii y. Vi hop thanh cua hai song anh 13 mot song 4nh nén trong dinh 1i 2.8, néu f va g 1a hai
anh xa ddng ciu thi gf ciing 13 mot anh xa dang cau. Tir d6 suy ra rang quan hé ding cdu giita
cac nhom c6 tinh chit béc cau. Nghia la cho X, Y, Z 1a ba nhom.
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NéuX=2YvaYz=ZthiX=Z.

1.2.5. Déi xirng héa
1.2.5.1. Dinh nghia

Cho X 1a mot nira nhom giao hoan. Phén tir a € X duoc goi 13 phan tir chinh quy néu véi moi
b, c € X, ab=ac kéo theob=c.

Nira nhom X duoc goi 1a chinh quy néu moi phan tir ctia nd déu 1a chinh quy.

Vidu2.6:

1) Trong nira nhém cong cac s6 ty nhién N, moi phan tir déu 14 chinh quy.

2) Trong nita nhém nhan cac sé ty nhién N, moi phan tir khac 0 déu 1a chinh quy.

1.2.5.2. Dinh li
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Cho X la mot vi nhom nhan giao hoan, chinh quy. Khi do ton tai mét nhém Xva don cau
@ : X - X tir mika nhém X vao X sao cho véi moi o thuéc X, a cé thé viét duoce dudi dang
a= g(a)[o(b)] " véia, b thuc X.
Chirng minh:
batY=XxX={(a;b)|a,b e X}
Trong tap Y ta c6 quan hé hai ngdi R dugc xac dinh nhu sau:
V61 moi (a; b), (c; d) thuoc Y, (a; b)R(c; d) <> ad = be.
R 1a mét quan hé twong duong vi:
— V&i moi (a; b) thudc Y, ab = ba nén (a; b)R(a; b) (R c6 tinh chét phan xa).
— Véi moi (a; b), (c; d) thude Y, néu (a; b)R(c; d) thi ad = be hay cb = da, suy ra
(c; d)R(a; b) (R co tinh chat dbi ximg).

— Vé&i moi (a; b), (c; d), (e; g) thude Y, néu (a; b)R(c; d) va (c; d)R(e; g) thi ad = be va cg = de.
Tur d6 suy ra adg = beg va beg = bde. Suy ra (ag)d = (be)d.

Do X 14 nira nhom chinh quy nén ta c6 ag = be, vy (a; b)R(e; g). (R c6 tinh chit bac cau).
bat X =Y/ R la tap thuong cua Y theo quan hé twong tuong R.
Tacoé X = {(a;b)|a, b e X}.
Véi(a;b) = {(x;y) € Y | (x; ¥)R(a; b)}, (a;b) = (c;d) <> ad =be.
Trén tap X ta dinh nghia phép toan sau:
V6i moi (a;b), (¢;d) thude X, (a;b)(c;d) = (ac; bd).
Phép toan nay khong phu thudc vao viée lua chon dai dién ciia mdi 16p. Vi néu:

(a3b) = (b)), (e d) = (¢ d)
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thi c6 ab' = ba' va cd' = dc'. Suy ra acb'd' = bda'c'.
Vay

(ac; bd)=(a'c’; b'd") hay (a;b)(c; d)=(a’; b)(c’; d).
Cung v6&i phép toan ndy X 1a mot nhom giao hoan vi:
— Tinh chat giao hoan va két hop ciia phép toan trong X dugc suy ra tir tinh chat giao hoan va
két hgp cua phép nhan trong X.
Phén tir trung lp cuia X d6i voi phép toan nay 1a (&;¢) trong d6 e 13 phan tir trung lap cua
vi nhom X.

D@ thiy (€7¢)=(X;X) voi moi x thudc X.

— V&imdi 16p (a; b) thude X , ta co (b; a) ciing thude X va

(a; b)(b; a)=(ab; ba)=(ab; ab)=(&;¢) .
Vay (a; b) c6 phan tr d6i xtng 1a (b;a).
Bay gio xét anh xa @: X — X xac dinh b&i véi moi a € X
o(a) = (80).
¢ 13 mot dong ciu vi véi moi a, b thude X
¢(ab)=(ab; e)=(a; €)(b; €)= p(a)p(b).

@ 1a don anh vi néu @(a) = p(b) thi (a;e)= (b;e) suy ra ac = eb hay a =b.

Vay ¢ 1a mot don ciu tir X vao X.
Gia str o = (a; b) 1a mot phan tir bat ki thude X.
Ta c6 a=(a;e)(e; b)=(a;e)[(b; )] =g(a)[@(b)] .

DPinh 1i dugc ching minh.

Chii y. Do c¢6 don cau @ tir X vao X nén c6 thé coi X nhu mot vi nhom con cia X bang cach
ddng nhit mdi phén tir a € X v6i ¢(a) = (a7€¢)e X . Nhu viy mdi o = (a;b) € X, o co thé

viét dudi dang o = ab' véi a, b thude X.

s+ A _ —1 rY — ja
DatB ab . Taco X {b|a,beX}.

ido a=°¢ = y ac_ac
Khi do B—a<:>ad bc va bd-bd"
— Néu X 12 mot vi nhom cong giao hoan, chinh quy thi ta co:
X:{a—b |a,b GX}
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Trong do:
a-b=c-d<at+td=b+ec.

(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d).

1.2.6. Nita nhom sap thir ty
1.2.6.1. Nhac lai vé quan hé thir tw

Dinh nghia 2.6. Cho tap hop X va R 1a mot quan h¢ hai ng6i trén X. R dugc goi 1a mot quan
hé thir tw néu R ¢6 céc tinh chét sau:

— Tinh chét phan xa: Véimoi a € X, aRa.
— Tinh chat phdn déi xirng: V&i moi a, b € X néu aRb va bRa thia=b.
— Tinh chit bdc cau: V&i moi a, b, ¢ thude X, néu aRb va bRe thi aRe.

R duoc goi 1a mot quan hé thir i toan phan néu n6 13 mot quan hé thir tw trén X va véi moi a,
b thudc X: hodc aRb hoac bRa. (Khi dé ta noi réng a va b so sanh dugc véi nhau).

Thuong mdt quan hé thur ty dugce ki hi¢u boi < hoac >.
Néua<bvia=btakihi¢ulaa<b.
Pinh nghia 2.7. Cho X 13 mot nira nhém giao hoan v6i phép toan T. Néu trén X c6 mot quan

hé thir tu toan phfin < tuong thich véi phép toan T, nghia 1a v&1 moi a, b, ¢ thuoc X, quan h¢
a < b kéo theo aTc < bTc, thi X dugc goi 1a mot nira nhom Scfp thir tu.

Bfmg cach tuong tu, ta dinh nghia vi nhém sép thir tu, nhom sép thir tu.

Duéi day, ta s& ki hiéu phép toan trong nira nhom sip tht ty boi phép cong (+).

1.2.6.2. Tinh chit

Pinh li 2.9. Cho (X, <) la mot niea nhom cong scfp thwr tw. Khi do voi moi a, b, ¢, d thuoéc X ta
cora<bvac<dkeotheoa+c<b+d.

Chirng minh:

Via<bnénsuyraa+c<b+c

vaic<dnénsuyrab+c <b-+d

Do tinh chét bac ciu ciia quan hé < néna+c < b +d.

1.2.6.3. Dinh nghia
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Cho X la mét vi nhom sép thur tu voi phﬁn tor khong 1a 0. X duogc goi 1a mot vi nhém sép thur
tu Acsimet néu v4i moi a, b thude X, a > 0, tdn tai n € N sao cho na > b.

Bang cach twong tu ta dinh nghia nhom sap thir ty Acsimet.
Vidu?2.7:

— Vi nhém cdng cac so ty nhién N 1a mdt vi nhém sap thir ty Acsimet.
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— Nhom cong céac sb nguyén Z 1a mot nhom sip thir tw Acsimet.

Hoat dong. tim hiéu nira nhém va nhom

@) Nhiém vu

Sinh vién ty doc thong tin co ban sau d6 thao luan theo nhom tir 3 dén 4 nguoi dé thuc hién

cac nhiém vu sau.

Nhiém vu 1:

Dinh nghia nira nhém, vi nhom va nhém. Xdy d?ng céc v& d? minh h?a.

Nhiém vu 2:

Néu va ching minh céc tinh chat co ban cua nira nhom va nhom.

Nhiém vu 3:

Dinh nghia ntra nhém con, nhém con. Xay dung cac vi du minh hoa. Néu va chirng minh cac
tinh chat cia nhom con.

Nhiém vu 4:

Dinh nghia dong cau ntra nhoém, dong cau nhium. Xay dung céc vi du minh hoa. Néu va chiing
minh céc tinh chat ciia dong cau ntra nhém va dong cau nhom.

Nhiém vu 5:

Dinh nghia nira nhém va nhom sép th ty; nira nhém va nhom sép tha ty Acsimet. Xay dung
cac vi du minh hoa

Nhiém vu 6:

Thyc hanh chung minh mét tdp hop véi phép toadn da cho 1a mét nira nhom, mot nhém; nira
nhom con, nhém con ciia mdt vi nhém hay mot nhom.

Nhiém vu 7:

Th?c¢ hanh chiing minh mdt 4nh xa da cho la mot dong cau, don cau, toan cau, dang cau cua
cac nira nhom hay cac nhom.
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12.

Nhiém vu 8:

Th?c hanh chirmg minh hai nira nhém, nhém dang cdu voi nhau.

p banh gia

Hay tra 101 cac cau hoi sau day:

Dinh nghia nira nhém, vi nhém. Cho vi du vé ntra nhdém va vi nhom.

Ching minh rang trong mot nira nhém, tich (hodc téng) ctia nhidu phan tir khong phu thudc
vao viéc sap xép cac du ngoic.

Dinh nghia nira nhém con. Cho vi du vé ntra nhém con.
Dinh nghia nhém, nhém Aben. Cho vi du vé nhom va nhém Aben.
Phat biéu va chung minh cac tinh chat ciia nhom.

Ching minh rﬁng diéu kién can va da dé mot nira nhoém nhan X tré thanh mét nhom la: voi
moi a, b thudc X, cac phuong trinh ax =b va ya = b c6 nghiém trong X.

Dinh nghia nhom con. Cho vi du vé nhém con.
Phat biéu va chung minh cac diéu kién twong duong véi dinh nghia cia mt nhom con.

Pinh nghia dong cau, don cau, toan cau, dang cau nira nhém va nhém. Cho vi du vé cac loai
anh xa ké trén.

Phat biéu va chimg minh céc tinh chat cia dong cdu nhom.

Dinh nghia nra nhoém, nhém sép tht tu. Cho vi du vé nira nhom, nhom sép thur tu.

binh nghia nra nhém, nhom sép thtr tw Acsimet. Cho vi du vé ntra nhém, nhoém sép tho tu
Acsimet.

Hay lam cdc bai tap sau day:

Cho X 14 tap céac sb nguyén chia hét cho 5.

a) Chirng minh rang X 1a mot vi nhom véi phép cong thong thudng céc sd.

b) Chiing minh rang X 1a mot nira nhém nhung khong phai 1a mot vi nhom véi phép nhan
thong thudng céc so.

Cho N” 1a tap cac s6 tu nhién khac 0. Ta dinh nghia
m&®n=m-+n-1voéimoim,n eN’
a)Tim2®1; 4®5;, 5®5

b) Chimg minh ring N 1a mot vi nhom giao hoan véi phép toan & .
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10.

11.

Cho tap hop X 1a tap hop cac s6 nguyén 1¢. Ching minh rang X 12 mot vi nhom con cua vi
nhém nhan cac s6 nguyén Z nhung khong 1 nira nhém con ctia nira nhdém cong Z.

Gia str X 1a mot tap hop tuy y. Xét phép toan hai ngoi:
=X > X
(x;y)a x*y=x

Chtrng minh X 1a mdt nira nhom véi phép todn hai ngdi trén. Ntra nhom do c6 giao hoan
khong? Co6 don vi khong?

Lap céc bang toan cho cac tip hop gdm hai phan tir, ba phan tir & dugc nhém hai phan tir, ba phan .
Chirng minh céc tap hgp sau day vdi phép toan thong thuong 1ap thanh mot nhom:

i) Tap hop cac sb nguyén voi phép cong.

ii) Tap hop cac s hitu ti v&i phép cong.

iii) Tap hop cac sd thuc voi phép cong.

iv) Tap hop cac sb phirc v6i phép cong.

v) Téap hop céac s6 nguyén 12 bdi cia mot sé nguyén m cho trude véi phép cong.

vi) Tap hop cac s6 thuc dwong véi phép nhan.

vii) Tap hop cac s6 thuc khac 0 voi phép nhan.

viii) Tap hop céc sb thuc c6 dang a + b J3,a,be Zvéi phép cong.

ix) Tap hop céac s6 thuc c6 dang a + b\/g ,a,beQ, a’+b? 0 voi phép nhan.

Cho tap hop A = {0, 1, 2}. Chtrng minh rang A 1a mot nhom Aben véi phép toan @ cho trong

bang sau:
S 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Ching minh rang tap hop cac s6 nguyén Z 1a mot nhém Aben véi phép toan sau:
a®b=a+b-1vdéimoia,b thuoc Z.

Chimng minh rang tp hop A = {~1, 1} 1a mot nhom con ctia nhém nhén cac sb hiru ti khac 0,
nhung khong 12 nhom con ctia nhdm cong cac s6 nguyén.

Cho X 1a mot nhém vé6i don vi 1a e. Chimg minh rang néu x> = ¢ v6i moi x € X thi X 1a mot
nhom Aben.

Gia str a va b 1a hai phan tir cia mot nhom X sao cho ab = ba.

Chung minh (ab)" = anbn véi moi s6 tu nhién n >1.
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12.

13.

14.

15.

16.

Néu a va b 13 hai phan tir sao cho (ab)? = a’b” thi c6 suy ra ab = ba hay khong?

Chimg minh rang trong nhém cong cac s nguyén Z, mot bd phan A ctia Z 1a mot nhém con
ciaZnéuvachinduAcodangA=mZ, m e Z.

Ki higu A, 1a nhém ddi xtmg ciia mot tam giac déu. A,= {1o,R, R?, Dy, Dy, D3}. Trong d6 R
14 phép quay tam O, goc quay 120°, Di 1a phép ddi xtimg qua duong cao di qua dinh i (i=1, 2, 3).
Hay 14p bang todn cho A, va suy rarang A, = Ss. (S3 1a nhom céc phép thé cua {1, 2, 3}).

Cho anh xa
f: N — N,
na 5n.
a) Chimg minh rang f 1a mot ty dong ciu ciia nira nhom cdng céc s tu nhién N.
b) Hay tim f(N) va £ '(0) .
Cho X 1a mot nhém giao hoan, ching minh rang anh xa
p: X > X
a a ak
v6i k 1a mot s6 nguyén cho trude, 13 mot dong cu. Xac dinh Kerg .
Cho X 1a mgt nhoém, chung minh rr:ing anh xa
p: X > X
aa a'

la mot tu dfmg cAu ctia nhom X khi va chi khi X 1a mot nhom Aben.
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Tiéu cha dé 1.3. Vanh va trwong

Théng tin co bdn
1.3.1. Dinh nghia vanh va truong
1.3.1.1. Dinh nghia

Ta goi 14 vanh mot tap hop X cting v6i hai phép toan cong va nhan thoa mén cac tién dé sau:
1) (X, +) 1a m¢t nhém Aben.
2) (X, .) la mot ntra nhém.
3) C6 lut phan phdi hai bén ctua phép nhan ddi véi phép cong, nghia 1a voi moi a, b, ¢ €
X ta co:
a(b+c)=ab+ac; (b+c)a=ba+ca.
— Néu phép nhén c6 tinh chét giao hoan thi X dwoc goi 1a vanh giao hodn.
— Néu trong X ¢6 phan tir trung 1ap d6i v6i phép nhén thi X dugc goi 1a vanh c6 don vi.
Vidu3.1:

1) Téap cac s6 nguyén Z cung v6i phép cong va nhan théng thudng 1a mot vanh giao hoan, co
don vi.

2) Tap cac sb hitu ti Q ciing v6i phép cong va nhan thong thudng 13 mot vanh giao hoan, co
don vi.

3) Tap céc sd thuc R véi phép cong va nhan thong thuong 1a mot vanh giao hoan, c6 don vi.
4) Tap X = {6, 1,2, 3} cung hai phép toan cdng va nhan cho trong cac bang sau 1a mot vanh

giao hodn, c6 don vi.

W[l =l T
W ol =] Sl Ol
Ol| W[N] =] | =]
= DI W NI NI
D[ —|| DI WI| Wi
W || =] ol X
ol ol ol <l <l
W[ ]| —]| S| I
N S| ]| S| 9]
— || 0ol wI| oI Wi

1.3.1.2. Tinh chit
Cho X 12 mot vanh. Theo dinh nghia (X, +) 1d mot nhém Aben nén né c6 day du cac tinh chat
ctia mot nhém cong giao hoan. Cuy thé la:
1) Phan tir khong ctia nhém X 1a duy nhét. Ta ki hiéu n6 12 0 va ciing goi 1a phan tir khong
ctua vanh X.
2) Mbi phan tir a thudc X c6 mot phan tir d6i duy nhit 1a —a.
3) Vi moi a, b thude X, phuong trinh x + a=b (va a + y = b) c6 nghiém duy nhat 1a b —a.
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Ngoai ra, trong vanh X con ¢6 cac tinh chat sau:
4) V&i moi a thude X, a0 = 0a = a.
That vay, voix € Xtacd x + 0 =xnén a(x + 0) = ax
Suy ra: ax + a0 = ax, vay a0 = 0. Tuong tu ta ¢c6 0a = 0.
5) V6imoi a, b, ¢ thugc X ta c6 a(b —c) = ab —ac.
That vay, vi(b—c)+c=bnéna[(b—c)+c]=ab

= a(b—c)+ac=ab

= a(b—c)=ab-ac.
Tuong tu ta cling c6: (b — c)a =ba — ca.
6) V&1 moi a, b thude X ta co

(-a)b = a(-b) = —ab; (-a)(-b) = ab.
That vady,—a=0—-a = (-a)b=(0 —a)b = 0b — ab = —ab.
Tuong tu:
a(-b) = —ab; (-a)(-b) = — [a(-b)] = — (-ab) = ab.

Pinh nghia 3.1. Cho X 13 mot vanh giao hoan, phan tir a € X duoc goi 1a udc ciia 0 néu a # 0
vatontaib € X, b # 0 sao cho ab=0.
Dinh li 3.1. Cho X la mét vanh giao hodn. Cdc khang dinh sau ddy twong dwong véi nhau:
(i) Va beX ab=0=a=0hodcb=0.
(ii) X khong co woc cua 0.
(iii) Va,b,c e X(a#0vaab=ac)=b=c.
Chirng minh:
(i) = (ii). Gia stra# 0 va b # 0 ma ab = 0, theo (i) suy ra a = 0 hoic b = 0, mau thuan vay ab # 0.

(i) = (i). Gia str ab =0, néu ca a = 0 va b = 0 thi theo (ii) ab # 0 trai v6i gia thiét. Vay suy ra
a=0hoacb=0.

()= (iii). Gidscta=0vaab=ac=>ab—-ac=0=a(b-c)=0,viaz0nénb—-c=0hayb=c.

(ii1)) = (1). Gid st ab=0vaa # 0 = ab=a0 ma a # 0 theo (iii)) suy rab = 0.

1.3.1.3. Mién nguyén
Pinh nghia 3.2. Mot vanh giao hoan, c¢6 don vi khac 0 va thoa man mdt trong ba diéu kién
tuong duong trong dinh 1i 3.1 duoc goi 1a mot mién nguyén.
Vidu 3.2:
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1) Vanh s6 nguyén Z 13 mot mién nguyén.
2) Vanh X trong vi du 3.1 khong phai 1a mién nguyén.
1.3.1.4. Truwong

Pinh nghia 3.3. M6t vanh giao hoan, c6 don vi khac 0 va trong d6 moi phan tir khac khong
déu co nghich dao duoc goi 1a mot truwong.

Nhan xét. Cho X 1a mot vanh giao hoan, c6 don vi khac 0, X 1a mot truong khi va chi khi tap
X, cac phan tr khac 0 cia X, 14p thanh mot nhom Aben v&i phép nhan. Nhom nay duoc goi
12 nhom nhan cac phan tir khac khong cia truong X.

Vidu 3.3:
1) Vanh s6 hitu ti Q, vanh sé thuc R 13 nhimg trudng.

2) Tap X = {(), 1, Q} vai hai phép toan sau la mot truong.

NI =l ol T+
N = DI DI
I N =] | =]
— | I NI N
SNTSIE=1ISY

| —I| DI =

ol ol ol <l

I~ DI x

3) Vanh s6 nguyén Z khong phai 1a mot trudng.

Dinh i 3.2. Moi truong déu la mién nguyén.

Chirng minh:

Gia s X 1a mot truong. Khi dé nd 1a mot vanh giao hoan, c6 don vi khac 0. Gid str a, b, ¢
thuoc X ma a0 vaab=ac = a '(ab) =a '(ac) = (a 'a)b=(a 'a)c = b=c.

Vay X 1a mot mién nguyén.

1.3.2. Vanh con va truwong con
1.3.2.1. Dinh nghia

Cho vanh X (truong X) va A 1a mot tap con 6n dinh d6i véi phép cong va nhan trong X. Néu
A cung vdi cac phép toan cdm sinh 1a mot vanh (trudong) thi A dugc goi 1a mot vanh con
(trrong con) cua X.

Dinh li 3.3. Cho A la mét tdp con khdc réng ciia vanh X.
A la vanh con cua X khi va chi khi voi moi a, b thuoc A ta co a — b thudéc A va ab € A.

DPinh li 3.4. Cho A la mot tap con cua truong X, A chira nhiéu hon mot phcfn t. A la mot
triweong con ciia X khi va chi khi né thod man cac diéu kién sau:

(i) Voi moi a, b thuéc Atacoa—b € A;
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(ii) V&i moi a, b thuge A, b+ 0 ta cé ab™’ € A.

Viéc chimmg minh dinh 1i 3.3 va 3.4 xin gianh cho ddc gia.

Vidu 3.4:

1) Vanh s nguyén Z 1a mot vanh con ciia vanh sé hiru ti Q.

2) Tap mZ = {mk | k € Z}, m 1a mot s6 nguyén cho trudc, 1a mot vanh con ciia vanh s6 nguyén Z.
3) Truong s6 hiru ti Q 1a mot truong con cua trudng sb thuc R.

4) Tap Q (\/5) ={a+ b~2 | a,b e Q} la mét trudng con cua trudng sb thuc R.

5) Cho X la m¢t vanh tuy y. X bao gid cling c6 hai vanh con 1a X va {0}.

1.3.3. Pong ciu
1.3.3.1. Dinh nghia

Cho X va Y 1a hai vanh. 4nh xa £ X — Y duogc goi 1a mot ddng cdu tir vanh X dén vanh Y
néu va chi néu véi moi a, b thude X, ta c¢o f(a + b) = f(a) + f(b) va f(ab) = f(a)f(b).
Ciing giéng nhu d6i véi dong cau nhém, néu X =Y thi dong cau f duoc goi 1a tr dong cu cia vanh
X.
Néu f1a song anh (don anh, toan anh) thi déng cau duoc goi 1a mdt 4nh xa dang ciu (don céu,
toan cau). Néu c6 mét anh xa dang cau tir vanh X dén vanh Y thi ta n6éi rang hai vanh X va 'Y
dang cau v6i nhau va ki hisula X =Y.
Déi voi trudng ta c6 dinh nghia twong ty.
Vidu3.5:
1) Cho X 1a mét vanh tiy y. 4nh xa dong nhét idx: X — X 1a mot ty dang cu cta vanh X.
2) Cho X va Y 14 hai vanh tily y. OY 1a phan tir khong ctia vanh Y. 4nh xa

0: X>Y

xa 0OY

1a mot dong ciu.

3) anh xa
£ Q(v2) - Q(2)
a+by2 a a-by2

1a mot ty dang cdu cia truong Q(«/E ).

1.3.3.2. Tinh chit
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Cho f: X — Y 1a mot ddng ciu tir vanh X dén vanh Y. Khi dé:

1) f(OX) = OY, OX va OY theo thir tw 1a phan tir khong ctia vanh X va vanh Y.
2) f(—a) = —f(a) voi moi a thude X.

3) f(a—Db) = f(a) — f(b) véi moi a, b thudc X.
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4) Néu A 1a mot vanh con cta X thi f(A) 1a mot vanh con cua Y.
5) Néu B 1a mot vanh con cia Y thi £ '(B) 1a mét vanh con cua X.
Chirng minh:
Céc tinh chat 1), 2) va 3) c6 dugc do f 12 mot dong ciu tir nhom cong X dén nhom cong Y.
Bay gio ta chirng minh tinh chét 4) va 5).
4) Gia sir A 1a mot vanh con ciia vanh X. Khi d6 OX € A va OY = f(OX) € f(A). Néu y; va
y2 la hai phan tr thude f(A) thi ton tai a;, a; thudc A sao cho y; =f(a;), y» = f(az). Suy ra

yi1—Yy2 =f(a;) — f(ap) = f(a; — ap) € f(A).
va

y1y2 = f(a))f(ax) = f(a122) € A.
Vay f(A) 1a mot vanh con ciia Y.
5) Gia sir B 1a mot vanh con cuia vanh Y. Khi d6 flOX) = OY € B nén OX e f'(B). Gia sir
X1, X» 14 hai phan tir thuoe £ (B) khi d6 f(x;) € B va f(x,) € B. Tir d6 suy ra f(x; — x2) = f(x) —
f(x,) € B va f(x1x2) = f(x1)f(x2) € B. Nghia 13 x; — x, € £ '(B) va xix, € ' (B).
Vay £ (B) 1a mét vanh con cia vanh X.
Dinh 1i 3.5. Cho f* X — Y va g: Y — Z la hai dong cdu vanh. Khi d6 gf la mét dong cdu tiv
vanh X den vanh Z.
Chirng minh:
Giasuf: X > Y vag: Y — Z 13 hai dong cdu, v&i moi a, b thude X ta co:

gf(atb) = g(f(at+b)) = g(f(a) + f(b)) = g(f(a)) + g(f(b))

= gf(a) + gf(b).
gf(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b))
= gf(a)gf(b).

Nhdn xét. Cling nhu ddi v6i dong ciu nhoém. Néu f, g 1a hai don ciu (toan cau, dang céu) thi
gf cling 14 mot don cdu (toan cdu, dang cau).

1.3.4. Vanh, truwong sdip thir tw
1.3.4.1. Dinh nghia

Cho X 1a mét vanh giao hodn, c6 don vi. Néu trén X c6 mot quan hé thi ty toan phan < sao cho:
(1) Véimoi a, b, ¢ thugc X, a<bkéotheoa+c<b+c;
(11) V61 moti a, b, ¢ thude X, néua<bva0<cthiac<bc

thi ta goi X 1a vanh sap thir ty.
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Cho (X, +, ., <) l]a mot vanh sép thtr tw. Néu x > 0 va x =0 thi tandi x > 0.

Pit P= {x € X | x> 0}. P duoc goi 1a tap cac phan tr duong ciia X.
—P={x € X|—x € P}. P duoc goi 1a tap cac phan tir am ctia X.

Khi d6 ta co cac tinh chét sau:

1) Néu a, b thuoc P thia +b e P.

2)Vxe X, xe P —xeP.

3J)PU{0}U(P)=X; PN (-P)=07.

Pinh nghia 3.4. Vanh X duogc goi 1a mot vanh sap thir ty Acsimet néu v6i moi a, b thude X,
a > 0, ton tai sb ty nhién n sao cho na > b.

Déi véi truong ta ¢ dinh nghia tuong tu.
Vidu3.6:
1°) Vanh s6 nguyén Z 1a mot vanh sip thir ty Acsimet.

That vay. Trén Z ta dinh nghia quan h¢ < nhu sau: V&i moi a, b thudc Z, a < b khi va chi khi
ton tai s nguyén khong am c sao cho a + ¢ = b. R5 rang < 1a mot quan hé thir ty toan phan
trén Z. Mat khac, véimoi a, b, ¢ € Z ta co:

i) a < b suy ra ton tai d khong am sao cho a + d = b, cong ca hai vé véi ¢ ta duoc
atd+c=b+chay(at+c)+d=b+c.Vayat+tc<b+ec.

ii) Giastr 0 < cvaa < b, suyraa+d=Db véid 1a s6 khong 4m. Nhan ca hai vé véi ¢ ta duoc
ac + dc = bc. Vi ¢ va d déu 14 hai s6 khong 4m nén dc ciing khong am. Vay ac < be.

Vay Z, voi quan hé < 13 mot vanh sip tht ty.

Bay gio ta chirng minh vanh s6 nguyén Z 1a mot vanh sap thir ty Acsimet.

That vay, gia str a, b thudc Z, 0 < a.

+)Néu b < 0 thi ta c6 b <a = l.a. Trong truong hop nay n = 1.

+)Néu 0 <b thi ta co ‘b‘ +1>bvadodob< (‘b‘ + 1)a. Trong trudng hgp nay n= ‘b‘ + 1.

2% Truomng s hitu ti Q 1a mot trudng sap thir ty Acsimet.

Hoat dong. Tim hiéu vanh, mién nguyén va truong

‘@) Nhiém vu

Gido vién to chirc cho sinh vién doc phan thong tin co ban va thuc hién cac nhiém vu sau.

Nhiém vu 1:
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Dinh nghia vanh, mién nguyén va truong. Xoy d?ng cdc vé d? minh h?a.

Nhiém vu 2:

Phat biéu va ching minh cac tinh chat ciia vanh, mién nguyén va truong.

Nhiém vu 3:

Dinh nghia vanh con, truong con. Céc diéu kién twong duong v4i vanh con, truong con.
Nhiém vu 4:

Dinh nghia dong cau, don cau, toan cau va dang cau. Cac tinh chat ciia dong cau, dang cau.
Nhiém vu 5:

Th?c hanh ch?ng minh mét tap hop véi phép toan da cho 1a mot vanh, mot mién nguyén, mot
truong, mot vanh con, truong con.

Nhiém vu 6:

Céch chtirng minh mét anh xa da cho 1a mdt dong cau, don cau, dang cau.

Nhiém vu 7:

Dinh nghia vanh, truong sap thir ty Acsimet. X3y d?ng coc vé d? minh h?a.

p banh gia

Hay tra loi cdac cau hoi sau day:

Dinh nghia vanh, mién nguyén. Cho vi du v€ vanh va mién nguyén.

Phat bi€u va chirng minh céc tinh chat cua vanh va mién nguyén.

Dinh nghia va cho vi du vé truong.

Phat biéu va chimg minh cac tinh chat cta truong.

DPinh nghia vanh con, truong con. Cho vi du vé vanh con.

Phat biéu va chimg minh céc tinh chat déc trung cta vanh con va trudong con.

)

Dinh nghia dong cau vanh, cho vi du vé dong cau vanh.

< B = Y I

Phét biéu va chimg minh céc tinh chat cia dong cAu vanh.
9. Dinh nghia vanh, truong sap thir ty. Cho vi du vé vanh, truong sap thi tu.

10. Dinh nghia vanh, truong sép thtr tw Acsimet. Cho vi du vé vanh, truong sép thr ty Acsimet.

Gidi cdac bai tap sau day:
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10.

11.

12.
13.

Goi X va Y 14 tap cac s nguyén chia hét cho 3 va 5. Chimg minh rang X va Y cung v&i phép
cong va phép nhan théng thuong déu 1a nhitng vanh giao hoan. Cac vanh nay c6 don vi
khong?

Dét C]oo = {a el:a Chgll’l,

a| <100} va Bigo ={a € Z: |a| <100} . C4c tap Cio va Byop cling vi
phép cong va phép nhan thong thuong co 1ap thanh mot vanh khong? Giai thich tai sao?
Cho (R, +, . ) la mdt vanh, vdi a, b € R ta dinh nghia
a x a=ab — ba.
Chung minh rang phép toan x thoa méan tinh chat sau:
i) axa=0
i) axb=(>b)xa
i) [(axb)xc]+[(bxc)xa]+[(cxa)xb]=0
Chtrng minh réng néu vanh R thoa mén a* = 0 véi moia € Rthiab=-bavdimoia, b eR.
Cho k 1a mot s6 nguyén 16n hon 1. Chimg minh rang (Zk,®,®) 1a mot vanh giao hoan c6
don vi, trong d6 Zk va cic phép toan ®, ® dugc cho boi cc quy tic sau:
Zk = {0,1,...k—1} va a®b=c véic 1a du cua phép chiaa + bchok; a®b=d véid la du
cua phép chia ab cho k.
a) Cho (R, +, . ) 12 mot vanh giao hoan. Chimg minh ring phan tir a € R khac 0 1a uéc cta 0
khi va chi khi a khong phai la phan tir chinh quy déi véi phép nhan.
b) Tim cac udc cua 0 trong vanh (Ze, ®,® ) va trong vanh (Z;s5,,®).
Chirmg minh ring anh xa f: Z — Z 1a ty déng cdu vanh < f(a) = 0 hoic f(a) = a voi
moi aeZ.
Ching minh rang 0 va 1 1a phan tir trung 1ap va don vi ciia vanh sip thir ty thi 0 < 1.
Chting t6 rang vanh (Zk, ®,®) voi k > 2 khong thé sip tht ty.
Ching minh rang (Zk, ®,®) 1a mot trudng khi va chi khi k 1a mot s6 nguyén t6.

Cho: X = {a+b\/§

thuong la mot truong.

a,beQ}. Chimg minh rang X cing voi phép cong va phép nhan thong

Hay tim céc ty ddng céu ctia trudng s6 hitu ti Q.

Cho (R, +, . ) 1a mot vanh. Tim gi4 tri chan li ctia cac ménh dé sau (c6 giai thich):
i) Phép cong c6 tinh chat giao hoan.

ii) Phép nhén c6 tinh chét giao hoan.

iii) Phép cong c6 phan tir trung hda va phép nhéan ¢ phan tir don vi.
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iv) Tap R c6 nhiéu hon mot phan tir.
v) Tap R ¢6 vo sd phan tir.

14. Cho T = {a, b, ¢}. Hiy xay dung hai phép toan dé véi hai phép toan d6 T 1a mot trudng.
Truong T cé thé sép thir ty duoc khong? Tai sao?

43



c,c tEp hip sé

Théng tin phan héi cho cha dé 1

44

Tiéu chu dé 1.1

a) — Phép cong va phép nhan 1a phép toan hai ngoi trén ca 4 tip N, Z, Q, Q.
— Phép trir [a phép todn hai ng6i trén tap Z va Q.

— Phép chia 1a phép toan hai ngéi trén Q.

b) — Dbi v6i phép cong: cac tap N, Z, Q cb phan tir trung 1ap 1a s6 khong (0). Phép cong co
tinh chat giao hoan.

— Pbi v6i phép nhan: cac tap N, Z, Q, Q" ¢6 phén tir trung 1ap 1a 1, phép nhéan c6 tinh chét giao
hoan.

—Pdi véi phép trir: céc tap Z, Q khong ¢ phan tir trung 1ap va phép trir khong co tinh chat giao hoan.

— Phép chia cac sb hitu ti duong khong c6 tinh chit giao hoan va khong c6 phan tir trung lap.

Phép @ c6 tinh chat giao hoan va két hop, c6 phan tir trung 1ap 13 0; phan tir i ximg ciia 0 13 0;

phan tir d0i xtmg ctia 1 1a 2; phén tir d6i ximg cua 2 1a 1.

Phép toan * chi co tinh chat két hop. Y khong c6 phan tir trung lap.

Phép toan T: aTb = ab trén tap cac s tu nhién N* khong c6 tinh chét két hop, ciing khong co
tinh chit giao hoan.

N" khéng c6 phan tir trung 1ap.

a) Phép toan * c6 tinh chit giao hoan va két hop.

b) Phép toan @ khong c6 tinh chit giao hoan, khong c6 tinh chat két hop.

¢) Phép @ co cac tinh chit giao hoan va két hop.

a) Tap cac sb chin A 6n dinh d6i v6i phép cong cac sd nguyén.

b) Tép céc s6 nguyén chan A va tap cac s6 nguyén 1¢ déu on dinh dbi véi phép nhan cac s nguyén.

biat mZ = { mk |k e 7)) 13 tap cac sd nguyén 13 boi ctia m. Khi d6 véi moi a = mk, b = ml
thuoc mZ, tac6é: a+b=mk +ml=m(k +/) € mZ.

a) Tap A = {—1, 1} khong 6n dinh ddi voi phép cong vi—1 + 1 =0 gA.
b) Tap B = {% la,b e Z,alé, b0} khong 6n dinh dbi voi phép cong vi % € B nhung
¢ B.

1 I 2
— 4+ — = —
5 5 5

c)TapC= {% | % 1a phén s6 thap phan} 6n dinh d6i v6i phép cong vi:
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(10“-m)a+b
10"

14 hai phan s6 thap phan (m <n) thiu+v = e C.

z a
NGUUZW,V:

n

a) Tap A = {—1, 1} 6n dinh dbi v6i phép nhan thé hién trong bang sau:

. 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1

b) Tap B én dinh déi véi phép nhan vi: % e B, % € B, a vi ¢ 1a sb 1& nén ac 1 s6 1¢ do do

aL_2 B,
bd bd
¢) Tap C céac phan sd thap phan 6n dinh dbi véi phép nhén vi
a ,L e C taco: a_ b = ab e C.
10™ 10" 0™ 10"  10™™"

Tiéu chi dé 1.2
a) Pat 5Z = {5k| k e Z} 1a tap cac s6 nguyén chia hét cho 5. Khi d6: a =5k, b= 5/ € 5Z ta c6
atb=5k+5/=5k+/) e 5Z.
Vay phép cong 1a mot phép toan hai ngoi trén 5Z.
Vi phép cong cac sb nguyén cé tinh chat két hop nén phép cong trong 5Z ciing c6 tinh chat két hop.
Taco:0=5.0 € 5Z.
Vay 5Z 13 mot vi nhom ddi v6i phép cong.
b) 5Z 1a m{t ntra nhom véi phép nhan vi: véi moi a = 5k, b = 5/ € 5Z ta c6: ab = (5k)(5/)) =
5(5kl) € 5Z. Hon nita phép nhan cac s6 nguyén c6 tinh chat két hop. Nhung 5Z khong 1a mot
vinhomvi 1 ¢ 5Z.
A)2®1=2+1-1=2;4Q5=4+5-1=8,5®05=5+5-1=09.
b)Rérangnéua,be N thia®b=a+b—1 e N viy ® la mot phép toan hai ngdi trén N
Phép ® co tinh chét két hop vi véimoi a, b, ¢ € N
(a®b)®c=(@+b-1)®c=[a+(b-1+c)]-1
=at[(btc)—1]-1=a®(b+c-1)
=a® (b®c).
Trong N* c6 phéan tir trung 1ap 1a 1 via® 1 =a+ 1 —1=a véi moi a € N'. Hon nira phép

r \ roLr A . , \ y o . *
toan ® con co tinh chat giao hoan vi véi moia, b € N
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a®b=a+b-1=b+ta-1=b®a.
Vay (N*, ®) la mgt vi nhdm giao hoan.
Pat X 1a tap cac sé 1¢. Khi d6: X = {2k + 1| k € Z}
Rérang 1 € X. Honnitanéua=2k+1,b=2/+1 e X thi
ab=Q2k+ 1R2[+1)=2Qkl+k+)+1eX.
Vay X 1a vi nhém con cta vi nhdm nhan cac ) nguyén.
X khéng 14 nira nhoém con ctia nira nhom cdng cac sé nguyén vi X khong 6n dinh dbi voi phép
cong. Ta c6 3 va 5 1a hai s6 thugc X nhung 3 +5=8 ¢ X
R rang phép toan #: a * b = a c6 tinh chét két hop vi v6i moi a, b, ¢ thudc X ta co:
(axb)*c=axc=aja*(b*c)=a*b=a
Vaya=*(b*c)=(a*Db)*c.
Néu X c6 nhiéu hon mot phan tir thi phép toan * khong giao hoan vi gia sir a, b 13 hai phan tir
khac nhau thude X, tacoa*b=a;b*a=bh.
Nhuvaya*b=#b *a.
X cling khong coé donvivigidsue € X1adonvicuaX,vaa e X,a#etacod
ake=a; exa=e.
Nhur vdy a * e # e * a. Mau thuan.

Cho X = {a, b} d& X 1a mdt nhom, trude hét ta chon mot phan tir lam phén tir trung 1ap. Vi
trong mdt nhém c6 luat gian udc cho nén cac két qua tinh trong mdi dong va mdi cot phai
khac nhau. Cubi cung ta cé:

* a b
b
b b a

Tuong tu, Y = {a, b, c} tacod

* a b C
a a b c
b c
C C a b

Chii y: Cac két qua tinh, trong mdi dong, mdi cot phai khac nhau chi 1a diéu kién can dé ta c6
mot nhém. Vi vdy sau khi 14p xong bang toan can chi rd phan tir d6i xtng ctia mdi phan tir
clia tap dang xét 1a gi. Can chig minh tinh chét két hop ctia phép toan vira néu.
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i) — iv) Cac két qua nay duoc suy ra tir cic tinh chét ciia phép cong thong thuong cac sb.
v) bat mZ = {mk |k e 7} 1a tap cac sb nguyén 1a bdi ctia m. Ta c6 thé chi can chimg minh
mZ 1a nhom con ciia nhdm cong cac s6 nguyén Z. Ro rang 0 =m0 € Z.
Gia sir a=mk, b =ml € mZ. Khi do:
a—b=mk-ml=m(k-1) € mZ.
Vay mZ 1a mgt nhém con cua Z.
viii) Pat X = {a + b~/3 |a, b € Z}. Khi d6 X 1a tap con cua tap c4c sb thuc R. Dé ching

minh X la mgt nhom véi phép cdng, ta chi can chiing minh X 1a nhém con cua nhom cong
cac so thuc.

R()réngvé’imoian,azaJrOx/g e X.

Gid sit oo = a + b~/3 va B=c + d+/3 1a hai phin tir bat ki thuoc X. Khi d6 a, b, ¢, d 1a nhing

s0 nguyén, do d6 a— ¢ va b — d cling la nhiing s0 nguyén. Vay
a-B=@+by3)—(c+dV3)=@-c)+(b-d)3 X

ix)Pat Y ={a+b~3 la,be Q,a>+b>=0}.

Khi d6 Y 1a tdp con ciia tap cac sd thuc khac 0. Ta s& ching minh Y 13 nhém con ciia nhém
nhan cac sd thue khac 0.

Taco1=1+0+3 €Y.
Gidsta=a+b+3 eY,B=c+d\/§ € Y nhu vay o va B 14 hai s6 thuc khac 0 va ta co:

L _a+b3 _(a+b\/§)(c-d\/§)
B _C+d\/§ B c2 - 3d>

ac - 3bd bc - ad
+ \/5 Y.
c¢?—=3d* ¢*-3d?

Vay Y 12 nhom nhan céc s thuc khac 0. Do d6 né 13 mot nhom véi phép nhan.

Nhin vao bang toén ta thay:

— Phép @ c6 tinh chét giao hoan (né dbi xtmg qua dudng chéo chinh).

— Phén tir trung 1ap 13 0.

— Phan tir d6i xtmg cta 013 0.

— Phan tir 6i xing cia 113 2.

— Phan tir d6i xtmg cua 2 13 1.

Theo quy tac phép toan @ ta thdy Va, b € A, a @® b = c véi ¢ 1a du cta phép chia a + b cho 3.
Vi phép cdng cac s6 nguyén co tinh chat két hop nén suy ra phép @ & day cling c6 tinh chat

két hop.
477
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10.

11.

12.

Vay (A, @) 1a mot nhém Aben.
Rorangnéua,b e Zthi a®b=a+b-1¢cZ
Vay ® la mot phép toan hai ngdi trén Z.
Phép toan ® co tinh chat két hop vi:
Ya,b,c e Z,
a®b)®c=(atb-1)®c=atb-1+c—-1=atb+c-2;
a®b®c)=a®(b+c—-1)=a+tb+c-1-1=a+b+c-2
hay (a®b)®c=a® (b® c).
Phép toan ® co tinh chat giao hodan vi:a® b=a+b—1=b+a-1=bQa.
Phan tir trung 1ap d6i véiphép @ lalvia® l=a+1-1=aVae Z
Véimdiaec Ztaco) -a+2ecZvia®(-a+2)=a+(-a+2)—1=1.
Viy (Z, ®) la mdt nhom Aben.
Hién nhién.
Vi moi x, y thudc X ta co:
(xy)* =x%y* suy ra (xy)(xy) = x’y’
hay
xX(yx)y = x(xy)y
Gidn udc bén phdi cho y va bén trai cho x tir dang thic trén suy ra yx = xy. Vay X 1a mot
nhom Aben.

Gia str ab = ba khi d6 ta chimg minh quy nap theo n rang
(ab)’=anbn vGin>2.
Véin=2taco (ab)’=(ab)(ab)=a(ba)b = a(ab)b = (aa)(bb) =a’b’. Vay tinh chit nay dang v&in =2.
Gia st tinh chat nay ding véin =k > 2, tic 1a (ab)* = akbk. Ta can chimg minh tinh chit nay
ding voin =k + 1. That vay
(ab)* " ! = (ab)*(ab) = (akbk)(ab) (theo gia thiét quy nap)
= ak(bka)b
= ak(abk)b
= (aka)(bk b)
—ak " 'bk ",
Gia st A = mZ. Khi d6 theo bai 6.v), A 1a mot nhom con ctia nhom cong cac sé nguyén Z.

Bay gio gid sit A 1a mot nhom con cua Z.
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—Néu A = {0} thi A =0Z.
~NéuA#0thitontaia e A, a#0.
Trong cac sb khac 0 thudc A, goi m 13 sb co gia tri tuyét dbi bé nhét. Ta s& chimg minh A =mZ.
That vay, vim € A va A la nhom con ctia Z nén véi moi k € Z, mk € A hay mZ c A.
bao lai, gia stra € A. Chia a cho m ta duogc:
a=mq-+r,q,re Z,0<r<|m]
Tir d6 suy rar = a—mq € mZ. Piéu nay ching to r = 0.
Do d6 a=mq € mZ. Vay A = mZ.

13. Ta c6 bang toan cho Az nhu sau:

1, R R’ D, D, D;
1a 1a R R’ D, D, D,
R R R’ 14 D; D, D,
R? R? 14 R D, D; D;
D, D, D, D; 1A R R?
D, D, D; D, R’ 1A R
D; D; D, D, R R’ 1a

Néu dat tuong (g

(OX Az —> Sg

Ira (1)

R a (123)
R’a (132);
D, a (23)
D, a (13)
D3 a (1 2)

thi @ 12 mot 4nh xa dang cau.
14.a)anhxaf: N—>N,na 5n
la mot tu déng c4u clia nira nhém cong (N, +) vivéimoim, n € N tacod
f(m +n)=5(m+n) =5m + 5n = f(m) + f(n).
b) f(N)=5N = { 5nln e N}, f'(0) = {0}.
15.4nhxap: X > X, a a aklamdt d(‘A)ng cAu vi véi moi a, b thude X ta co

@(ab) = (ab)* = akbk (vi X 12 nhém Aben)
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= (@)p(b).
—Néu k =0 thi Kergp =X vi Va € X
¢(a) = a’ =e.
—Néuk #0 thi Kergp = {a € X| ak = ¢}
16. Néu X 1a mot nhdm Aben thi theo bai 15, ¢ 1a mot déng cau.
Hon nira ¢ con 1a mét song anh vi:
Giasira, b € X sao cho p(a)=(b)suyraa '=b 'haya=b.
Mit khac véimdia e X, tacéa ' e X va oa =@l '=a
Vay ¢ 1a mot 4nh xa dang cau.
Do lai, néu @ 12 mot anh xa dang cdu thi véi moi a, b € X ta c6
¢(ab) = p(a)p(b) hay (ab) '=a 'b 'kéotheob 'a '=a 'b!
Suy ra ab = ba.

Tuc 1a X 1a mot nhom Aben.

Tiéu chi dé 1.3

1. TacoX= {3n| n € Z}. Khi d6 X 1a mét tip con cua tap cac sd nguyén Z. Bé chimg minh X
12 mot vanh ta chi can chimg minh X 13 vanh con cta vanh sé nguyén Z.
That vay, taco 0=3.0 € 3Z. Gidsita=3m, b=3n, khidé a—b=3(m—n) € 3Z, ab=3(3mn) € 3Z.
Déivoitap Y = {5n|n € Z} 1am twong ty.

Ta c6 thé thay cac s6 3 hodc 5 boi mot sé nguyén m bat ki cling duoc két qua 1a mZ = {mk |k e VA
1a mot vanh voi phép cong va nhan thong thudng céc sd.

2. Cac tap Bigy va Cj déu khong 13 nhitng vanh véi phép cong va nhéan théng thudng vi chang han ta

co:
a=98,b=4,a+b=102>100,ab=392 > 100

cac tap nay khong o6n dinh doi véi phép cong va nhan.

3. Chi can thtr truc tiép.

(1) axa=aa—aa=0

(i) axb=ab-ba
(-b)xa=(—b)a—a(—b)=—Dba+ab=ab—ba.

(i) (axb)xc = (ab—Dba)xc=(ab—ba)c—c(ab—ba)
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= abc — bca — cab + cba.
(bxc)yxa =(bc—cb)xa=(bc—-cb)a—a(bc—cb)
= bca — cba — abc + acb.
(cxa)xb =(ca—ac)xb
=(ca—ac)b—b(ca— ac)
= cab — acb — bca + bac
Cong vé véi vé ta duoc:
VT =[(axb)xc]+[(bxc)xa]+[(cxa)xb]; VP=0.
Vi a’ =0 nén ta co:
0=(a+b)’=(a+b)a+b)=a’+ab+ba+b>=0+ab+ba+0.
Suy ra ab + ba =0 hay ab = — ba.
Chung minh dya vao cac tinh chét ctia cac phép toan cong va nhan trong vanh s nguyén Z.
a) Gia sir a 1a mot wdc cua 0 trong vanh R. Khidétacéa=0va3Ib € R, b#0sao choab=0.
Mit khac, a0 = 0 suy ra ab = a0 nhung khong suy ra b = 0. Vay a khong 13 phan tir chinh quy.
Do lai, néu a khong 1a phan tir chinh quy thi ta can chimg minh a 13 wdc cta 0.

Gia sir ton tai b, ¢ thudoc R ma b # ¢ nhung ab = ac, tir d6 suy ra ab —ac =0 hay a(b —c) = 0.
Chung t6 a 1a uoc cua 0.

b) Trong vanh Zs c6 cac udc cua khong 1a 5, 3, 4vi2®3 = 6; 3®4 = 0.

35=0;5®6=0;5®9=0;3®10=0;5®12=0.
R rang néu f 1a mot anh xa tir Z dén Z, sao cho f(a) = 0 Va € Z hodc f(a) =a Va € Z thi f1a
mot ddng cau vanh.

Pao lai, gia st f: Z — Z 13 mot dong cau vanh va f khac anh xa khong, tic 1a ton tai a € Z
sao cho f(a) # 0. Ta s€ chung minh f la 4nh xa dong nhat ctia Z. That vay, a = a.1 nén
f(a) =f(a)f(1), vif(a) # 0 nén suy ra f(1) = 1; véimoin € Z, f(n) = f(n.1) =nf(1) =n.1 =n.
Thc la f(n) =n Vn € Z.
Trudc hét ta thdy rang néu R 1a mot vanh sap thi tu thi véi moi

aeR, 0<Z a’.
That vay,néu 0 <athi0<a.a=a>. Néua<O0thi 0<—asuyra 0<(—a)’=a’.

Tac61=1"nén0<1,nhungvil=#0nén0<1.
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9.

Khi k > 2 thi vanh ZKk chi c6 k phﬁn tu, do do nd khong thé 12 mot vanh sép thir tu. (Mot vanh
sap thir tw c6 vo sb phan tir).

10. Gia sir k 1a mot s6 nguyén té. Khi d6 k > 2, do d6 vanh Zk c6 k > 2 phan tir. N6 1a vanh giao

11.

12.

hoan, c6 don vi 1 # 0. Gid st a € Zk, a = 0. Khi d6 a khong chia hét cho k. Vi k 1a s6
nguyén tb nén a va k nguyén tb cung nhau.

Tir d6 suy ra ton tai u, v € Z sao cho au + kv = 1. Piéu nay kéo theo a.u=1. Vay a ¢b
nghich ddo la u. Vay Zk 1a mot truong.

Dao lai, gia s Zk 1a mot truong. Khi d6 k > 2, néu k khong 13 sé nguyén t6 thi k = pq véi
1 <p,q<k;suyra 0=k = 1_)c_1 ma E %0, q_¢ 0 chung to 1_), a la nhitng udc cua 0.Do
vy Zk khong la mot truong, tri voi gia thiét. Vay k phai 1a mot s6 nguyén t.

X={a+ b2 | a, b € Q} 1a mot tap con cua tap cac s6 thuc R, nén dé chimg minh X 1a mot
truong ta chi cin chimg minh né 13 trudng con cia trudng so thuc.

Taco 1=1+042 € Xva 0=0+0+2 eX.

Giésfru=a+b\/§ € Xvév=c+d\/§ € X;a, b, c,dlénhfmgséhﬁ’utivévivéya—c,b—d
ciing 14 nhing s hfrutinénu—VZ(a—c)Jr(b—d)\/E e X.

Gia st v # 0 khi do:
L, a+by2 _(a+b\/§)(c_d\5)_ac—2bd bc — ad
v i= = . . = = ex
c+d\/§ ¢ —2d c—2d ¢ —2d

Trudce hét ta ¢ cac anh xa
0:Q—>Q,aa 0valg:Q—>Q,aa a
14 hai ty ddng ciu ciia truong sb hitu ti Q.
Gia su f: Q > Q la mot tu déng ciu cia Q va f # 0. Khi d6 Ja; € Q, f(ag) # 0. Suy ra
f(ap) = f(ap.1) = f(ap)f(1) kéo theo f(1) = 1.
Vn € Z, f(n) =f(n.1) =nf(1) =n.1 =n.
Z 1 1 1 1
Neun=#0,1 =f(1)=f(n. —)=nf(—)suyraf(—)=—
n n n n

Voimoi 0 e Q. (M) =mfly=m. L=m
n n n n

1
n
Tac 1a f= lg.

Vay chi ¢6 hai tw dong cdu cua trudng sé hitu ti Q 1a anh xa ddng nhit va anh xa khong.
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13. Ménh d8 (i) c6 gid tri chan 1{ 1 1.
Cac ménh dé con lai déu co gia tri chan li 1a 0.

14. Ta c6 bang cong va bang nhan sau day dé T 1a mot trudng:

Béang cong: Bang nhan:
+ a b (o] a b c
a a b c a a a a
b b c a b a b c
c c a b a c b

Co ph'?ln tor khong 1a a, don vi la b, nghich ddo ctiac la c.

Khong c6 quan hé thir tr ndo dé cho T tré thanh mot trudng sip tht ty vi mot truong sp thir
tu phai c6 vo so phan tur.
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