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Lo“f' n6i déu

Trong cac linh vyc kinh t€, quan sy va cac b6 moén khoa hoc thuc
nghiém nhu vat 1y, hod hoc, sinh vat hoc, nong, lam, ngu nghié¢p, tam ly,

 xa hoi hoc v.v... ngudi ta xi 1j cac két qua thi nghiém bing phudng

phép thong ké toan hoc hodc biéu din cic quy ludt ngdu nhién bing mo
hinh toan hoc. Do tinh hinh phat trién khoa hoc va ki thuat va kinh t&
cha nudc ta 43 dit ra cho cdc trudng dai hec, cao ding phai dua vao
chuong trinh dio tao day cho sinh vién tat c4 cac nganh nghé mot s6 mé
hinh xac sudt va thong ke toan hoc. Mic d6 néi dung va phuong phéap
truyén thu tuy thudc vao nhu ciu clia timg nganh ma dua véao nhiéu hay
it. Nhung bét luan thé nao thi vén dé nay vAn rdt cin thiét va cdp bach.
Qua nhiéu nim giang day cho sinh vién va Cao hoc cac nganh sinh vat,
néng - 1am nghiép, dia 1y, dan s6, tam 1y hoc v.v... ching t6i bién soan
cuén Gido trinh xac sudt va théng ke véi thoi lugng tir 45 - 60 tiét dung
cho sinh vién cac trudng dai hoc va cao ding ki thuat, kinh t&€, néng lam,
ngut nghiép, tin hoc, quin 1y v.v... Dé ti€p thu duge noi dung cia gido
trinh nay va c6 khi ning van dung t6t cho nganh nghé ctia minh doc gia
phéi hiéu biét vé gidi tich t8 hop, phép tinh vi tich phan, ma trén va he
phuong trinh dai s§ tuyén tinh.

N¢i dung cla cudn sich duge chia thanh 8 chuong. Chuong 0 trinh
bay mot s6 noi dung cda giai tich t6 hgp. Chuong 1, 2, 3 trinh bay céc
khai niém xac sudt, bién ngéu nhién, ham phan ph6i va céc s6 ddc trung
va mot sd dinh 1y gidi han thudc ludt s& 16n va dinh 1y gidi han trung
tam. N6 1am co s& khoa hoc d€ nghién citu vé thong ke & cac chuong
tiép sau. '

Chuong 4, 5, 6, 7 trinh bay céc vin dé quan trong ctia théng ke toan
hoc nhu : MAu ngiu nhién, ham phan phéi miuy, cdc s6 dic trung méiu,
1y thuyét udc lugng, 1y thuyét ki€m dinh gia thiét, hdi quy va trong quan.
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Sau mdi chwong déu cé bai tap ing dung va phén hudng dan tra 16i.
N6i dung cuén sach kha phong phu vi da dugc dic it ¢ chon loc ti

céc bai giang trong nhiéu nim cho sinh vién cac nganh Sinh hoc, Néng

nghiép, Dia ly, Kinh 1€, Xa hoi hoc, Dan 56 hoc v.v... chung 16i hy vong
cudn gido trinh nay s& rét b8 ich cho cdc doc gia trong nghién cdu bd
mon nay hojc sit dung xdc sudt théng ké vao nghién citu chuyén mén
ctia minh.

Chiing t6i rdt mong nhan dugc sy gop ¥ xay dung cla doc gia A€ 1an
tai ban sach duogc hoan thién hon. M6t lan nita chiing tdi xin td 1ong cam
on céc ddng chi trong ban bién tap va an loat da giup ching t6i nhiéu dé
cudn sich s6m dude dén tay déc gia.

Tac gid

Hi Ni ngdy 25 - 12 - 2004
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XAC SUAT

Phan mét

Chuong 0
GIAI TicH T6 HOP

Cic ndi dung chinh :
Hodén vi, chinh hop, t6 hop, nhj thitc Newton.

0.1. HOAN V|
Cho tap hgp M gém n phén tir.

Pinh nghia 0.1. Mdi cdch sdp x€p clia n phan tlr cla tap hop M theo
mot thit tu nhat dinh duge goi 1A mot hodn vi cha n phén tir dé cho.

Ky hiéu s& céc hodn vi khdc nhau ciia n phin tif 1a Pp.

Pinh 1y 0.1. P,=n!; (nt=1.2.3...n)

Vi du 0.1. C6 bao nhiéu s§ khéc nhau gém 4 chi s6 duge thi€t 1ap ti
{1,2,3,4}.

Gidi : Py = 4! = 24506,

0.2. CHINH HQP

0.2.1. Chinh hgp khéng lap
Cho tap hop M ¢é n phin tir, k 1a mét s6 nguyén duong 1 <k <n.
Pinh nghia 0.2

Mbi cich sap x€p k phén tir cla tap hop M theo mdt thit tr nhat dinh
dugc goi 1a mot chinh hop khong 1ap chap k cla n phédn t¥ dé cho.

Ky hiéu s6 cic chinh hgp khong lap chap k khac nhau cia n phén tir
di cho la PX.

Hai chinh hop khong tap chap k cia n phan tir 12 khic nhau néu n6 ¢6
it nhat mot phéan tit khéc nhau, hodc chiing ¢d thit ty khac nhau.



Pinh 1§ 0.2
K n!
Fo = (n - k)!

Vi du 0.2. C6 bao nhiéu s§ khéc nhau gdm 3 chif s6 dugc thiét lap tit
(1,2, 3,4,5).

Gidi :

Mot s6 gém 3 chir s§ duge thi€t 1ap tix (1, 2, 3, 4, 5) twong Gng vdi 1
chinh hop khong lap chap 3 cia 5 chisd 1, 2,3, 4, 5.

Viy s6 cic sskhacn}{augam3chas5duqcﬁusuapm 1,2,3,4,5bang :

51 '
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Vi du 0.3. C6 mdy céch chon ba cuén sich tir tap hop gém 7 cubn
séch va xép lén gi4 sdch c6 ba ché.

=nin—-1..n-k+1).

P} = = 60.

Gidi :

M&i cach x€p 3 cudn sich trong 7 cubn sich la mot chinh ho‘p chap 3
ctia 7 phidn tr da cho.

Vay s6 céch sdp x&p khac nhau 3 cu6n sich trong 7 cudn 1én gia sich

3 '
c6 3 choé tréng la : P;‘ = (_‘?_ZT)'. =210.

0.2.2. Chinh hgp ldp
Cho tap hgp M gdém n phén tir.

Pinh nghia 0.3. Goi chinh hgp lap chap k ciia n phén tit ca tap M 1

mét tap hop ¢6 thit ty gém k phén tir 1y tir tap M, ma mbi phﬁn tir ciia nd
¢6 thé ¢6 mat téi k 1dn. :

Vidu04. M= {1, 2}.
Lap t4t ca cac chinh hop lap chap 3 cha 2 phdn tir da cho.
Gidi: -
{1, 1,1}, {1, 1,2} {1,2,2}, {1,2, 1}, {2, 1_, 1}, {2, 1,2}, 12,2, 1}, {2,2,2}
nghia 12 ¢6 2° = 8 chinh hop 13p chap 3 khéc nhau ciia 2 phdn tir da cho.
_ Di,ilh13'10.3.Sdcécchinhhqplépchapkkhécnhaucﬁanplﬂntﬁdicho
béngn'. ‘
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Vi du 0.5. C6 bao nhi¢u céch phan ngiu nhién 12 ting phdm cho 3 ngudi.
Gidi :

Mbi céch phan 12 tang phdm cho 3 ngudi 1a mot chmh hop chap 12
clha 3.

.Vay s6 cich phén ngau nhién 12 ting phém cho ba ngudi bang 312

0.3. TG HoP
Cho tap hgp M gbm ¢6 n phén ti.

Pinh nghia 0.4, Mot 1ap con (khong ké thit ) gbém k phin tlr (k £n)
ctia tap M dugc goi la mot t hop chap k cia n phdn tir 43 cho.

Hai t6 hop chap k cian phén ti duge goi 1a khdc nhau néu ching ¢
it nhat 1 phén tir khéc nhau. :

Ky higu Ck 1a sd cac t6 hop chdp k khac nhau clia n phin tit 3 cho.

n! (“)k
Binh 1y 0.4.
inh 1§ 0.4. C, “Xla-H! k!

Trong 46, ky hiéu (n) = nn-1)..(n-k+ 1). Quy uéc 0! = 1.

Vi du 0.6, C6 bao nhiéu cach phan cong 3 ngudi di Jao dong cta 16p
¢6 50 hoc sinh.

Gidi : .

Méi céch chon ngéu nhién 5 ngui:li trong 50 ngudi 12 1 té hop chap 5
cha 50. :

Vay s6 céch phan cong khéc nhau 5 ngudi trong 50 di lao dong la:

C = 50! _ 50!
50 = 5150 - 5)! 545!

Vi du 0.7. C6 bao nhigu cach phan ngdu nhién 15 hanh khich 1én ba

toa tdu ma toa thit nhdt c6 ding 3 hanh khéch.

= 2118760

Giai :

Ta thdy c6 Cis cich 1dy 3 hanh khach trong 15 hanh khich cho vao
toa thit nhat. S6 cach phan 12 hanh khéch con lai 1én 2 toa thit ha1 va thid
ba bing s6 céc chinh hop lap chap 12 ctia 2, nghia la bing 212, vay s6
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cach phan ngiu nhién 15 hanh khéch 1én 3 toa tau ma toa thé nhét c6
diing 3 hanh khéch bing : C}4x 2'2

Ngudi ta con m& rong khdi niém 8 hop chap k cla x (x 12 mdt s6
thuc bat k).

Ta ky hidu (x), = x(x — 1) ... (X = 1 + 1) v6i r 1a s nguyén duong.
Pat C? = 1, néur < 0 thi dat C§ = 0.

Né&u r 1 s6 khong nguyén thi C§ khong ton tai.

Néur=0thidat (x)p=1. '

Khi 86 C; duoc x4c dinh bdi cong thic :

c = (x), _ (X -D..(x-r+1)
X r! r!

Vidu08. Tinh C; , C,.

Gidi :

Ta ¢ - Cr—l _ (_l)r - (-D(=2)..{-1) — (_1)1' _I_:l = (_l)l'. !
r! r! r!

Vacl, = (=2); _ (2)(3)..(Ar+ 1) _ (-1)f @+D!_ ~D)(r + ).
r! r! _ r!

0.4. CONG THUC NH| THUC NEWTON

n
@+b)= > Ckakp" .
k=0

‘Chitng minh cong thiic nay bing quy nap. Viéc chiing minh cong thic
nay dugc xem nhu bai tap.

Xét cic truong hop dic biét.

Vi du 0.9. Chitng minh ring :
’ 1]
a)0= Y (-1)"*Cf
k=0

n
b)2"= > Ck
k=0

P

nb
P
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Gidi :

n
a) Tt cong thitc (a + b)" = z Ct'iakb“'k ,data=1,b=—-1tacé:
k=0

0= Z": 1)k ck
k=0

b)Léya=b=1tace:2"= ch

Bal tp chuong 0

Ching minh réng :
a)Cp =Cl7; | b)Cn+l—C"+C‘

Chitng minh rang :
3 k k
-
= Z Cll—mCm
k=0
Tim n tr cic phuong trinh :

4
Pn
3
CI!

a) C2 =45 ; . b) =60 ; ¢) C) = Cy
-1

a) C6 mdy cdch phan phdi ngdu nhién 20 tang phim cho 4 ngudi.

b) Cé mﬁ'y cach phan ph6i ngiu nhién 20 tang phim cho 4 ngudi sao

cho ngudi thit nhat ¢6 ding 3 tang pham.

¢) C6 mdy cdch phan ph6i ngiu nhién 20 tang phdm cho 4 ngudi sao

cho méi ngudi ¢6 5 ting phim.

Trén mat phing c6 20 diém (khong ¢6 3 diém nao ciing nim trén mot
dudng thang). Qua mdi cap diém ta v& duge mot dudng thing. Hai c6

bao nhitu dugmg thing nhu vay.

Mot hoc sinh phai thi 4 mén trong 10 ngay (mébi ngay thi mot mon).

Co mdy cdch Iap chuong trinh thi.



10.

11.

12.

13.

14.

10

C6 bao nhiéu sd khéc nhau gém 5 chit s6 (chir s6 d4u tién khac -

khong) dugc lap tir cdc chit s tir 0 dén 9 7

Co6 mdy cach lap mot hoéi déng gém 3 ngudi 14y trong s8 4 cdp vg
chéng néu :

a) Trong hdi déng c6 thé tham gia mbi mot trong 8 ngudi trén.
b) Trong hoi dong phai cé hai nit mot nam.

Céc s6 1, 2..., n lap thanh moét hing ngang. Hoi c6 mdy cach sép x&p
sao cho:

a) Hai chit s6 1 va 2 ditng canh nhau ;

b) Ba chit s6 1, 2 va 3 dimg canh nhau.

Trong hop cé 100 sin phdm gém c6 90 sin phém t6t va 10 phé phim.
Hoi :

a) C6 bao nhiéu cich lé'y 10 san phdm tir hop gébm 100 san phdm.

b) C6 bao nhiéu kha ning 14y tir 100 sin phdm ra 10 san phdm trong
d6 6 8 san phdm &t va 2 ph€ pham.

Tir thanh phé A c6 ba con dudng di dén thanh phd B va tr B ¢6 2 con
dudmg di téi thanh phé C.

Hbi c6 mdy cich di tir A dén C (phai qua B).

Trén mot vong trdn cé 12 diém. C6 may céch vé day cung c6 cdc mit

1a cac di€m da cho. C6 may tam gidc nhan cdc diém la cic dinh.

Phan ngiu nhién 12 hanh khédch 1én 3 toa tiu.
a) C6 may cdch phan ngiu nhién 12 hanh khéch 1én 3 toa tau.

b) C6 mdy céch phan ngdu nhién 12 hanh khich lén 3 toa tdu ma toa
thit nhat ¢6 ding 4 hanh khich.

¢) C6 méy céch phan ngiu nhién 2 hanh khach lén 3 toa tdu ma mdi
toa ¢6 4 hanh khach.

Mot 16 hang cé 12 san phdm trong 46 ¢6 8 san phdm t6t va 4 phé
phim.

a) C6 mdy céich lay ngﬁu nhlen 4 san phﬁm trong 12 sén phim dé.

b) Cé mﬁy cach 18y ngau nhlen 4 san phdm trong 12 san phdm, trong
dé ¢6 3 san phdm t6t va 1 phé€ phdm.

&
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Tra 161 bal tp chuong 0

s ! ! . .
a) Khai trién Cg =—r-!ﬁ?—'__5; , CU0) = T nr)'r . Tir d6 rit ra k€t luan.

! ! (n+1)!
CI’ Cl' 1 n: n — =Cl’
b) ~Tm-1)! (r-—l)!(n—r+1)! ri(n+1-1)! 0+l

Két qua thu duge bang cdch khai trién hai v€ cha dang thic sau :
Q+pt=(+0" "1+ "

Z cit' = z Z ck_ .Gt

r=0 k=0

Tir d6 ta suy ra dang thic phai chimg minh.

. n! n(n-1)
. a)Tu\Cfl =45 suyra (n—2)!2!= > = 45, suy ran=10.
P“
b) — = 6n = 60. Vay n = 10.
-1

&) T €& = C2 tasuy ra 12}~ 12)! = 81(n - 8)! . Vay n =20.
a) 42° ( chinh 1a s6 céc chinh hop 18p chap 20 ciia 4).

b) C3o x 37

<) Cgo X Cfs X C?O X C5

Hai diém ta vé duoc mot dudng thing. Vay s6 céc dudng thing khac
nhau bing s6 céc 1 hop chap 2 cha 20, nghia 12 ¢6 C3, dudng thing.

2z
2, = 190.

. MB&i chuong trinh thi 1a 1 chinh hop khong lap chap 4 cua 10. Vay so

10!

~cach lap chuong trinh thi 1a : Plo = (10 - 4)'

Py ~ P3
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10.
11.
12.

13.

14.

12

a) C3 =56; b) C2 x Cj, = 24.
a) (n—- 1! b) (n - 2)!
a) Cio b) C3y x Cho-

6 2.3 = 6 cdch di tit A dén C qua B.

S¢ day cung vé duge 1a CZ,, va s6 tam gidc 13 Ci,.

a) 312, b) sz x 2% c) C?z X Cg x Ci.
2) Cy b) C; x Cj.



Chuong I
BIEN C6 NGAU NHIEN VA XAC SUAT

Nhiing néi dung chinh cda chuong :
* Khdi niém bith c6' ngéu nhién va xdc suét.
* Quy tic tinh xdc sudt cda tbng cic bién cd.
* Xdc sudt cé diéu kién, cong thifc xdc sudt ciia mot tich céc bién cd.
* Sir ddc ldp cdc bién c6, cda cdc phép thit.
* Céng thiic xdc sudt nhi thoc.

Nhiing kién thitc chuin bj hoc chuong niy :
* Mot s6' van dé vé tip hop va gidi tich t6 holp.

1.1. MO DAV

Trong nhiéu trudng hop, viéc lap lai mot thi nghiém vdi nhitng diéu
kién bén ngoai gidng hét nhav nhung khong dan t&i ciing mot ket qua.

Vi du 1.1. Khi gieo ngiu nhién mot déng tién, ta khong thé dodn
trudc duge két qua 14 mat sdp hay mat ngira xudt hién.

Vi du 1.2. Khi bén mét vién dan vio bia, ta khong dodn trudc duge
vién dan tring bia hay khong tring bia. Vay hién tugng ma khi bi€t cdc
diéu kién ban ddu cha mot thi nghiém khéng di xdc dinh két qua cua nd
thi ta goi hién twgng dé6 1a hién tugng ngiu nhién.

R4t nhiéu hién tugng trong sinh hoc, kinh t&, k¥ thuat la cdc hién
tugng ngau nhién (cdc quy luat cha Men den 12 mot vi dy quan trong). Tat
c4 cdc phép do ludng déu chita dung sai s6 nghu nhién. Viéc nghién cifu
mot ddm déng dira vio mot miu véi kich thude han ché cling chita dung
sal s6 ngiu nhién. B&i vi miu khong phai 13 hinh nh chinh xdc clia mét
ddm dong ; thanh phdn clia miu phy thugc vao viéc chon ngau nhién cic
c4 thé trong dam dong. :

Viéc nghién ctu céc hé théng nhimg hién tugng ngau nhién dé tir d6
rit ra céc quy luat ngdu nhién, dé 12 myc tiéu cia mon xdc sudt va thong
ké todn hoc. Trong cic nganh khoa hoc thyc nghiém nhu vat 1y, hod hoc,
sinh hoc, nong, 1am nghiép, thuy, hai san, gido duc, X hoi hoc, kinh t&
hoc, ... déu st dung tich cuc cdc mo hinh x4c suét va théng ké todn hoc.
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1.2. BIEN CO NGAU NHIEN

1.2.1. Phép thir ng4u nhién

Phép thir ngdu nhien 13 mot khdi ni¢m co ban khéng dinh nghia. Ta
c6 thé m6 ta nhu sau : Phép thit ngdu nhien 1a sy thyc hién moét nhém céc
diéu kién xdc dinh va c6 thé dugc 13p lai nhiu l4n. K&t qua cia né ta
khong doan dinh duge trude. Ta ky hiéu phép thir bing chit G.

Cdc vi du vé phép thir ; ‘

— Gieo mét 14n con xtc xéc dugc xem nhu tién hanh mot phép thir
"Gieo xiic xdc". K&t qua chia phép thir nay 1a tap hop Q = { B, B, B3, B,
Bs, Bs }, B; 1a su kién mat trén cha con xiic xic cé i chdm.

~ Viéc lai gidng bd A vdi gidng bd B 1a met phép thir "lai con bd A
vdi B". :

— Gieo mét hat dau twong dugc xem nhy ti€n hanh mat phép thir "gieo
hat dau tuong". Keét qua cla phép thir nay 12 mot tdp hop Q = {ndy mam,
khéng ndy mam). N _

~ Mot ba me sinh mot con dugc xem nhu ti€n hanh thir mét phép thiy
"ba me¢ sinh mot con”. Két qua ciia phép thir nay 13 tap hop Q = {Trai,
gai}. :

— Ki€m tra mét hoc sinh vé mot moén hoe nao dé cling dugc xem nhu
tién hanh mot phép thir "Kiém tra mot hoc sinh”. Két qua cia phép thir
nay la tap hop Q = {Dat, khong dat}.v.v... Vay méi phép thir G tuong
Ung véi mot khong gian bién c6 so cdp Q, cdc két qua loai triy nhau ciia
Phép thir 12 phdn tircia Q
1.2.2. Bién ¢4 ng4u nhién

Trong keét qua chia phép thi, dac trung dinh tinh cla két qua duge goi
- la bién c6 ngiu nhién ; dac trung dinh luong cha két qua cha phép thir
duge goi 12 bién ngiu nhidn. Trd vé phép thir "Ba me sinh mét con”, dac

trung dinh tinh cda két qua caa phép thlr 1a con trai hoac con g4i, ta’

thubng goi 1a bién ¢6 sinh con trai hay bi€n c§ sinh con gdi. Con X 1a s§
con trai trong mét l4n sinh mét con 13 bign ngiu nhién.

- Bi€n ¢6 ngiu nhién lién két véi phép thir G 1a sy kién c6 thé xdy ra
hay khong xay ra tuy thudc vao két qua clia phép thir G.

K¢ hiéu bién ¢6 ngiu nhién bing chitin hoa A, B, C ...

~ Bién ¢4 so cdp 1a su kién xdy ra khi va chi khi c6 mot két qua cu
thé trong s6 nhimg ket qué loai trir nhau clia phép thir G, Ky hi¢u 13 o.
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— Tap t4t ca cic bién c0 so cdp tuong ng vdi phép thir G duge goi la
khong gian bi€n c6 so cdp (hoéic khéng gian méu) - ky hiéu 1a €.

_ Sy kien khong xiy ra trong mot phép thir dugc goi 12 bién ¢6 khong
va ky hiéu la @. |

— Su kién nhat dinh xay ra trong mot phép thit duoc goi la bién cé
chéc chin, ky hiéu 1a Q. Bién c6 chic chin gém t4t ca cdc bién c6 so
c4p. Ta thudng coi né la khoéng gian bi&n c& so cap.

Vi du 1.3. Mot ba me sinh 1 con. Ky hi¢u A 1 bi&n c6 sinh con trai,
B 12 bi€n c& sinh con gii. Khong gian bién c6 so cdp Q = {A, B}, con A,
B déu 1a bién c& so cap.
Vi du 1.4. Gieo mot 14n con xic xéc. Goi B; 1a bién ¢6 "Mt trén clia
né ¢é6ichim”, 1= 1,_6 .
Khong gian bién c6 so cdp Q = {B, By, By, By, Bs, Bg }.
Cic By, B, ..., Bg la nhimg bi€n cd so cép.

Moi bién c6 so cdp déu 12 bién c6 ngau nhién. Nguoc lai bi€n ¢8 nghu
nhién néi chung khong 12 bién cd sd cap.

Vi du 1.5. Goi A 12 bién c6 "Mat trén con xic xéc c6 s6 chdm la sd
chin". Ta thiy A = {B,, By, B |-
t
1.2.3. Quan hé giita cac bién cd

_ Bién ¢6 A dugc goi 12 kéo theo bién ¢ B néu sy xdy ra clia A kéo
theo sut xay ra chia B va ky hiéu A <B.

Vidu L.6. B, = Bién 8 "Mat trén cia con xic xdc ¢6 1 chdm”

B = Bién c6 "Mat trén cha con xiic xdc ¢6 s6 chdm 1a sd 18",
Ngh’ia laB= {Bl’ B3, BS }.
Ta thdy : B, c B, nghia 1a B kéo theo B.

_ Hai bién c6 A va B dugc goi 13 bing nhau néu A kéo theo B va B
kéo theo A va ky hiéu A =B.

nghiahiA=B < A cB&BcA.

— Céc bi€n c6 khong dong thoi xay ra néu sy xuit hién ca mt trong
ching loai trir sy xudt hién cla nhiing bi€n c6 khac trong cing mol
phép thir.
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 — Céc bién c6 ddng thdi xay ra néu chiing c6 thé clng xuét hién trong
mot phép thir (cdn goi 1a céc bi€n cd tuong thich).
_ C4c bi€n ¢6 dugc goi 12 déng kha nang néu sy xudt hién cia bi€n c6

nay hay bién ¢ khic véi khd nang nhu nhau.

Vi du 1.7. Gieo mot ldn con xiic x4c can d6i va dbng chit. Bi¢n c8
xudt hién cdc mat B, (mot cham), B, (hai chdm), B; (ba chdm), By (bon
cham), Bs (ndm chdm), Bg (sdu chdm) }a nhu nhau.

1.2.4, Céc phép toan trén bién ¢d
~ Bién c6 tdng (phép cong)

Téng cha hai bién c§ A va B 1a bi€n ¢6 ma né xdy ra néu it nh&t mot
trong hai bién ¢& A hoac B xay ra va ky hiéu AU B

Trong vi du 1.4 : Dt A = {B,, By, Bg} va B = {B,, B3, Bs}.
Taco AwB= { Bl’ Bz, B3., B4, Bs, Bﬁ}
— Bién c@ tich (phép nhan)

Tich cha hai bi€n c6 A v B 1 bién c6 ma né xady ranéu cd A va B
dong thoi xay ra va k¥ hieu A ~ B (hodc AB).

Theovidutréntac6 A N"B= 3.

Hinh 1.1. AUB Hinh1.2.AnB

Cdc tinh chdt ciia phép cong va phép nhan :

TAUA=A; AuQ=Q;Aud=A.
ANnA=A; ANQ=A;AND=0.
AVUB=BUA,; ANnB=BnA.

AuBulO=QAuBuC; ANnBNnCO=AnBNC
AnBUO=(ANnBV(ANQ).

16



‘® o5
5‘5\9'

— Su xung khic :

Hai bién ¢§ A va B dugc goi 13 xung khéic vdi nhau néu ANB = Q.

Day cdc bién s§ B, Bz .» B, dugc goi 13 xung khic timg d6i néu
B, (\B; =@,i,j=1,. -

i#]

— Bién c6 hiéu (phép tri)

Hiéu ciia bién c¢§ A trix cho bi€n c§ B 1 bién
cd xay ra n€u bién c¢6 A xay ra va bién c¢6 B khéng
xay ra va ky hiéu A\B (h.1.3)

Vidy18.DatA=(1,2,3} vaB= (3, 4,5) Hinh 1.3. A\B

Tacé A\B={1,2},vaB\A = {4,5 -

Phép trir khong c6 tinh chat giao hodn : A\B = B\ A

—Bién c6 d6i lap : _

Goi ‘hieu QN\A 1a bién c6 d6i lap cua bién c A va k¥ hiéu la
A=Q\A -

Tinh chdt cua bién c6' déi ldp :

AUB

AnNnB

2=t
=l

™
U

It

— He¢ day da céc biénc6: _

Didy n bién c8 By, B, ... B, 1ap thanh mot hé ddy du c4c bién c§ néu
né thoa man céc diéu kién sau day :

*B;UB,U..UB,=Q.

*B(1B; =@.,1,j=1,2,..,n

i#)
Cdc vi du vé hé ddy dii cdc bién cd':
+ Gieo mét 14n con xic xic.
bat B, = bi€n c6 "mat trén cha con xiic xic c6 i chdm", i = 1,6.

Diy By, B;, B;, By, Bs, Bg 1ap thanh h¢ dﬁy dh c4c bién c6. Vind c6
tinh chat ;

BUBU..UB;=Qva BB, 25,1,1_1 2,.

i=j

17
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+ Gieo mét déng tién mot 1an.
Piat A = bién ¢8 "xudt hién mat sip”, A la bién c6 "xuét hién mat

ngla". Ta thay day A, A thanh hé diy du cic biénc6. VIA UA =Q va
ANA =0, '

Chiy  Hai bién c6 d6i lap v6i nhau thi ching xung khéc
- v6i nhau.
Diéu nguge lai n6i chung khong ding. Hai bién c6
xung khéc véi nhau nhung khéng ddi lap cia nhau.
Vi du : Gieo mét 14n con xiic xdc. Hai bién c6 B, va
B, la xung khéc v6i nhan, nhung B, = {B,, B3, By,
Bs, B6 } o B2
Dudi day ta c6 thé chinh x#c hoé khdi niém bién c6 & trén béng dinh
nghia theo tién dé sau :
Dinh nghia 1.1.
1. Cho wp hop Q = . Q duge goi 1a khong gian bién cd so cap
Phin tir © €  duge goi la bién cd so cﬁp '
2. Cho & — dai s6 7 (doc 1a xich ma dai s6 (7 ) gdm céc tap con cila
Q, nghia 12 tap hogp (F cdc tap con clia Q c6 cac tinh chat sau :
+Q eF; ' '
+ Néu Ae Fthi A e (F;

o .
+ Néu A, Ay, ..., A, ... € F1hi U A € F

n=1

Phdn tir A cha F duge goi la bign c6 ngéu nhién.

Dua vao tinh chét clia phép todn tap hop va dinh nghia cia ¢ — dai 0
FtasuyraJe FvanfuA,Be FthiAnBe 7.

1.3. CAC B|NH NGHIA XAC SUAT
1.3.1. Binh nghia xac sut cd dién
' Pinh nghia 1.2.
Gia stt phép thir G tuwong Ung véi khéng gian bién ¢ so cdp gém n

bién cd e, ¢, ... €, dong kha nang, Q = {e|, &, ... €;}. Khi d6 néu bién
cd A gom cé6 m bién 6 SO clp € ,..n € nghia la:
A= eil J Ciz L R W eim N 1< il’ veny i.m<rl,
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thi ty s6 % duoc goi 1a xédc suit cla bién cd A va ky hieu P (A) = o

0<m=n

S6 m cac phdn tir clia A duge goi la s6 kha nang thuan lgi cho bi€n cd
A : con n dugc goi 1a s6 kha nang c6 the.

Viy ta c6 thé viét Jai xac sudt cia bi&n c& A nhu sau :

56 kha ning thuan lgi cho A

P(A) = s6 kha nang c6 thé

Vidu 1.9. Gieo mot ldn con xiic x4c can d6i va déng chat. Tim xéc
suat dé :

a) Mt trén cla n6 ¢6 1 chdm.

b) Mat trén ciia né ¢6 s6 chdm 14 s6 chan.

Gidi !

a) Dat A = Bién ¢4 "mat trén cia con xic xéc cé 1 cham".

Vi con xiic xdc can ddi va dong chdt nén kha nang xudt hién cic mat
B,, B,, By, By, Bs, Bg 1a nhu nhau. Vay s8 kha nang c6 thé n = 6 va s6 kha
~ nang thuan 1gi cho A bang m = 1.

Vay xdc sust cia biénc6 Ala: P (A) = %

b) Pat B = (B,, By, Bg). S6 kha nang thuin i cho B1a 3.
3 1 -
VayP®B)= £ = 3

Vi du 1.10. Xét mot dic tinh do mot cap gen A va a gay ra. Trong
viéc lai tao thi bd me mbi ngudi cho mot gen. Néu ci hai ngudi déu mang
gen di hop tir, nghia 12 hop tit Aa, thi cc hop tit clia con s€ 1a mot trong
bon loai sau : AA, aA, Aa, aa.

Tim xdc sudt dé con c6 céc kiéu gen : aa, ah, AA.

Gidi : ’

Vi 4 bién c& aa, aA, Aa, AA 12 déng kha nang, do d6 xéc sudt dé con
c6 kiéu gen aa la 1/4. ' '

Xac suét dé con c6 kiéu gen AA1a 1/4. _ _

N&u gop aA, Aa vao mot kiéu gen, thi xac sudt dé con c6 kiéu gen aA
bing 2/4 = 1/2.
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Vi du 1.11. Mot 16 san phdm gém N sin phdm trong d6 c6 M sin
pham t6t vd N — M ph€ phdm. L4y ngiu nhién s san phdm tir 16 hang. Tim
xdc sudt dé trong s sin phdm 14y ra ¢6 ding k san phdm t6t.

Gidi :

S$6 kha nang 14y s sin phim trong N sdn phdm bang C};.

S& kha nang 18y k san phdm 18t trong M san phdm la Cllfd .

S6 kha nang 14y s san phdm ti 16 hang trong d6 c6 k sin phim t6t vi s — k
s&n phdm x4u (ph& phdm) 13 Cy; x C 5.

Vay x4c sudt phai tim 13 ;

P(A) = (1.1}

Cht * CRiom
N
Vi du 1.12. 25 hanh khach 1én ngiu nhién 5 toa tdu. Tim xac sust dé :
a) Toa thit nhat ¢é ding 4 hanh khéch.
b) Mdi toa ¢6 5 hanh khich.
Gidi :
a) S6 cAch phan ngu nhién 25 hanh khach én 5 toa tdu 1a 5%°.
~ 86 cach phan ngdu nhién 25 hanh khéch 1&n 5 toa tdu ma toa thd nhat
c6 4 hanh khéch 1a Chgx 43!

4 21
Xac sugt phai tim la P(A) = 9215-’2;—4—.
b) S6 cich phan ngiu nhién 25 hanh khich lén 5 toa tdu ma médi toa
1
c6 5 hanh khich C35 x C3 x Cig x Cjy x C3 = é%;
s H? 1
Xdc suit phai tim 12 : P(B) = 25 /g L 255 - 55 -
5 (5.5

Vi du 1.13. Ldy ngiu nhién l4n lugt 3 chi s& tir tap hop 5 chif s6 {0,
1, 2, 3, 4}, xé€p thanh hang ngang tir trdi sang phai. Tim x4c suit dé nhan
dugc mot s6 gébm 3 chit s& (khong k€ chit s6 0 ding ddu).

20
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Gidi : .
S6 cac s6 gém 3 chit s& (k€ ci chit s6 O ding dau) c6 thé lap duoc la
s& cic chinh hop khong lap chap 3 ctia 5 :

P; ——-——(5_3)! =60

S6 cdc s6 gdm 3 chif s6 ma chit s6 0 diing daula

4
T4 -2)!

S6 céc s ¢6 3 chit s6 ma khong c6 chir s6 0 diing ddu la:

P? =34=12.

P2 - P =60-12=48

P2-P; 48
p 60

Xidc sudt phai tim 1a P(A) = = -;i

1.3.2. Dinh nghta xac sust theo tan suat

Xét phép thir ngdu nhién nao dé. Bién c6 A duoc quan sét trong phép
thir nay. Ta 1ap lai doc 14p n ldn phép thir ny vé6i diéu kién nhu nhau. Goi
k 1a 50 14n xuat hién bién c6 A trong n phép thir d6.

- - k R L Y " r ¥
Ty 80 = dugc goi 12 tdn suat xudt hién bién cd A.

N6i chung tdn suat % bi thay déi néu ta thuc hién hang loat cac phép
thit khdc tir n phép thir hoac néu s6 phép thit n thay d6i. Song thuc nghié¢m
ching td ring khi s6 phép thit n cang ldn, ty s6 -l:l- dao dong quanh s6 c6

dinh va su khéc giita ching cang nho di. Hai nha thong ke Pi€cson va
Biipphong ti€n hanh gieo nhiéu ldn déng tién can d6i va déng chat. Keét
qua cdc 14n gieo dugc cho & bang dudi day.

Bang 1
S8 14n gieo | S& 18n xuét hign mat nglta Tan sudt
Bupphéng 4040 2048 0,5080
Pi€cson (dgt 1) 12000 6019 0,5016
Pigcson (dgt2) | - 24000 12012 0,5005
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Qua cdc thuc nghiém trén ta thdy ran s8 14n gieo dong tién can
8 g g 2 g

tang thi tdn suit xuit hién mat nglra cang gin 5

- 1 . » - - - :,, - . -
S6 3 dugc goi Ia xdc sudt xuat hl’en mét ngua.

Bay gid ta phdt bi€u dinh nghia xdc suit theo quan dlém thﬁng ke
nhu sau :

DPinh nghia 1.3. Néu s8 phép thir n cing 16n ma tin sudt xuit hién
e . KO . R < in A .
bién c6 A = sai khic s6 ¢§ dinh p nao d6 cang bé thi ta néi ring bi€n cd
A 0n dinh ngiu nhién va s6 p duge goi 13 xdc suat xudt hién bi€n c6 A.

Dinh nghia nay c6 wu diém 12 : né gidi quyét dugc trudng hop khong
gian bién c6 so cdp goém vO han bi€n c6 so cdp va khong cén gid thiét tinh
déng khi nidng, trong khi dé dinh nghia xdc suét c¢d dién chi 4p dung
trong pham vi khéng gian bi€n c¢6 so cip gom hitu han bién c6 so cip

dong kha nang. Song dinh nghia xdc suét theo théng ké ciing cé nhugc
diém nhiéu vé dac trung toan hoc. N6 khong phan 4nh duge nhiéu vé dac

- T ' " T k v + )
trung cla bién c¢6 ma ty s6 5 6 tinh 6n dinh.

1.3.3. Binh nghia xic sut hinh hoc

Pinh nghia 1.4. Cho mién Q do dugc (trong dudng thing, mat
phéing, khong gian ba chiéu v.v...) v mién con S do dugc cta Q. Ta ldy
ngiu nhién mot diém trong mién Q. Dit A = bién c6 "M e S" (doc 1a
diém M thudc mién S). X4c suit chia bién c6 A duge xdc dinh nhu sau :

' d6 doclia S
d6 do cua

(Mién Q chinh 1a khéng gian bi€n c6 so c4p).

— Néu mién Q 12 dudng cong hay doan thing thi "d9 do" cla Q 1a
dé dai cna no6.

— Néu mién Q 12 hinh phing hay mat cong thi "d{) do" cla Q la dién
tich ctia né.

— Néu Q 1a hinh khéi ba chiéu thi "do do” cia Q 12 thé tich cia né.
v.v...

Vi du 1.14. Tim xic suit dé dlém M rdi vao hinh trdn néi ti€p hinh
vudng c6 canh 2m.

P(A) =

22



et
£g

s

Gidi : .
Hinh tron noi tié:p hinh vuong cé canh 2m ¢ dudng kinh 2m (hinh 1.4).

Vay dién tich hinh tron d6 1a nR% = am®.

Dién tich hinh vudng 1asS=2x2= 4m* / \
Xdc suft phai tim la : ,
dién tich hinh tron
P(A)= dién tich hinh vuong \ /

s
PAaY=7 _ Hinh 1.4

2m

Vi du 1.15. Hai ngudi hen gap phau & mét dia diém xic dinh vao
khoang 8 dén 9 gid. Ngudi dé&n truée sé doi ngudi kia 10 phit 5 sau dé
néu khong gap thi sé di khoi diém hen. Hiy tim xé4c sudt dé hai ngudi gap
nhau, néu biét ring mdi ngudi cb thé dén ché hen trong khodng thoi gian
quy dinh mot céch ngdu nhién va khong tuy thudc vao ngudi kia dén vao
lic nao.

Gidi :

Ky hiéu x 12 thoi diém ngudi tht nhat dén diém hen, y 1 thoi diém
ngudi thi hai dén diém hen. Hai ngudi gap V]
nhau khi va chi khi |x - y| £ 10.

60
Ta biéu dién x, y nhu toa d cdc diém

trén mat phang toa 46 Dé céc vudng géc.

Don vi & céc truc 1a phiit. Khong gian
" bién ¢d so cap Q 1a hinh vuong cé canh 1a
60, con bién ¢8 so cdp thuan lgi cho viée
hai ngudi gap nhau 12 nhilng diém trong O] 1 60
mién gach (hinh 1.5). ‘

10

bt

Vay xéc sudt phai tim 13 : Hinh 1.5 -
: 2 <2
pay= 0 =39 _ 11
60° 36

D¢ khic phuc céc nhuoc diém cia cac dinh nghia trén va dam bao do
‘chinh x4c vé mat todn hoc, Comdgordp da dua ra dinh nghia xdc sudt
béing phuong phip tién dé.
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Pinh nghia 1.5. Ham P xic dinh trén o — dai s6 7 va 14y gié tri trong
R, = [0, + ) duge goi l& d¢ do xdc sudt n€u thod man céc diéu kién sau day :

l.F3A — P(A) 2 0.

2.P(Q) =1

3. NéuAl,Az,. Ay e q:vaAﬂA = thi P(ﬂA )= ZP(A ).

. i) n=| n=1

P(A) ducc gm 1a xdc sudt cua bi€n c§ A. Bo ba (Q, F , P) duge goi 1A
khémg gian x4c suat,

Céc dinh nghia trinh bay & muc trén 13 trudng ho‘p rléng ctia dinh
nghia theo tién dé. :

1.4. CAC TINH CHAT CUA XAC SUKT
1.4.1.Néu A, B € va A c B thi P(A) < P(B)
That\gy,viA cBnénB=A U AB _
A vd A B xung khic nén P(B) = P(A U AB) =P(A) + P( AB)
ViP(AB) 2 0, do d6 P(B) > P(A)
Tit dinh nghia cé dién ta suy fa_ cédc tinh chét sau :
1.4.2. Vi A 13 bién c& bt ky ta c6 P(A) >0

Thuc vay, vi0 £ m < nnén P(A) = %20
143.P(Q)=1viP(Q) = % =1

1.4.4.NéuA B =@ thi P(A U B) = P(A) + P(B)

That vy, goi m, 12 s6 khi nang thuan loi cho bién c& A, mg 1A s6
khi nang thuan lgi cho bi€n ¢6 B. Vi A NB = & nén s6 kha nang thun
lgichobiéncstdng A U Blam, + mp.

Vay P(A v B) =

Ma* T _ MA , BB - pa) + P(B)..
n . n- n i . .

1.45.P(A)=1-P(a) |
VIAN A =Qtheotrentac6 P(A UA) =P(A)+ P(A)=P(Q)=1.
Vay P(A) + P(A) = 1. Ta suy ra diéu phai ching minh.
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Hé qua 1.1 P@)=0Vid= (Q) nen P(@) = P(Q).
P@)=1-PE)=1-1=0
1.4.6. Néu A, B 12 hai bién c8 bét ky thi
P(A UB) = P(A) + P(B) - P(AB)
Chitng minh : _
Tacé AuUB=AU AB.ViA, AB xung khic nén
P(AU AB)=P(A) + (AB) | *)
Mat khdc B= AB U AB. Do d6 P(B) = P(AB) + P(AB)
Tit d6 suy ra : P(A B) = P(B) - P(AB). .
Thay vao (¥) ta nhan duge P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB).
Ta c6 thé md rong cﬁo_trubng hop tdng cia n bién 8.
PA, LA VAL = | '
= iP(Ai)—ZP(A-,)P(Aj)Jr >, .P(AiAjAk)-—...+(—1)““‘ P(AA,.-Ap)
i=1 i%j i=jek ’
1.47.Véi A, B (2 hai bién ¢5 bit ky ta c6 : P(A\B) = P(A) - P(AB)
Chi ¥ : Tut dinh nghia xdc suat theo tién ¢4 thi tinh chat a, b, ¢, chinh

13 tién dé 1, 2, 3. Déng thi ta st dung dinh nghia xdc sudt theo tién dé
ciing chimg minh duoc céc tinh chét con lai.

1.5. XAC SUAT CO BIEU KIEN, CONG THUC XAC SUAT CUA

TICH GAC BIEN C6, Sy BOC LAP CUA CAC BIEN CO
1.5.1. Xac sudt c6 didu kién

Pinh nghia 1.6. Gia st A, B |a hai bién c& bat ky va P(A) > 0.
P(AB)

P(A)
‘kién bi€n c& A dd xay ra va k¥ hiéu :

Ta goi ty s&

1 x4c sudt c6 diéu kién cla bién c6 B véi diéu

P(B/A)=Fi,%%)-
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P(AB)
P(B)
cia bién ¢ A v6i diéu kién bi€n c6 B di xdy ra va ky hiéu

rin 1y - D)

Vi du 1.16. Gieo mét 1an con xic xéc can d6i va dong chat.

Tuong ty, néu P(B) > 0 ta goi ty s6 12 x4c suat cé diéu kién

K¥ hiéu A 12 bién c6 "mat trén ¢6 1 chim hodc 2 chdm hoac 3 chim”.
Va B 1a bién c¢6 "Mat trén ¢é 3 chdm, hodc 4 chdm hoac 5 chdm". Tinh
xac suat cua A UB, clia A, cla B, cia AB, cua A\B.

Gidi :
3 1 3 1
P(A)-E—E ; P(B) = c=73
Ta c¢6 AB = (B3} (B; — mit trén ¢6 3 chdmj.

P(AB) = .

Theo quy tic x4c sudt cha tdng cic bién cftacé :

P(AUB) = P)A) + P(B) - P(AB) = % E"E“%'
TuoﬁgtuP(A\B)EP(A)—P(AB)=l—%=%=%.

Vi du 1.17. Mot 16 san phdm gém cé 12 san phdm trong d6 c6 8 sin
phdm t6t va 4 phc phdm.

1. Rit ngau nhién Lién ti€p khong hoan lai hai san phdm tir 16 héng.
Tim xéc suat dé ca hai san phdm d6 1a san phdm tét.

2. Riit ngdu nhién mot san phdm tir 16 hang va khong dé ¥ t6i sin
phim d6. Sau d6 rit tiép san phdm thit hai.

Tim xac sudt dé san phém lay ra 1dn thi hai 12 san phdm t6t
Gidi :

P(AB)

Theo dinh nghia xéc suat c6 diu kién ta cé P(B/A) = PA)

Ta suy ra P(AB) = P(A) P(B / A).
Dit A = bi€n ¢ "san phdm 14y ra 14n I 12 san phdm t6t".
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va B = bién c& "sin phdm 14y ra 14n II 12 sdn phdm t&t".
X4c sudt phai tim 12 P(AB) = P(A) P(B/ A)

; 8§ 7

Ta cd P(A)——Eva P(B/A)_ﬁ
8 7 i4

Vay PAB) = 5% 17 = 33~

2. Theo ky hiéu & cau 1,tacé :
B=0Q AB=(AUA)B=ABUAB.
P( B) = P(AB) + P(A B)
P(B) = P(A) P(B/A) + P(A)P(B/A)
Tacé P(A) = % va P(B/A) = 11 ,P(A) = % {P(B/A) = %.
7 4 8 811 2

n 2t " nn 3

Tir dinh nghia xdc sust c6 didu kién ta suy ra cong thic x4c sudt cla
tich hai bién c6 : '

P(AB) = P(A) P (B/A) = P(B) P(A/B) _
Cong thic niy cé thé m& rong ra cong thic xdc suit cha tich n bién 6.

Vay P(B) = % x

P(A,A, ..A,) = P(ADP(AYA)..PAJAL, .. Ay - 1)

Vi du 1.18. Mot 16 san phdm c6 100 sin phdm trong d6 c6 90 sén
phdm t6t va 10 phé phdm. Kiém tra ngéu nhién lién ti€p khong hoan lai §
san phdm. Néu c6 it rihat 1 phé phdm trong 5 sin phdm kiém tra 6 thi
khéng nhan 16 hang. Tim x4c sudt d€ nhan 16 hang.

Gidi

Dit A, = bién ¢5 "sin phdm kiém tra th i 14 sin phdm t6t", i = L5
Dit A = bi€n c6 " nhan 16 hang”, Ta thay A = AjAzA3A4As .

Theo cong thitc x4c sudt clia tich cdc bién c6 tac6 :

P(A) = P(A )P(A/AP(A/A L, APP(AYAL. ADP(ASAY, ..o Ag).

90 89 88 87 86
P(A) = 16699 % 98 * 97 “ 96~
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1.5.2. Cdng thifc xac sudt toan phéin va céng thifc Bayes
Ménh dé : Gid st A 12 bién c6 bat ky vA B}, B, , ...B, 14p thanh hé
day du cdc bién c§ va P(B)) > 0. Khi dé :

1. P(A) = iP(Bi YP(A/B,)). . (1.2)

Day la cén;tiu’rc x4c sudt toan phan.

2. Néu P(A) > 0 thi P(B,/A) = f’(Bk JP(A/By) (1.3).
| 2. P(B)P(A/B;)

Cong thic nay dlch goi la cﬁngl:lil'rc Bayes.

Chitng minh :

1.Tacé:

A=ANnQ=A(B,UB,U..UB,) = AB, UAB, U..UAB,

Vi cic By, ..., B, 1a xung khic timg d6i nén AB,, AB, , ..., AB, ciing
xung khic tiung d6i nén :
P(A) = P(AB) + P(AB,) + ... + P(AB,)
P(A) = P(B)P(A/By) + P(BYP(A/B)) + ... + P(B,)P(A/B,).
2. Theo cbéng thic xac suit tinh ta ¢6 : _
P(B,A) = P(By) P(A/B) = P(A) P(B,/A)

Tird6 suyra:

P(B,)P(A/B,) _ P(BP(A/B)

P(B, / A) = ==L

n
- L P(B)P(A/B)
1=l
Ménh dé dugc chimg minh hoan toan. _
Vi du 1.19. Cho hai 16 san phdm. L6 I ¢6 20 san phdm trong d6 c6 15
san phdm t&t va 5 ph& phdm. L6 II ¢6 20 sian phdm trong d6 ¢é 10 san
phdm t6t 10 phé phdm. Lay ngiu nhién 1 16 va tir 16 46 chon ngdu nhién 1
san phim.
1. Tim xdc suat dé san phim 14y ra I san phim tét.

2. Gia s san phdm 14y 12 san phém t&t. Tim xdc susit d€ sin phim d6
ctia 16 thd hai.
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Gidi :
1. Pat A = bi€n g "sdn phém 14y ra 12 san phdm t8t".
va B; = bién c6 "san phdm 14y ra & 10 th i",i=1,2.

Ta suy ra By, B, 1ap thanh hé ddy d0. Bai vi san phdm 1ay ra khbrig

ctia 16 T thi ca 16 1L D6 1a diéu chéc chén nghia 1a B, W B; = Q. 1 san

phdm da 1y 16 1 thi thoi lay & 16 I1 va ngugc lai, 14y 816 2 thi thoi ldy ¢
16 1, nghia la :

Theo cong thic xac sudt toan phdntacé:

P(A) = P(B,)P(A/Bo +PBIPAB).

Theo ddu baitacd:

P(B,) = P(By) = = ; PAB) = o P(A/B) = oo
1T ARl V=55 =20
| 1 15 1 10 25 _5

VQY'P(A)~‘2"XE+EX—2'6-—~4—'——8'.

2. X4c sudt phai tim 1a :

et

1
PB,)PA/BY) 3272 _2
P(A) 5 5
8
Vi du 1.20. Ngudi ta biét ring mot cip tré sinh d6i c6 thé 1a mot cap
sinh d6i ciing trimg hoac mot cap sinh doi khong cing tring.

P(B,/A) =

Mot cap sinh doi cung tring nhimg dia tré bao gi®r cling cung gidi
tinh ; con sinh déi khéng cung tring x4c sudt dé chiing cung gidi tinh

= 1 ¥ 7 , - =
bang 5 Gia sir cap tré sinh doi cung tréng v4i xéc sudt bang p-
Tim xéc sudt dé cap tré sinh doi cing gidi tinh 12 c3p sinh doi cing trimg.
Gidi :

pat B, = Bién c8 "cap tré sinh doi 12 sinh doi cung trimg”.

Ll

B, = bién ¢0 "cap tré sinh déi 1a sinh déi khong chng tring”.
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B,, B, 1ap thanh hé ddy di cdc bién cd.
bit A = bién ¢d "Cap tré sinh dé6i ciing giéi tinh".
Theo cong thic x4c sudt toan phén 1a ¢é :

P(A) = P(B,) P(A/B,) + P(B,) P(A/B))

' Theo gid thiét P(A/B)) = 1 ; P(A/By) = %- vaP(B)=p,PBy)=1-p.

Vay P(A) = px1+(l-p)x 5 = P,

Xdc suat phai tim 1a :
P(B))P(A/B;) 1xp 2p

P(A) T l+p l+p
2

Vi du 1.17. Trong mét ddm déng ngudi ma s6 dan 6ng bing nita s6

P(B, /A) =

dan ba. Xdc .sudt d€ dan ong bi bach bénh tang 12 0,06 va xédc sudt dé
ngudi dan ba bi bénh bach tang 1a 0,0036.

1. Tim xéc sudt dé mot c4 thé bat ki bi bénh bach tang.
2. Tim xéc suat dé mot ngudi b benh bach tang trong dam dong dé 12

dan 6ng.

Gidi :

1. Goi A 1a bién c& "Mot c4 thé trong ddm dong bi bach tang".

va B, 12 bi€n c¢6 "Mot c4 thé 1a dan ong".

30

B, 1a bién c§ "Mot ¢4 thé 1a dan ba".

Ta thay B,, B, lap thanh hé ddy di cédc bién c6. -
Theo cong thitc x4c suat toan phdn ta ¢6 : '
P(A) = P(B)) P(A/B,) + P(B,) P(A/B,)

Theo gia thiét P(B,) = %- P(B,) = % va P(A/B)) = 0,06 ;

P(A/B,) = 0,0036.
) |

3 0,0036 = (,0224.

Vay P(A) = % x 0,06 +
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7. X4c sust dé mot cé thé bi bach tang 1a dan ong chinh 1 xic sudt
diéu kien cia bién ¢6 By véi diéu kién A da xay ra.

Theo cong thitic Bayes ta ch:

1
-~ x 0,06
_ P(BOPA/BY) _ 3 XY
P(B/AY = —"p@)y 00224 ~0,89

1.5.3. Su ddc 1ap cac bign ¢8, sy doc 14p cha cac phép thit

Pinh nghia 1.7. Hai bién c6 A, B dugc goi 12 doc lap v6i nhau néu :

: P(AB) = P(A) P(B). _

Hé qua 1.2. Hai bién c6 A vi B 1a doc lap khi va chi khi hoac
P(B/A) = P(B) hodc P(A/B) = P(A).

Hé qua 1.3. Hai bién c6 A va B doc lap khi va chi khi hoac A, Bla
doc lap, hodc A, B 1a doc 1ap hodc A, B 1a doc 1ap.

1.5.4. Diy n bién c6 doc lap

Pinh nghia 1.8. Day n bién 6 Ay, Ay, - Ay duoc goi 12 doc lap néu
ta 16y ra mot day con bat ky céc bién c6 tit 1 bién c6 trén thi xdc suat clia
tich cdc bién c6 cta day con d6 biing tich cdc xéc suat ciia timg bién cb,
nghia la. ' .

Véi tap con batky I < {1,2,...,n} €0 pA) = [T PAD-
iel il
— Néu day céc bién ¢ thoa man dinh nghia 1.8 thi day 46 duoc goi la
doc lap trong toan thé. '

— Néu ting d6i mot trong day d6 ma doc 1ap v&i nhau thi day 46 duge
goi 1a doc lap umg doi.

Tir d6 suy ra rang : Néu dy cdc bi€n c8 Ay, - Aq 40C 13p tIONE toan
thé thi né doc lap timg doi. Song diéu nguge lai ndi chung khong ding.

Vi du 1.22. Gieo 2 con xic <4c can d6i va déng chét. Goi A la
bién c6 "con xiic xac thi nhat xudt hién mat c6 s6 cham 12 s6 chan”. Va B
1a bi€n ¢6 "con xic xac thi LI xudt hién mat ¢6 s6 cham la s6 1&". C 1a
bién & "ca hai con xdc xdc xudt hi¢n mat 6 56 chim 13 s6 chin hodc 1e".
Xét xem ba bién ¢8 A, B, C ¢d doc lap tmg d61 va doc lap trong toan
thé khong ?
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Gidi :
Theo gia thi€t tacé : P(A) = P(B) = % = P(C).

B&i vi C = AB U AB. Hai con xiic xéc gieo doc lap.

S . P(C) = PLAYP(B) + PCAIPB) < Lo Ly L L1
Do d6 : P(C) = P(A)P(B) + P(A )P(B) = SX5taXy =5,
Vi  P(AB)=P(A)P(B) = -—x; i'
Va  P(AC)=P[A(ABUAB)]=P(ABUD)=PAB)+0
-1 1 1
P(AC):P(A)P(B):EXE=Z.
Va  P(BC) =P[B(AB u AB)] = P(A B) = P(A )P(B).
1 1 1
P(BC)—EXE':Z.

~Tir cdc két qua trén ta két luan : Ba bién c§ A, B, C 1 doc lap timg
doi. i

Mait khic : A B C= . Do d6 P(ABC) = 0.

1 1 1
:’Z—xf_g #= P(ABC).

Di€u d6 ching 6 A, B, C khong doc l4p trong toan thé.
1.55. Day cic phép thirdéc lap

Pinh nghia 1.9. Day n phép thir G,, G, ...G, trong mbi phép thir
G; tuong ing véi khong gian bién c6 so cdp Q, gﬁm r bién c6 so cdp A,
Ay, ... A, dugce goi 1a doc 1ap néu :

P(Aj A} Al ) = P(A] )P(AZ ) PAL).

Va P(A) P(B) P(C) = % x

Trong dé A}] 1a mdt bi€n cd bat ky trong r bién c6 Ay, ....A, twong
\ing véi phép thit G,.

A} 1a mot bién cg bat ky trong r. bi€n c6 Ay, ..., A, tuong ing véi
phép thir G,.
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Vi du vé ddy phép thir doc Idp :
“* Bn 20 vién dan doc lap vao 1 muc tiéu.
M&i 14n ban 1 vién, dugc xem nhu ti€n hanh 1 phép thir. Khong gian .

" bién ¢6 so cdp tuong vng v6i mdi phép thir 1a Q = {tring dich (bi¢n

¢ A), khéng tring dich (b1é'n c6 A)}. 20 l4n bén doc 1ap 1a 20 phép thir
doc lap.

* Gieo 10 l4n con xiic x&c can d6i vd ddng chat dugc xem nhu ti€n
hanh 10 phép thir doc lap. Khong gian bién c8 so cdp tuong (ng véi mébi

phép thit 1a Q; = {B,, B,, B;, By, Bs, Bg}. -

1.6. CONG THUC XAC SUAT NH| THUC

Pinh nghia 1.10. Dy n phép thit G, G, , ..G, dugc goi 1a day n
phép thir Bernoulli néu né théa mian céc diéu kién sau :

1. Day n phép thir dé la doc lap

2. Trong mbi phép thit G; tucmg tmg véi khOng gian blé'n 06 SO -
cap Q, = {A, A} ' : '

- 3. Xde suft ciia bi¢n cé A 1a P(A) khong thay déi trong moi phép thu.

' Dat P(A) = p.

Bai toan : Tim xdc suét dé trong diy n phép tha Bernouih ble'n 06 A

xudt hién ding k l4n.

Gidi :

Xét bien cStichchanbiéncdang: AA AA..A A (1.4)

Trong tich niy c6 k bién c6 A va n — k bién ¢§ A . Vi day n phép thir
nay déc lap nén : :
PAAA A ..AA)=PAFXPAY “=p*a-p" ¥;véik=0,1,..0

Ta nhan thdy ring : Bién c6 "Trong ddy n phép thir Bernoulli, bién
c6 A xudt hién ding k 14n" bing téng clia Ck c4c bién c6 tich xung khic
tlmg doi dang (1.4) ma mdi hang tir cha tdng nay déu c6 xdc sudt la
p (1 p" kK Néu ky hiéu xdc sudt cha bi€n cd nay la P, (k) thita cé :

P,(k) = Cp*(1—p)** .k=0,1,..,n
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Cong thitc nay duge goi 12 cong thitc xdc suit nhi thic. Néu dat
l-p=qgthitacd: _
P (k) = Ckp*q" %, k=0,1,2,...n.

n

Vi du 1.23. Gieo ngdu nhién 20 14n mot .déng tién cén d6i va dong
chét. Tim xédc suat dé <

1. Cé ding 1 1an xudt hién mat sap.

2. C6 it nhat 2 !511 xudt hién mat sdp.

Gidi :

1..Xem viéc gieo 20 ldn mot dbng tién can d6i va dong chat nhu la
ti€n hanh diy 20 phép thir Bernoulli, xdc sudt xuat hién mat sap (bi€n c6
A) luén luon bang 1/2 trong mot lan gieo.

Theo cong thitc xac sudt nhi thitc ta cd :
P,(k) = Chp“q" ™
Gdayn=20;k=1.Vay:

1 20-1
1 | 1 5
o) = Sho( ) (1-3) =20x 5 = o5

2. Ta phai tinh xdc sudt cfia bién c6 [k 2 2], k 12 s6 14n xudt hién bién

cd A trong diy n phép thir Bernoulli.
Ta cd Plk > 2] = 1 — P[k<2] = 1 — Pyp(0) ~ P5p(1).

Pl 2] _I_C{] (1]0[1_1)20-0__C1 (1]1(1_1]204 .
=T 2082 2 P12 2

15 21 |

. 2020 I8 Pyl
Vidu 1.24. Mot ’%;"1 me sinh 2 con (mdi 14n sinh mot con). Gia sir xac
suit sinh con trai 14 0,51. Tim xdc suat d€ trong ngudi con do :
1. C6 ding | con trai.
2. Khong ¢6 con trai.
~ 3.C6 2 con trai.
Gidi :
Trong théng ké ngudi ta chitng minh dugc ring : Cic 14dn sinh 1a doc
lap va xéc suit sinh con trai 1a 0,51 trong moi 14n sinh. Theo cong thic
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xdc suft nhi thic ta c¢6 : Xdc sudt dé trong 2 14n sinh d6 (méi 14n sinh
1 con) ¢6 k con trai 13 :

Py(k) = C5(0,5D)K (1 ~ 0,51 ;k=0,1,2.
1. Véik=1tacé: Py(1) = C;(0,51)(0,49) = 0,4998.
. 2.VGik=0tacé: Py(0) = C3(0,51)°(0,49)" = 0,2401.

3. Véik=21ac6: Py(2) = C3(0,51)%(0,49)° = 0,2601.
Qua vi du trén ta nhén thdy trong s6 nhiing gia dinh ¢4 2 con thi s8
gia dinh ¢6 1 con trai va 1 con géi 1a déng hon ca.

Vi du 1.25. Gieo 100 hat dau twong. X4c suat ndy mdm cta mdi hat
12 0,9. Tinh xdc suat dé trong 100 hat.

1. C6 diing 80 hat ndy mam.

2. Cé it nhat 1 hat ndy mam.

3. C6 nhiéu nhét 98 hat ndy mam.

Gidi : ‘

Gieo ngau nhién 100 hat dau twong dugc Xxem nhu thuc hién 100 phép
thir Bernoulli va P(A) = 0,9 (A 12 bién ¢& hat nay mim).

Theo céng thic xdc sust nhi thic ta c6 :

Pyook) = Cloo (0.9.0,1)!% 7K.

1. V6i k = 80 ¢6 : Py50(80) = €39 (0,9)%0.(0,1).

2. Goi k 12 s6 hat nay mam trong 100 hat.
 Ta cén tinh xdc suat Pk > 1]

Ta cé :

Plk>1]=1-P[k=0]=1- C%©0.9°0,1)'® °=1-@©D'".
3. Lai giai cla cau hoi nay 1a P{ k < 98].
M2 P k< 98] = 1 - P[k>98] = 1 - €3%(0,9%0,1) - Ci% 0.9’

Pl k< 98] = 1 - (0,9)°°.
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Vi du 1.26. Mot 16 hing chia rét nhiéu sin phdm véi ty 1é phé phdm
p = 0,02. Cin phai ldy mo6t miu vdi c& bang bao nhiéu, sao cho xé4c suit
dé ¢6 it nhat mot phé’ phdm trong miu d6 khong bé hon R = 0,95.

Gidi

Goi A 1a bién c8 : "trong miu ¢é it nhdt mot ph€ pham".
Goi n 1a ¢¥ méu phai tim. Datq=1 -

Ta cé P(A)=1-P(A)=1~ Cp% q>R 0,95.
Tir dé6 ta suy ra (0,98)" < 0,05.
| _ In(0,05)

= In(0,98)

Ta khao sdt s bién thién cla xac sudt P, (k) khi c6 dinh n va  cho k
" bién thién tir 0 dén n.

Muén viy, ta xét ty s6 :

Pn(k +1) _ Ck+lpk+lqn—k—l _ (n "-k)p
P,(k) Chpkqn¥ (k+1D)q"

* Xét truong hgp ty s6 nay lén hcm hoac bang 1. Ta suy ra
(n—-Kp - _ _
(k + l)q

Tarnitra(n—-Kk)p=zkq+qhayk<np-gq

Vay khi k tang tir 0 dén np — q thi xéc suét P, (k) tang.

* Xét trmmg hop ty s6 nay nhd hon hoidc bing 1, nghla 1a
(mn-kjp _,
(k+1q

Taritrak >np—q

Di€u d6 ¢6 nghia 1a x4c suft P (k) giAm khi k tang tir np — q dén n.

Chitng to ring khi k = np — q thi x4c su4t P_(k) dat cuc dai.
' P,(k+1)

P, (k)

Song k chi nhan gi4 tri nguyén, do d6 :

' Ta nhan thay khi k = np —q thi = 1, nghiala P (k + 1) = P,(k).

* Néu np — q 1a s6 nguyén thi k ¢6 2 gid tri k;, = np — q va
k, =np—q + 1 ma tai d6 x4c sudt P (k) dat cuc dai. '
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* Néu np — g 12 khong nguyén thi k c6 1 gidtrik = [np — q} + 1 ma
“tai dé xdc suat P,(k) dat cyc dai ; trong d6 [a] 1a ky hiéu phdn nguyén
cha a. '

Vi du 1.27. Mot xa thii bén ngiu nhién doc lap 14 vién dan vio mot
muc tiéu vdi xdc sudt ban tring dich clia mbi vién dan 12 0,2. Tim s6 vién
dan tring dich v6i kha nang 16n nhat.

Gidi : .

Xem viéc ban doc 1ap 14 vién dan vao mot muc tiéu nhu 1A ti€n hanh
14 phép thir Bernoulli v6i x4c sust tring dich cita méi vién dan (bién c6
A) 13 khong d8i p = 0,2.

Tacon=14. Vaynp-q=14.0,2 -08 = 2, 12 6 nguyén. Vay cé
hai gid tri clia k : '

ky =2 ;k; = 3 tai d6 xdc suit P, (k) dat cuc dai

Bai tap chuong |

L. Kiém tra theo thit ty mot 16 hang g6m N san phdm. Céc san phim déu
thuéc mot trong hai loai t6t hoac x4u. KyhitcuA, (k=1,2,..,,N) 1a
bi€n c6 chi sin phdm kiém tra thi k thuéc loai xfu. Viét bang ky higu
cdc bi€n cd saun day :

a) Ca N sin phdm déu x4u.
b) Cé it nh&t mot san phdm xXdu. _
¢) m san phdm kiém tra d4u 1a t6t, cic san phdm con lai 1a x4u.

d) Céc san phdm kiém tra theo th ty chdn 12 x&u, cdn céc sin phdm
kiém tra theo thit ty 18 12 tok.

€) Khong gian bién ¢ so cdp c6 méy phn tir.

2. Ban khong han ché vio m6t muc tiéu cho dén khi ¢6 vién dan triing
muc tiéu thi thoi bin. Gia sir mai 14n bin chi cé hai khi nang tring
bia (bién c§ A) hoac chéch bia (bién c6 A ).

a) Hay mo ta khéng gian bién ¢4 s cip.
b) Hay néu 1 hé ddy di céc bién c6.
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3.

Cé6 n bénh nhﬁn Got Ay 1a bién c6 bénh nhan thi k khoi bénh. Hay
vi€t bang ky hiéu céc bién c6 sau :

- a) Tat ca céc bénh nhan déu khoi bénh.

38

b) C6 it nhdt moét ngudi khong khdi bénh,

¢) €6 ding 1 ngudsi khéng khéi bénh.

d) C6 ding 2 ngudi khong khoi bénh.

Mét dung cu dién tr g6m c6 3 béng dén loai I va 4 béng loai II. Goi

Ay (k =1, 2, 3)1a bi&n ¢6 chi béng dén loai I th k t6t, con B,g=1,

2, 3, 4) 1a bién c6 chi béng dén loai Il thi j tét. Dung cu tiép tuc lam
viéc dugc néu ¢6 it nhat 1 béng loai I t6t va khong it hon 3 béng loai
II tot.

a) Hay biéu dién bién co (C) chi dung cu véin lam viéc duoc qua cdc
bi€n ¢ Ay va B; va cic bién ¢ d6i cla ching.

b) Bi€u dién bién c6 (D) "c6 1 va chi 1 béng dén loai I t6t va ¢ ding
2 béng dén loai 2 t6t".

Cho hai bién c6 A va B. Xét cdc bién c6 A, A, A v B.

a) Céc blé’n cd d6 cd xung khéc tirng déi khong.

b) Cic blén c6 d6 cd lap thanh hé ddy dh cdc bién c6 khong.

Chon ngiu nhién 1 cong nhén trong s6 cac c6ng nhan cé mat 0 x{
nghiép. Goi A 1a bién c6 xay ra khi ngudi céng nhan duoc chon la
nam va B 1a bi€n c6 ngudi cong nhan duge chon & khu tap thé ; C Ia
bién c8 ngudi céng nhan duge chon khéng hiit thuée 14.

a) Hay mo 1a bién ¢6 ABC.

b) Véi diéu kienndotacé ABC = A.

c)Khinao thitac6 C= A. |
Cho ba bién c6 A, B, C. Viét bi€u thic chi bign cd.
a) Chi c6 A xay ra, _

b) A va B xdy ra nhung C khong x4y ra.

¢) Ca ba bién c6 cling xay ra.

d) C6 it nhat mot trong ba bién c6 A, B, C xiy ra.
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10.

~ ¢) C6 it nhat hai bién & cung xay ra.

g) C6 mét va chi mot trong ba bién ¢4 4y xay ra.
h) Chi ¢6 hai trong ba bién c6 d6 xay ra.

1) Khong ¢6 bién c6 nao trong ba bign ¢ d6 xay ra.

k) Khong c6 qud hai bién c6 trong ba bién c6 d6 xay ra.

C6 5 cuén sich khic nhau A, B, C, D, E dat tén gid sich. Rit l4n
lugt (khéng hoan lai) 3 cudn.

a) Khong gian bién ¢4 so cap c6 may phén tir.

b) S6 bi€n ¢6 so cap thuan lgi cho bién ¢& rit duogc cudn séch A va
bi€n ¢4 khong rit duge cudn sich A 13 bao nhiéu.

Mot ba me sinh hai con (méi 14n sinh dugc mot con hoac trai hay gai).
a) Khéng gian bién ¢6 so cap c6 may phdn tir.
b) C6 bao nhiéu bién ¢ so c¥p thusn lgi cho 2 con ¢6 1 trai, 1 gai ?

Chia ngau nhién 15 ting phdm cho 3 ngudi.
a) C6 bao nhiéu khd nang thuan lgi cho bién ¢3 : "ngudi th nhat
dugc ding 3 ting pham".

b) C6 bac nhiéu kha nang thuan loi cho bién ¢6 : "mbi ngudi dugc
dung 5 tang pham".

Bai tap sit dung dinh nghia xdc suat :

11.

12.

13.

Mot 16 hang gém 1000 san phdm, trong d6 c6 30 san phdm x&u. Léfy
hi hoa 1 san phém tir 16 hang.

a) Tim xdc suat dé san phdm 14y ra 1a san phdm tot.
b) Lay ngau nhién (1 14n) 10 san phdm tir 16 hang. Tim Xdc sudt dé
trong 10 san phdm 14y ra c6 ddng 8 san phdm 6t.

Mot hop chia 30 bi tring, 7 bi do va 15 bi xanh. Mot hop khac chia
10 bi trang, 6 bi dd va 9 bi xanh. Ta 14y ngiu nhién t& méi hop 1 bi.
Tim xéc sudt dé 2 bi rit ra cing mau.

Gieo d6ng thdi hai con xdc xdc can d6i va déng chdt. Tim xdc sudt
sao cho :

a) Tong s& chdm & mat trén hai con xic xéc bing 8.
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14.

b) Hiéu s6 chdm & mat trén hai con xic xac ¢6 tri s6 tuyét doi bing 2.
¢) 86 chdm & mit trén hai con xiic xéc bang nhau.

Mot 16 hang c6 n sin phdm trong d6 c6 m san phim x4u. L4y ngiu

" nhién tir 16 hang k san phdm. Tim xé4c sust d€ trong k san phdm Hy ra

15.

c6 diing s sin phdm x4u.

Chia 12 tang phdm cho ba hgubi. Tim xéc sudt dé :
a) Ngudi thi nhat duge déng 3 tang phdm.

" b) Mdi ngudi dugc 4 ting phém

16.

Mot khod chit duge 1ap nén boi 6 vong ghép tlé'p nhau quay quanh
m&¥ truc. Mi vanh déu chia thanh 6 phin bing nhau, trén mébi phdn

¢6 ghi 1 chif s6. Khod dwgc m& khi mbi-vdng dat ding vi tri xac dinh

" trude. Tim xac sudt d& m& duge khod (gid sit céc chir s6 duoc lap

17.

18.

- 19,

ghép mét cich wy ¥).

‘Mot loat vé x68 s6 v6i téng s6 tién vé 1a n dbng. Gid mbi vé 1a 300 dong. |

S6 vé trung thudng loai q; 1a m; dong, loai g, 1a m, déng (q; > qQ2)-
a) Tim xic sual tréng thudng khong qué q; d6ng cia 1 vé.
b) Tim xdc sudt tning thudng ¢, déng cia 1 v&.

12 hanh khéch 1én ngiu nhién 4 toa tau.
a) Tim x4c suat dé méi toa c6 3 hanh khach.

b) Tim x4c sudt dé trong mot toa ¢6 6 hanh khéch, mot toa cé 4 hanh
khéch, hai toa con lai méi toa 1 hanh khéch.

Mot khich san ¢6 6 phong phuc vu khéch, nhung c6 t4t ca 10 khéch
dén xin ngh1 tro, trong d6 ¢6 6 nam va 4 nit. Khach san phuc vu theo
nguyén tic "ai dén true phuc vu truée va méi phong nhan mot ngudi”.

a) Tim x4c suéit d cho ca 6 nam déu dugc nghi tro.

‘b) Tim x4c sudt dé 4 nam va 2 nit duge nghi tro.

c) Tim xéc sudt sao cho it nhdt c6 2 trong 4 nit duge nghi tro.

Xac suit hinh hoc

20.

40

Trén dudng tron tam O ban kinh r ngudi ta 14y mot diém A cd8 dinh.

a) L4y ngdu nhién diém M trén dudng tron d6. Tim xac suft dé
khoang céch tir M dén A khong vugt qua r.
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'b) L&y ngiu nhién diém N trong hinh tron d6. Tim xdc suit dé
khoang cdch 1t N dén A khong vuot quar. :

o _21..'C€1t ngiu nhién doan day dai 1 ‘mét thanh ba doan. Tim xéc sudt dé tir
ba doan d6 ta dung dugc mot tam gidc.

~ 22. Ldy ngéu nhién hai s§ duong (mdi s6 khong 16n hon 1). Tim xéc suft
sao cho téng chia chiing khong 1dn hon 1, con tich cia ching khong

2
1Uf_lh0’1_19-

23.. Céc hé s0 a, b cla cdc phuong trinh :
a) x2+ax+b2=0
b)(a+ 1)x>+2bx-a+1=0
dﬁqc 18y ngdu nhién gid tri trong doan [ — 1 ; 1]. Tim xéc sugt dé :
- Phucngltr‘mh (a) ¢6 nghiém thue.
— Phuong trinh (b) ¢6 nghiém thye.
24. Trén doan OA c6 d6 dai [a s clia truc Ox, dat nghu nhién hai diém B (OB= X)

8

va C (OC = y). Tim xdc sudt sao cho 46 dai BC bé hon 5
| Bai tap vé xéc. sudt téng, tich, xac suit diéu kién :

25. Bén ba vién dan vio ciing mot bia. Xéc suat tréng dich clia vién thy
nhét, vien thit hai va vién thi ba twong img bing 0,4 ;0,5 0,7. '
a) Tim xéc sudt sao cho trong 3 vién dan c6 diing 1 vién tring dich.
b) Tim x4c sust dé c6 ft nhat 1 vién dan triing dich. '

26. Mot 16 hang gém 150 sn phdm c6 chita 6% phé phim.
Ngudi ta ding phuong phdp chon miu dé kiém tra 16 hidng va quy uoc
rang : Kiém tra lan luot 6 sin phdm, néu c6 it nhat 1 trong 6 san
phdm d6 1a phé phdm thi loai 16 hang. Tim xéc sudt dé chép nhan
16 hang.

27. Bén lién ti&p vio mot muc tiéu cho dén khi nao c6 1 vién dan ddu tién
tring muc tiéu thi nging ban. Tim xdc sudt sao cho phai bén dé€n vién
thi 6. Biét ring xéc sudt tring dich ciia méi vién dan 12 0,2 va cac 1an

bén 12 doc lap.
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28,

29.

31.

32.

42

Mot may bay gém ba b6 phan ¢6 tdm quan trong khac nhau. Muén
bén roi duge m4y bay, thi chi cdn ¢6 1 vién dan tring vao bé phan thi
nhat, hodc 2 vién dan tring bd phin thy hai hoac 3 vién dan tring bo
phan thit 3. Xdc sudt dé 1 viéen dan tring bo phan thit nhat, thi hai,
thit ba véi diéu kién vién dan dé d3 tring mdy bay tuong \ing bing
0,15: 0,30 ; 0,55. Tim x4c suat dé médy bay bi ban roi khi :

a) C6 1 vién dan tring.

b) €6 2 vién dan triing.

¢) C6 3 vién dan tring.

d) C6 4 vién dan tring.

Mot nha mdy san xuit béng den. May A san xuit 25% s6 béng den,
mdy B san xuat 35% s& béng dén, con mdy C sin xudt 40%. Ty 1¢& san
phdm héng cla cac ' mdy dé trén tdng s6 san phim do nha méy d6 sin
xudt twong iing bing 5% (mdy A), 4% (mdy B), 2% (mdy C). L4y
ngdu nhién 1 san phdm thi dugc sin phdm x4u. Tim xdc sudt dé cho
san pham 4y ra 1a do : :

a) Mdy A san xuit,
b) Mdy B san xuAt.

- ¢) May C san xuat.
30.

Hai ddu thii A va B thi ddu mot 56 14n, trong méi l4n hodc dfu thit A
théng hodc ddu thi: B thing. Xéc sudt thang cha A trong méi 1an bing
p- Trude Iic vao thi ddu déu c6 quy uée 1a m6i d4u thi phai thing
mdy Idn méi duoc xem 12 thing cude. Trd choi bi huy néu khéng cé
ddu thi ndo thing da s6 14n quy dinh dé thing cuéc.

a) Tim xdc sudt dé A thing cuoc, néu gid st A cdn c6 2 l4n thing,
con B phai c6 3 14n thing.

b) Tinh xdc sust thing cuoc cia A, néu gia sit ring A cédn thing m
lan, con B thang n lan.

Mot hoc sinh khi vio thi chi thudc 18 trong 25 cau hai thi. Tim xdc
sudt d€ hoc sinh tra 10i duoc 3 cau hdi ma hoc sinh dé rit duoc.

Ba cau bé choi trd choi gieo déng tién lien ti€p. Ai gico dugc mat sap
ddu tién s& thing cude. Tim xdc suat thing cugc clia méi cau bé,



Bai tap vé cong thirc xac sudt toan phén va cong thic Bayes :

33.

34.

35,

36.

37.

Gia sit ¢6 3 kién hang v6i s§ sin phdm 16t twong tng 1a 20, 15, 10.
L4y ngiu nhién 1 kién hang (gia sir 3 kién hang dé c6 cung kha nang
riit) réi tir kien d6 14y hd hoa 1 san phdm. Biét ring 3 ki¢n hang dé
déu c6 20 san pham.

a) Tim xéc suat dé sin phdm chon ra 12 sn phdm t5t.

b) Gi4 sir san phdm chon ra 13 san phdm t6t. Tim xdc suit dé san
pham dé6 thuoc kién hang thi hai.

V6i 3 kién hang duoc cho nhu trong bai 33, ta chon ngiu nhién 1 kién
va tir kién d6 14y hd hoa 1 sin phim thdy 1a sin phdm t6t. Tra sén -
phém d6 lai kién hang vita ldy ra, sau d6 lai 14y ti€p 1 san phém thi
duge san pham t6t. Tim x4c sudt d€ cdc san phdm dugc 14y tir kién
hang thit 3.

Ty s6 6 10 tai vA 6 t6 con di qua dudng ¢6 tram bom ddu lé\l.% . Xac
suit dé 1 o 10 tai qua dudng duge nhan ddu 13 0,1 con xéc sudt dé 1 6
to con qua dudng duge nhan déu 1a 0,2. :

C6 mot 6 t6 qua dén tram dé nhan ddu. Tim xdc sust dé 6 16 0 12 xe tai.
Cho n hop bi, mbi hop chita m bi tring va k bi d6. Lay ha hoa 1 bi tix

hop thi 1 va bd vao hop thd 2, sau d6 14y hi hoa 1 bi & hop thit 2 bd
vao hop thir 3 ...

Tim xdc sudt sao cho vién bi cudi ciing rit ra tit hop thit n 12 bi tréng.

Tién hanh 3 phép thir doc lap. Xdc sudt xudt hién bién cd A trong mbi
phép thir 12 p = 0,1. Xdc suét xuit hi¢n bi€n ¢§ B tuy thude vao s6 lan
xudt hién cia A. Néu A xudt hién i ldni=0, 1, 2, 3, thi xdc sudt xuét
hién bién c¢6 B twong ing 12 0, i.

Tim s6 (chi s6 ldn xu4t hién bién ¢ A) c6 kha ning nhét, néu gia si
bién c& B d4 xudt hién. '

Phép thir Bernuolli — Cong thiic xac sudt nhi thirc :

38.

Mot 16 hang chda rét nhiéu san phdm véi ty 1& phé phdm 1a p = 0,02.
Can phai 14y mot miu véi ¢& bang bao nhiéu, sao cho xdc sudt dé )
it nhét 1 ph& phdm trong miu d6 khong bé hon 0,95.
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39,

Mot ba me sinh 3 ngudi con (mdi 14n sinh mdt con). Gid sir xdc sudt

sinh con trai la 5 Tim xdc sudt sao cho trong 3 con d6 :

a) Cé 2 con trai.
b_) C6 khong qua 1 con trai. -

¢) C6 khong it hon 1 con trai.

40. Ty 1¢ hoc sinh trong trudng bi c4n thj 12 1%. Héi cdn 14y mot méu &

41.

42,

43.

44.

44

bao nhiéu (chon bao nhieu hoc sinh) sac cho trong méu d6 it nhat 1
hoc sinh bi can thj véi xdc sudt khong bé hon 0,95.

Mot nit cong nhan phu trach 12 mdy dét. Xdc suéit dé mbi mdy dét
trong khoang th&i gian t cdn d€n sy cham séc clia nif cong nhan bing

l .
3" Tinh xdc suat dé : -

a) Trong khoang thoi gian t c6 4 mdy cin dén sy chim séc cla nir
cong nhan.

b) Trong khoang thdi gian t s6 mdy dét cin'dén su cham séc cha nit
cong nhén khong bé hon 3 va khong 16n hon 6.

Trong 2 hang cay va mdi hang 4 cay. Xéc suft dé méi cay song 12
0,8. Tréng Ian thit nhat néu cdy nao chét thi tréng lai cay dd. Tim xéc
suit dé khéong phai trong qud hai Hn.

Béan doc lap 14 vién dan vao mét muc tiéu. Xdc sudt ban tring dich
cha mdi vién dan bing 0,2. Muc tiéu bi phd huy hoan toin, néu cé it
nhat 2 vién dan triing vao muc tiéu. Tim xdc sudt dé :

a) Muc tiéu bi pha huy hoan toan.

b) Muc tiéu bi pha huy mot phan.

Trong mot kho hang ¢6 chia k sin phdm. M3i sin phdm trong kho
s 1

hang dé la t6t hoac 1& x4u vdi xdc suadt nhu nhau va bang 7

Chon ngiu nh'ién tir khio-hang, dc_’ghhra n sam 'phém (chon hoan 'lqi)-vz‘t

thdy ¢6 m sdn phdm t61 (0 < m < n). Tim x4c suat sao cho trong kién
hang d6 ¢6 ding v phé€ phédm. '

h
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‘eq,

45. Mot qua cauduge dinh dsu & trong hop I v6i xdc sudt p va trong hop
II vdi xdc sudt 1 ~ p (0 < p < 1). Xéc sudt rit dugc qua cdu dinh ddu
tir hop chita qua cdu ndy bang P (P #1).

Riit ngdu nhién lién ti€p (c6 hoan lai) n qua cdu tir hai hop dé. Hoi
cdn rit tr méi hop bao nhiéu qui cdu dé xdc suat rit duge qua cdu
dugc danh d4u it nhat 1 14n 13 16n nhat.

46. Mot tong dai ¢6 lién lac v6i*10 dia diém, & méi dia diém c6 dit mot
‘mdy dién thoai. Cic mdy dién thoai nay sl dung mot cdch déc 1ap va
thudng xuyén nhu nhau véi thdi gian trung binh méi ldn néi chuyén
la 6 phiit. Tim xdc suét sao cho mét trong cdc mdy dién thoai & céc
dia di€m da cho khi cdn goi thi tdng dai dang ban.

Bai tap lam thém :

47. Gia sl cé n ngdi thanh 1 ddy ngang. Tim x4c sust dé cho 2 fgudi cho
trude ludn luon ngdi cach r ngudi.

48. Cho n ngudi ngdi thanh vong trdn (n > 2).

a) Tim xdc sudt d€ 2 ngudi cho trudc lubn ludn ngdi canh nhau.
- b) Tim xac su4t d€ hai ngudi cho trudc luén Iuén ngdi cich nhau r ngudi.
49. Gia st mot hop chda n bi giéng nhau. Goi A 12 bién ¢4 riit ngéu nhién
dugc mot s6 chédn bi va B 1a bi€n ¢ it duge s6 12 bi. Hobi bign ¢6 nao
c6 kha nang xudt hién nhiéu hon, néu gia thiét cidc nhém bi it & cac
lan déu déng kha nang.

Hudng dén va tra 1§ bal 1ap chugng |

1. a)A=AA,. Ay; B)B=A,UA, U..UAy ;
) C=AA A A, A, d) D= AjA,A A As...
¢) Khéng gian bi€n ¢6 so cdp c6 N phén tir.
2. a)Khéng gian bi€n ¢4 so cép gbm céc phdn tir .
A AAAAA, ., A . AA,..
b) Goi B, ia bién c6 x4y ra khi s& 14n ban 1a 18,
va B, 14 bi€n c6 x4y ra khi s6 14n bén 12 chin.
Ta suy ra B, B, lap thanh hé ddy dii céc bién c6.
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10.

a) A = A A Ag
b) B=A1UA2U...UAn
) C=AAg. AgUA AgAs A Y AAy A,

d) D = !_\lgz A3 A4.-. A“ U R1A2R3 A4... Aﬂ Ui Al"' An—ZKnrlAn.
a) C=(A;UA, uA3)[ﬁlB2B3B4UBI]_32B3B4UB,BZE3B4 U

U B,B,B;B4 UB,B,B3B4]
by D= (A, A2 A3 UA1A; A3 UAIA2A)[B;B,BIB4 U .UB1B2B3B,)
a) Cdc bién co 46 xung khéc timg do1.
b) Ching lap thanh h¢ ddy di cac bién c6.

a) ABC 13 bién c8 ngudi cong nhan dugc chon la nam.& trong khu
tap thé khong hiit thude.
b)Khi A c B, Ac Cthi ABC=A.

c) Cﬁc nit cong nhan trong dai hoi khéng hiit thudc A =C.

a) ABC B3 AEE+§BC+R]_3C
b) ABC h) ABC + ABC + ABC
¢) AUBUC i) ABC
d) ABC k) ABC

e) AB w AC u BC v ABC
a) C6 5x4x3 =060 phan tir.

b) C} x6 = 18 phén tir twong ng vOi bién cd rit duge A.

. a) Khong gian bi€n ¢ so cap cé 4 phan i © = (TT, GT, TG, GQG).

b) C6 hai bién ¢6 thuan loi do bién ¢d trong hai con c6 mot trai,
mot gal.

a) C3; x2'? kha nang thusn loi cho bién ¢6 "ngudi thi nhat duoc
3 tang phdm". ' |

b) C3s x Cls0 X Cg kha ning thuan lgi cho bién ¢6 "mbdi ngudi dugc
5 tang pham". ' '
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970 3.0 x Cio _

La)P= ——= =097; b)P=
a)P 1000 9 ) C}gm
30x10+7x6+15x9 207 o
"P= 52x 25 =625 |
5 8 2. 6 _1
- a)P(A) = 225 b)P(B)—gg~—§. (:)':"’((3)—36-~6
ct x Ck
.a) - m n—m
p —————*Cﬁ
_Chx? b Gl xCyxCy 120
a)p 312 )P = 32 @’ 3t
oL
66
_ 300(m; + m;) ) _ 300m,
a)p= 0 b) p=—1
12! ' 12!
= . b)p=
3Nt al? P 614142
| 1 E 3 37
19.)p=7575 ¢ byp=7: ) p=75
20.a)p=_%; b) p = 0,391.
Huéng dan

a) Tap hop nhimg diém M trén dudng tron ma khodng cach tt M
dén A khong vugt qud r nam trén cung BAC . Vi vay xéc suat dé
khi 14y nghu nhién di¢m M trén dudng tron
ma khoang cich tr M t6i A khong vuot

qué r bang
do dai cung BAC o
P(A) = 0 a'l cur}g — = 7
chu vi dudng tron
B C
120 27r
_360°" _ 1033 ¢
2tr 3 x
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21.

22,

23.

24,

48

b) Xéc sudt phai tim 14 :

’J'I:l'2 1'\/5

I
_ dién tich hinh gach 2[7 272
2

= ] = 0,39.
dién tich hinh tron nr

- P(B)

Hudng dan : Goi d6 dai cdc doancatlax,y—x,1 -y v6i 0 < x<y <l
Tir 46 dai 1 canh chia 1 tam gidc nho hon téng cla hai canh kia va
tinh d6i xding ta suy ra dap s6 p = 0,25,

Goi x va y Ia hai s6 duong 14y dugc. Vay tacé:
0<x<1; 0<y=<1; x+y<l; OéxyS%

Khong gian bién c6 so cdp la hinh Y4
vuong cd canh 1.

Mién thuin lgi cho bién c& dang xét
Ia hinh gach dugc gidi han bdi cic Py

. . . . 2
du’o'ngcong:x+y=lvaxy=§ _

wlr

Xy =

Mién d6 1A G = {(x, y) : x +y < 1 va

xyS%,xZO,yZO} _ 0 % % 1

2
1 2%dx 1 2
dtG'-— 5 + -§' if? = 3[1 + gln 2] ~0,487
3
Xdc suft phaitimla:p= $ ~0,487.
Phuong trinh a) p=0,25 ; Phuong trinh b) p = 0,78.
_3 |
"4

Hu6ng din : Goi (x, y) 12 toa do clia diém M. M cé thé chay tuy ¥
trén hinh vuéng canh s. Nhimg diém M cé toa d6 (x, y) thoa mén

|y - x| < % 12 mién thuéan lgi cho bién ¢d dang quan tam.



YN 3
Vay xdc sudt phditimla:P= 4 =7

25.a)p=0,36 ; b) p=0.91.

141')( 140 " 139-'>< 138 N 137 « 136
150~ 149 ~ 148 " 147~ 146 145

26. P(A) =

27. p=(0,8)° x 0,2,

28. Dit A 13 bién 8 "mdy bay roi”

) P(A/I vientring)=0,15; - b) P(A/2 vién tring) = 0,368.
¢) P(A/3 vién tring) = 0,728 ; d) P(A/4 vién tring) = 1.

29. H 12 bién c6 "san phdm 14y ra 12 san phdm x&u”

D PA/H=2; b PB/M=20; o MC/H —-19

30. 2) Datq = 1 — p, P(A) = pX(1 + 2q + 3¢°) |
b) P(A) = p™(1 + Chq + €3,y + o+ Corad™ -

18 17 16 204

3Lp= 5% 24737575
4 2 |
32.p =75 P2 =75 Py =5
3 1

34. Dat A = bién c6 "cic san phim 14y ra déu t6t"
va B, = bién cd "san phdm 1oy d16 thii",i=1,2,3.
B,, B,, B, lap thanh hé ddy di cic bi&n c48.
Ta 4p dung cong thifc xéc suit toan phin, tinh dugc P(A). Sau 46 4p

dung cong thitc Bayes tinh dugc P(B3/A) = ‘243

35. Dat A = bién ¢§ "cé 1 6 16 dén nhan ddv”
va B, = bién c6 "6 t6 tai di qua dudng cé tram ddu”
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B, = bi€n c6 "0 t0 con di qua dudmg ¢6 tram dau”

B, Bz, 1ap thanh hé day da cdc bién cd.

Ab dung cong thitc xic sudt toan phén, sau d6 4p dung cong thic
Bayes ta tinh dugc P(B,/A) = —;— .

36.p=

37. Ap dung cong thiic xdc sufit toan phén va Bayes.
Dat B, = bién c6 " A xudt hién i 1an" ; BO, B,, B,, By 1ap thanh h¢ day
dii céc bién 6. Ta tinh dugc P(B) = 2 P(B,)P(B/B;) va tinh dugc
i=0

P(By/B) ; P(B,/B) ; P(B,/B) ; 'P(B4/B). So sdnh céc x4c sudt trén ta -
nhén duge s6 ¢6 kha ning nhat (nghia 12 c6 xéc suét 16n nhét) 1a 1.

1n(0, 05)
8. n> )
38. n 2 370,98
, 1 3 o 1 a1 1.
39.&)-pI=C3X§——8-; b)p2=C3X§+C3X-8—=§-,
L7
40. n > 300.
41.2) Pp(4)~ 0,238 ;  b) B3 <m$6) =051

42. A 1a bién c6 "kho6ng phai tréng qud hai 14n”
B 12 bi€n c& "tréng 14n thit nhat c6icaychét”,i=0;8.

P(A) = ZP(B )P(A/B;)= ch(o 2)'(0,8*7(0,8)' =(0,8) ZC‘ 0,2y

i=0 i=0

2
43.2) P (m 2 2) ~ 5% . b) B() = CL0.20.9° ~ .

44. Dit A = bién c6 "trong n san phdm 1dy ra c6 ddng m phé phdm”
B, = bién ¢ "trong k san phim c6 v ph& phdm", v=0, ... k.
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M=

Ap dung cong thic xéc sudt todn phén, cong thitc xac suat nhi thifc va
cong thic Bayes ta nhén dugc :

n.,

2 2 - p)
. Mé&i méy dién thoai khi goi xem nhu mét phép thit Bernoutli v6i X4c
Suitp = le— _Xic suflt cn tim 1a P = 1 —P;(0) = 0,651. .

_2An-r-1)
T n(n-1)

.a)p= —2-— . (Khi biét vi tri cia mot ngydi thi ngu&n kia c6 thé ng6i g
n—1vi trl cbn lai, trong d6 2 vi trf canh vi tri ngudi thi nhdt).

b)Néun 2r+2th1p——-1—-.

1
Ne'unat2r+2th1p-— 1
. S6 nhém c6 mot 56 chin bi hay s6 bién c6 so cﬁp thuan lgicho A la:
C2+Cl+ =N,

S& nhém c6 mot s& 18 bi hay s6 bién c6 so cap thuan lgichoBla:
i +C+..=N,
Vaytacé: Ny -Ny=1-(1- 1" = 1, e 1a P(B) — P(A) > 0.

51



Chuong IT
BIEN NGAU NHIEN VA HAM PHAN PHOI

Nhitng néi dung chinh trong chuong :
* Khdi ni¢m vé bién ngdu.vad ham phén phoi.
* Céc tinh chét cua ham phén phoi.
* Su dgc Iip cuia cdc bidén ngdu nhién.
* Phin phoi xdc xufit cda ham cda bién ngdu nhién.
* Ky vong todn, phuong sai, mémen vd cdc s6 djc trung khdc.

2.4. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN, HAM PHAN PHOI VA CAC TINH CHAT
CUA CHUNG .
2.1.1. Cac khai niém
a) Bién ngdu nhién _
Mot trong nhitng khai niéi quan .t'rgng trong 1y thuyét x4¢ sudt 1

khai niém bién ngiu nhién. Trudc khi dwa vao dinh nghia chinh xé4c cha
bién ngiu nhién, ta xét mot s6 vi du sau day.

Vi du 2.1. Gieo ngdu nhién mot 14n déng tién can d6i va déng chat.

Ta xem 1 14n gieo déng tién nhu 12 ti€n hanh 1 phép thir ngéu nhién
"gieo déng tién". Khéng gian bi€n c6 so cdp tirang ing vSi phép thir nay
laQ= {S, N} . Goi X 1a s& 14n xu4t hién mat sdp trong mot lan gieo do.
Ta thdy ring X c6 thé nhan 2 gid*tri 0 hodc 1.

X = 0 néu déng tién xuit hi¢n mat nglka. Diéu nay cé nghia la ing
phan tk N € Q cho s6 0 v6i xdc sué’tP({N}):%. |

X = 1 néu déng tién xudt hién mat sdp. Dicu nay c6 nghia la ing
phin tit S € Q cho s6 1 véi xdc suit

P({S} )= % ) . S
. N 0
Qua cic vi du trén ta thdy dai luong
X lién quan véi phép thir nghu nhién ma Q R
iing véi mbi két qua cha phép thir cho 1 Hinh 2.1
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s6 v6i mot xdc sudt nao dé, duge goi 13 gid tri cia X. Dai lugng X nhu the
dugc goi 1 bi€n ngiu nhién (dai lugng ngdu nhién).

Bay gid ta di dén dinh nghia chinh xdc bing todn hoc.

Pinh nghia 2.1. Him X xdc dinh trén khong gian bi€n cg so cidp Q
v nhén gi4 tri trong khong gian R (R 12 truc sd thuc) néu v6i x € R tap
hop {@ : X(®) < x} 12 bién c6 ngiu nhién, (0 € Q).

Ta thudng &Y hiéu bién ngiu nhién bing chit in hoa X, Y. Z... Gié tri
clia né ky hiéu bing chi thudng x, y, 2

Cdc vi du vé bién ngdu nhién :

— X 12 $6 con trai trong mot lan sinh (1 con). X la bién ngdu nhién.
Gid tri mand c6 thé nhan 12 0 ; 1.

— X 1a s6 vién dan tring dich khi ban lién tié’p n vién dan doc lap vao
mot muc tiéu. Gid tri ma né ¢6 thé nhan1a 0, 1, .

— X 13 s6 sédn pham 161 trong 10 san phdm dugc chon ngiu nhién tir 16
san phm c6 100 san phim t6t va 50 phér phim. X ciing Ia bién nglu
nhién: Gié tri ma né cé thé nhanla 0, i, ..., 10,

— X 13 s6 chdm & mat trén con xdc Xic kh1 gico 1 14n con xic xéc cin
d6i va déng chét. X 1a bién nghu nhién.

— X la 5§ hat ndy mdm khi gieo 10 hat dau tuong. X la ble'n ngau
nhién. .

— X 1a d6 cao clia m¢t cly tai thdi gian t nao d6. X la bién ngﬁu
nhién.

Ta dirng lai & vi du ddu : X 12 s6 con trai trong 1 ldn smh con. Ta tha’y
X théa min dinh nghia bién ngiu nhién § trén.

Thuc vy, & diy khong gian bién c6 so cép Q) = {T, G_} , va X c6 thé
nhan 2 gid tri 0 hodc 1.

Véi méi x € R ta ching minh tap hop [0 : X(®) < x] 12 bién c8 ngau
nhién. Mudn vay, ta phan tich tap hop nay khi x bi&n thién tir —o d&€n +.

& x=<0
[o:X(0) <x}]=4{{G} 0O<x<1
Q x>1
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Ba tap Q,{G},Qdéu 12 bi€n c6 nglu nhién. Vay [0 : X(0) < x] 12
bién ngiu nhién. : '

Sudt gido trinh nay ta chi xét nhitng bién nglu nhién thoi mian didu
kién Plo : X (0) < +0] = 1.

Ta quan tdm nghién ctu hai loai bién ngiu nhién : bi€n ngau nhién
rGi rac va bién ngdu nhién lién tuc.

Dinh nghia 2.2. Bi€n ngu nhién r&i rac 1a bién ngu nhién ma cic

- gid tri ¢4 thé nhan cia né 12 tap hop hitu han hoac v6 han ¢ém dugc.

Trong cic vi dy trén, trir vi du cudi cdng, déu 1a nhitng bi€n ngiu
nhién roi rac.

Pinh nghia 2.3. Bién ngiu nhién lién tyc 12 bién ngdu nhién ma gia
-tri ¢6 thé nhan cia né 1a t4t ca mm diém trong khodng (a, b) nao do acd
thé bing —oo, b c6 thé bing +.

'b) Ham phan phén phéi ciia bién ngdu nhién

Ta nhan thdy p [0 : X(®) < x], x € R, thay ddi néu x thay déi. Do d6
Xéc sudt Pl : X(w) < x] ciing thay ddi, tic 13 x4c sudt ndy phu thudc vio
X. N6 la ham cia x. :

Pinh nghia 2.4. Goi ham P[® : X(®) < x], x € R, 12 ham phan phéi
cua bién ngiu nhién X va ky hiéu :

F&x)=Plo: X(®)<x], x eR.

Vi du 2.2. Tim ham phén phéi clia bi€n ngiu nhién X chi s6 ldn xust
hién mat sap khi gico mot 14n déng tién can d6i va déng chat.

Gidi ; |

Khoéng gian bién ¢6 so cép tuong tng v61 phep thir " gieo dOng tién" 12
Q = {8,N}. Vi X c6 thé nhan 2 gi4 tri 0 hodc 1. Vi vy :

1% x<0
Véixe R, [0:X(w) <x]={{N} 0<x<1
Q x>1

Vay ham phan phéi clia bién ngdu nhién X 12 :
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| P(D) véix<0
F(x)=Plo: X{0)<x] ={PUND v6i0<x €1

P(Q) veix> 1
0 véi x<0 5’1
1 ' 1 p——
Fx)= 3 voi D<x<l1 1 FX)
1
" 1l H
1 vOl x>1 -2— I|
. 1
D3 thi clia ham F(x) 12 (H.2.2). . N
2.1.2. Cac tinh chit cia ham phén phdi Hinh 2.2

a) Ham phdn phdi F(x) la ham don diéu tdng, nghia 12 néu X;< Xz thi
F(x,;) £ F(xy). ' '
That vay, vix < X, nén ta c6 thé viét
[@: X(w) < X3] = [m X(w) <x v lo:x = X(o)) < X3

Hai bién c6 & v€ phai la xung khéc v6i nhau. Do d6 :
Plo : X(®) < x,] = Plo: X(w) < x] +Plo:x £X(@) < X,]

Suy ra F(x,) = F(x)) + Plo:x < X(w)<X,].
Vi xdc sudt cua bién c6 bt ky khéng am, cho nén ta cé
F(xz) > F(xy).
Tir ching minh tinh chét uén, ta suy ra cong thifc :
Plo : x, < X(0) <Xp] = F(x,) - F(x;) : (2.1)
Va Plo : X = x,] = F(x; + 0) - F(xy). - |

b) Ham phdn phoi F(x) la ham lién tuc bén irdi, nghia B
lim F(x) = F(a). |

X—=a—

¢} lim F(x)=0 va hm F(x) = -1

© X—»—G0

D6i v6i ham phan phéi clia bién ngau nhién rdi rac thi d6 thi cla né
¢é dang bac thang (H.2.3), con d6 thi clia ham phéan phdi cha bién ngu
nhién lién tuc tuyét d6i tln d4 thi c6 dang (I-I 2.4).
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2.1.3. Phén phai rdi rac va phén phdi lién tuc tuyét déi
" a) Phdn phdi réi rac _ :

Gi4 sir X 12 bién ngiu nhién roi rac. N6 nhan céc gid trj c6 thé véi cic
xdc sudt tuong Ung A P[X =x;1=p; 20. Cu thé 1A : :

X Xy X3 - Xy

PX=x]| p P - P

o« .
Vé6i 3 p; =1 : (2.2)
i=l '
Dinh nghia 2.5. Bing phan ph6i xic sudt trén dugc goi fa bang phén
phdi xdc sudt ciia bi€n ngéu nhién X.
Néu ta sap x€p cic gia tri Xy, X, «vs Xqy - theo thit tu tang déan, vi du
X< Xp<... <X,<... thi hAm phén phéi clia X c6 thé viét duéi dang :

0 vOl X £ X,
Py ' Vi X; <X <X,
vOi Xy <X S X,

Fx)={P17P2 2.3)

Pytpy+.tp VO X <X €Ky

.......................

Néu cic gid tri Xy, Xy, ..., Xy, ... O Vi trf bt ky thi ta c6 thé vi&€t ham

phan phéi du6i dang : F(x) =) p; ;x € R. | (2.4)

Xj<X
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Vi du 2.3. Gieo mot l4n con xiic xic cén d6i va déng chat.

Ky hiéu X Ia bi€n ngdu nhién chi s8 chdm & mat trén cla con xiic
xac. Tim phan phéi xdc sudt coa X. Viét ham phan phdi cia X. Tinh xédc
suit P[0 < X < 3].

Gidi:

Vi con xiic x4c 1a can d6i va déng chat, nén cic bi€n ¢8 xuat hién mat -
¢6 1 cham, 2 chdm, ..., 6 chdm la d6ng kha nang va v&i xdc suft 13 1/6.

Vay phén phdi xdc sudt cha X 1a :

X |
p

= S S
o — b).
=N
= I IV
= | O

Ham phan phéi cia X 12 :

veix<1

viil<x €2
vii2<x £3
F(x) = + v6id<x <4

vdid<x £5

viiS<x £ 6

P o W R N W= = ©

vdix>6

Xicsuit POSX <3]=F()-FO)= 3~ 0=3.  °

Vi du 2.4. M6t 16 san phim gém 12 sin phdm trong dé cé 8 sin
phdm 6t va 4 phé phim. L&y ngiu nhién 1 16 hang 3 san phim. Goi X 1a
s6 san phdm t6t trong 3 san phdm 14y ra. Tim phan phéi xédc sudt cia X.

Viét ham phan phéi. Tinh xdc suft P[1 < X <-3].
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Gidi :

’ Ck x C3-k
Phan phdi xdc sudt cia X 1a: P[X =k] = —-S—C-g—ﬂ— ,k=0,1,2,3

_ 12
Hoac c6 thé viét dudi dang bang sau :
X | o 1 2 3
P{X =Kk] 4 48 112 56
220 220 220 220

" Ham phan phdi cia X 1a :

— 0 voix <0
4 _
= i <
770 vii0<x <1
F(x)= = % viil<x -2
1 164 .
| —=— 5 <
' 5% voi2<x<3
N viix >3

164 4 160 8
220 220 220 11°

Vi du 2.5. Bin lién tiép 3 vién dan doc 1ap vio mot muc tiéu. X4c
sudt triing dich ca méi vién dan 1a 0,5. Goi X 12 s6 vién dan tring dich

trong 3 vién.

Xacsuit P[1<£X <3]=F@3)-F()=

Tim ham phan phéi xdc susit clia X. Viét ham phan ph6i cba X.

Tinh xdc suit P[X = 1]. |

Gidi : :

Xem viéc bén 3 vién dan déc l4p vao 1 muc tiéu nhu ti€n hanh day 3
phép thir Bernoulli. X4c sust bin triing dich (bién c§ A) cda méi vién dan

lap= —-21—
Theo cong thic x4c sufit nhi thitc ta c6:

. . _ 1 k 1 3-k
P[X=k]=C§(—2~) (1-5] ,k=0,1,2,3.
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) |
PIX=kl= Ck[ 2| ,k=0,1,2, 3. 12 phan phoi xéc sust cia X.
3 2 . P

Ta c6 thé viét dudi dang bang sau

X | o 1 2 3
3 3 i
P 8 8 8 8
Ham phan phéi cia X 14 :
| -0 v6i x<0
% vcu O0<xx1
F(x)= = % véi 1<x<2
-g— vdi 2<x<3 )
| véi x>‘3
Xéc sult PIX 2 1] = 1-PIX < 1]=1~F()=1- £ =1.

b) Phdn phéi lién tuc tuyér doi
- Dinh nghia 2.6. Bi¢én ngiu nhién X c6 phan phéi lién tuc tuyét 46i

X
néu ham phan phéi ciia n6 c6 dang : F(x) = [ f(w)du ,x e R. (2.5)

Ham dudi d4u tich phan f(x) dugc goi 13 him mat d6 ctia X, Theo tinh
chat cia tich phan xdc dinh ta ¢6 F'(x) = f(x) tai cdc diém lién tuc ciia
f(x).

Tir tinh chét ctia ham phén phéi ta suy ra tinh ch4t ca ham mat d6 12 :

+ f(x) » 0.

F(x + Ax) - F(x)
nén F(x + Ax) - F(x) v& Ax c6 cling dfu.

Do d6 f(x) = lim L&+ AX) -F(x) .
Ax—(0 Ax

That vay, ta biét rang 20, vi F(x)l lIa do‘n diéu ting
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50
+ [feodx=1 vi lim F(x) =1 _ (2.6
e . X—r+0

b
+Plo : ag X(@) <b] = ff(x)dx

a

b a b
That vay, Pla <X <b]=F@®)-F@)= f foodx - f feoax = [f(xax

Vi du 2.6. Gia sit ham phan ph6i clia bi¢n nglu nhién X 13
1 1
| F(x) = ;Jarctgx + )
Tim ham mat do cha X va tinh x4c suat P[ - 1<X<1].

Gidi :

Ta c6 ham mat dof(x) = F'(x) = -
_ © o1+ %)

X4c sudt P[ - 1<X <11=F(1)~F(=1=

1,1 1,1 1[= ( =\j_1
=g+ o) - [5 ¥ ;;"’“‘8(-"”] = ;[z - (‘zﬂ =3

Vi du 2.7. Gié sit ham mat 8¢ cita bién ngdu nhien X 13- ‘

Ae ™M véix>0; A>0
f(x)=
0 viix <0

Tim A. Tim ham phan phdi cva X.
Gidi :

- 4o .
Theo tinh chit ciia ham mat 49 ta co: j f(x)dx = 1.

-0

?lx 1 s | A
Dodé [ Ae” dx=1=:A(—-—e' ] =1 —=12>A=h
o _ A 0 A
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Ham phan phdi cla bi¢n ngiu nhién X 1a
] 0o véix <0

F(x) = J' f(u)du =

-0

X
jxe"'“du veix>0, A 50

- viix <0
F(x) = N
1-e ™ véix >0, A>0
Vi du 2.8. Gia st bi€n ngu nhién X c6 phan phéi déu trén doan [a, b].

Tim ham phan ph6i ciia X. Tinh xdc sudt chaP[a< X < 2 ; b 1.
Gidi :
Bién ngiu nhién X phan phsi déu trén [a, Y], nghia Ia ham méat do cla
0 vdi  x ¢ [a;b]
X c6 dang : f(x) =
& ) 1 vdi x e€la;b]
b —a L
Ham phan phéi cba bién ngdu nhién X la :
0 vii x<%a
X
x—a » _
F(x) = If(u)du: . véi a<x<b
gy .
1 véi x>b
Xéc sudt phai tim 1a :
a+b a
a+b_ a+b Tt a1
a<X< = [ 3 )—F(a)-— Y 0—2.

© 2.1.4. Phan phdi xéc suit ciia n bign ngau nhién
a) Cdc khdi niém va tinh chdt cia phdn phoi déng thoi cua n bién

ngdu nhién
Dinh nghia 2.7. Vecto ngiu nhién n chiéu 12 mot bo gbém n dai huong
ngau nhién (X;, X3, ..., Xp) ; trong d6 X; , i = 1,n 12 bién ngdu nhién.

Pinh nghia 2.8. Ham phan ph6i déng thdi cia n bién ngiu nhién X;,
X5, ces X, laham : '

F(X[, X3, co0 Xp) = P[ﬁ[m : X(o) < xi]], (X1s X35 veos x,)eR".
i=1
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Tinh chit ciia ham phan phéi déng théi F (x;-, x5, ..., Xg) &
+ F(xy, X, ..., x,) 12 ham don diéu tang theo cdc bién x|, x,, ..., X,
+ F(Xy, X5, ..., X,) 1a ham lién tuc bén trii theo cdc bidn,
+ lim F(x|, X9y weey x'n) =1lva lim F(x,, X2y ooy X)) = 0.

X| =+ xi->-oo

Koy b0
Tirdinh nghia va tinh chat ctia ham phén ph6i ta suy ra :

inxj (Xi,Xj) = lim F(Xl, ., ), FTRN Xj, . Xn). (2.7)

X] 40

............

inxj (%, X;) dugc goi 1a phan phéi bién duyén.
Vi du 2.9. Gi4 s ham phan ph6i déng thdi cha 2 bién ngiu nhien
X, Ya:
—e X _ a7y —~(x+y) V&i
F(x, y) = l-¢ e’ +e véi x\>0, y >0
trong truong hop khic
Tim ham phan phéi cha X, cita Y.
Gidi :

- Ham phan phéi ctia X 1a :

. ' 1-e™* vii x>0
(x) = lim F(x,y)=
Fx ¥4 .y {0 vei x <0
Ham phan phéi ciia Y Ia :
: ' 1-e™ vé6i y>0
(y) = lim F(x,y)=
0 X—>+0 Y {0 vi y=<0

v6i n = 2, ham phan ph6i déng thdi cia (X, Y) 1a F(x, y). Tuong wr nhu
trong trudng hop mét bién, ngudi ta cling chimg minh duge cong thirc :
Mién D 1a hinh chit nhat, D = {(x,y):asx<bvaa’<x<b’).
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Plo : (X, Y) €Dl =F(b, b") — F(a, b’) — F(b, 2) + F(a, a’) (2.8)

Vi du 2,10, Ham phén phdi déng thoi ¥
duoc cho trong vi du 2.9.
Tinh x4c suft Plo: 1< X<2;1Y<2]. ¥ ...Aeb) \\P(b-b"
Gidi : | ' a \\\\\\ .
. : : : C(a,a") 1 O(b,a’)
Tacé: | . i __
[o} a. b X
_ Plo: 1£X<2;18Y<2]=
= F(2,2) - F(1,2) - F(2;1) + F(L,1) Hinh 2.5
=1- e_z—ez+c -(l-¢ I_e +c3) (1-e° e +c3)+1 cl-—el-l—e,_'2
—e 22 +e 4
b) Phdn phdi roi rac
Ta xét trudng hop 2 bién.

Gia sit X va Y 12 hai bién ngiu nhién 1di rac. Chung c6 thé nhan céc
gia tri
XXy, Xpy e on Kps oo

Vill Y: yl‘ YZv .... Ymr o=

. o o0
DatPo: X=x]N[o: Y=y)=p;20,1Lj=12.3 >3 =
i=l j=1
Pinh nghia 2.9. Day chc xac sufitp;; L j=1, 2, ... ; nhu trén dugc

goi 12 phan ph6i déng thdi ¢c0a hai bién nglu nhién X, Y.

Ta ¢6 the liét k& hét céc x4c sudt p;; du6i dang bang sau :

Y . .
X Y1 Y2 Yo
X4 P11 Pz e ~ Pim
X2 P2 Pzz e  Pom o ' (2.9)
Xa Pny Pn2 - Pom
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Tir phan phdi déng thdi py;, i, j = 1, 2, ..., cita hai bién ngu nhién (X,
Y) ta c6 thé suy ra phan phéi clia X va ciia Y theo cong thic : Phan phéi
Xxdc sudt cuna X 12 : '

-
PX=x]=2.pj .i=12, . Q10
. j=l

Va phén phéi xdc suédt cita Y 1a:

. Q N
PIY=y]=2.p; »i=12 (2.11)
i=1
Vi du 2.11. Gi4 siz phan ph&i d6ng thdi ciia hai bi€én ngdu nhi¢n
X, Y)la: _

Y
1 2
X
0,10 0,06
2 | o030 | 018
0,20 0,16

Tim phan phdi xdc sudt cia X, cua Y, cia X + Y.
Gidi :
P{X=11=0,10+0,06=0,16;
P[X=2]1=0,30+0,18=0,48;
P[X=3]=0,20+0,16=0,36;
Vay phan phéi xic suft cha. X la
x | 1 2 3
p | 016 048 036

Phan ph&i xdc sudt cia Y 1 ;
P(Y=1]=0,1+0,30 + 0,20 = 0,60
P{Y =2] = 0,06 + 0,18 + 0,16 = 0,40
Vay phan phdi xdc suit chaYla:
Yy | 1 2
p | 060 040

64



Phan phéi xdc sudt cia X + Y 1a :

X + Y c6 thé nhan c4c gid tri 2, 3, 4, 5.
PIX+Y=2]=P[X=1;Y=1]1=0,10

PX+Y=3}=P[X=1;Y=2]+P[X=2;Y=1]=0,06+0,30=036

PIX+Y=4]=P[X=2;Y=2]+P[X=3;Y=1]=0,18+0.20=0,38

PX+Y=5]=P[X=3;Y=2]=0,16

Viy phan pha;ii Xdcsudtcia X + Y1i:

X+Y | 2 3 4 5
p | 010 036 038 0,16

* Phan phoéi da thirc

Xét ddy n phép thir doc 1ap G, G,, ... . G,, trong mdi phép thu G; c6 r
bi€n ¢6 ¢6 thé xdy rala A, A,, ..., A, Goi p; 12 x4c sust xudt hién bién

¢6 A, trong méi phép thir ; P2 la xdc sudt xudt hién bién c6 A, trong mbi

phép thir ;..., p, 12 x4c sust xu4t hién bién cd A, trong mdi phép thir ;
Goi X; 1a s6 14n xu4t hién bi€n c6 A, trong n phép thir, i= Lr.
Khi d6 phan phéi déng thai ciia X, X,, ..., X, 14 :

.ol ky k3 _k,
PIX; =k, Xp=ky, ... X =k ] = X Tk, 1ok 1 P 'ptp (2.12)
Trongdén=ky +ky+ ...+ k. ;p; +py + ... +p,=1.
Phan phéi xdc sudt & tren dugc goi 12 phan phéi da thic,

Vi du 2.12. Tim x4c suit d€ khi gieo ngdu nhién 20 14n mét con xic
xic can d6i va ddng chat c6 4 14n xust hién mat 1 chdm, 3 14n xu4t hién
mit 2 chdm, 5 14n xust hién mit 3 chdm, 2 14n xuét hién mit 4 cham, 2
ldn xu4t hién mat 5 chdm, 4 14n xuit hién mat 6 chdm.

Gidgi ;

Vi con xic xac can d6i va déng chdt nén cic matc6 1, 2, 3, 4, 5, 6
chim c6 kha nang xu#t hién nhu nhau. Do d6 céc xdc suft cha ching

déu bang g nghia lap; =p, = .. = pg = 1/6 (p; 12 xdc sudt clia bién co
Ai’ l = i,_g). | |
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Vay x4c suit phai tim 12 :
P[Xl =4, X2= 3, X3 = 5,-X4=2’X5_—_2’X6=4]

" 413! 52!02!1514!(84 (%]3 [%)5 [%)2[%)2 (%)4

_[l]m 20!
6) (4N2315121)*

¢) Phdn phéi lién tuc tuyét doi (Xét trudng hopn = 2)

Pinh nghia 2.10. Hai bi¢n ngiu nhién X, Y c6 ph4n phéi déng thoi
lien tuc tuyét d6i n€u ham phan ph&i déng thdi clia ching c¢6 dang :

¥
Froy)= [ [ fu,v)dudv, (x.y) € R2 (2.13).
-0 =00
Ham dudi ddu tich phan f(x, y) duoc goi 1a ham mat 4o déng thdi ciia
hai bi¢n ngiu nhién X, Y.

_ 32F X,
Theo tinh chat cta tich phin xdc dinhtacé : f(x,y) = _Ti%yl)_
Tinh chdt cia ham mdt dé déng thoi :
+f(x,y)>0
+ I If(x, y)dxdy = 1 : (2.14)
— —0

bd
+Plo:a<X<b;c<Y<d]= ”f(x,y)dxdy

ac

Vi du 2.13. Gi4 sir hAm phan phdi déng thdi clia hai bién ngéu nhién
X,Yla:

: 1-eX—e¥ 4 v6ix>0,y>0
F(x,y)= ' .
trong trudng hop khéc.
~Tim ham mat d¢ ddng thoi. Tim ham phan phéicha X, cia Y.
Tinh xdc sudt P[0 X «2;05Y <2]. .
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Gidi : |
Fx,y)  Ji-e™ - e+ w5 x>0, y>0
K 0 . trong trudmg hop khic.

fix,y)=

PF(x,y) _ e v x>0, y>0
oxéy |0 trong trudng hop khéc.
— Ham phan phdi clia X 1a:
l1-e¢* vix>0
(x) = lim F(x,y)= :
Fx y—+0 y {0 viix <0
— Ham phan phéicia Y 1a: T
: | 1-¢¥ viiy>0
(y) = lim F(x,y)= -
Frly X—++o y {0 véiy <0

~ Xac suit ;

22
P0sX<2;05Y<2]= j’ If(x,y)dxd = [ eV axay
00 ™ 00

2 2 2 ’
= Ie"‘ [ jc'ydy]glx = Ie"‘ (1 - e2)dx
0 0 0 - :
) _
=(1-¢2) j e*dx = (1 —¢e )

Vi du 2. 14. Gla sit ham mat do déng thoi cla hai bién nglu nhién

X, Yla: .
(5,3 = {Ae'("‘f” véi x>0; y>0

tr&;mg trudng hop khac.
Tim A. Viét ham phan ph6i déng thoi cda X, Y. Tim ham mat 4o ctia X,
ciayY. " '
Gidi ;
Theo tinh chat clia him mat dg tacé : | | fx,y)dxdy =1

—0 0
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. +a0
Ta ¢6 : J I Ae~ % dxdy =1
0 0

+0 +ao -
AJe_x Ic‘ydy dx=1<¢<Al=1VayA=1.
0 0 '

— Ham phan phdéi dong thoicaa X, Y la:
N vdi x; y ndm géc vuobng

0 -
' Y thit 2, 3, 4.
Fx,y) = [ [fu,v)dudv={,
' T j_[e_.("”)dudv = vix>0;y>0
\0 0
0 | . ¥6ix<0hoicy <O.
T ll—e*—e Y4 wix>0;y>0.
-~ Ham matd¢cha X :
+® -X e
' véi x>0
| fx(x) = | fxy)dy = {e_ 3y
-0 vl x 0.
—Ham matdécliaY :
T - véi y>0.
fy(y)= [ flx,y)dx = {e | LY
— vdi y <0

d} Day cdc bién ngdu nhién déc ldp
Pinh nghia 2.11. Diy n bién ngiu nhién X, X,, ..., X, dugc goi 1
doc lap néu : F(xy, Xy, ..., X5) = Fy (x)Fx, (xp)--Fx (x) (2.15)
Pinh Iy 2.1. Néu tén tai ham mat d6 déng thdi f(x,, ... X,) cla n bién
ngiu nhién X, ..., X, v2 ham mat d¢ cia ting bi¢n fy (x1), .-, fx (Xa)
thi diéu kién cin va di dé n bién dé6 doc lap 1a
() Xgo oo Xp) = f (XA, (). B (Kg) (2.16)

Trong vi du 2.14 : X, Y 12 hai bi€n ngiu nhién doc 1ap bdi vi:

véix>0, y>0. = £(x, ¥)

fe ) fy(y) = 1S
X)fy(y) =
XYY o trong trwdng hop khdc.
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2.2. CAC SO BAC TRUNG
2.2.1. Ky vong toan

a) Cdc dinh nghia va vi du

Pinh nghia 2.12. Gia s phan ph6i x4c suit clia bién ngiu nhién X 1a:

;ZPi'_‘l

P I P2 P2 soresiniinienanes Pporeereererennininianna i=0

X ix, X3 corerenvrenenees Xpp omeonreemersassonrones

Néu téng Y |x;|p; < +oo thi téng > x;p; dugc goi 1a ky vong todn

i=0 .=l
cia bién ngiu nhién X, ky hiéu E(X) = Y X;p; (2.17)
i=0 .
Vi du 2.15. Cho phéan ph6i xdc sudt cua X 1a :
x| o |

1
Nk
2 2
Tim k¥ vong todn clia X.
Gidi :
_E(X)=0>< % +1x % =-;—

Vi du 2.16. Bén lién ti€p ba vién dan ddc 13p vao mot muc ticu. Goi
X 1a s vién dan tring dich trong 3 vién. Xdc sudt tring dich ctia mbi
vién dan 1 0,5. Tim phén phéi x4c sudt cba X. Tinh ky vong todn cla X.

Gidi :
Coi viéc bén 3 vién dan nhu thyc hi¢n day 3 phép thir Bernoutli v6i

Xac spétp = 5 Theo copg thic x4c sudt nhi thirc ta co :

Y IV '
P(X=k)=C3[E] (1—5] =C3x§;k=0,1,2,3.
Pay chinh 12 phan phéi x4c sudt ciia X. Ta c6 thé viét phan ph6i nay

dudi dang :
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2 | 3

, 1 3 3 1

Pl 3 | 3 g g
E(X)l—.0x%+1x%+2x%+3x%=1,5

Vi du 2.17. Mot ba me sinh 2 con (méi 14n sinh 1 con). Gia sir xic
sudt sinh con trai 12 0,51. Goi X 14 s6 con trai trong 2 14n sinh. Tim phan
phéi xac sudt cha X. Tinh k¥ vong cia X.

Gidi ;
Xem viéc sinh 2 con nhwr thuc hien 2 phép thit Bernoulli vé&i x4c sust
p = 0,51. Theo céng thic xdc sufit nhi thitc ta cé : '

P(X = k) = CK(0,50)%(1 - 0,51*"%; k=0, 1, 2.
PX=k) = C5(0,51)5(0,49°%; k=0,1,2.

Day 1a phan ph6i x4c snét ciia X.
- Ta c6 thé viét né duéi dang :

x|0| 1 |2_

P[X = k] ‘({:,,49)2 ‘ 2(0,51)(0,49) ‘ 0.51)°
E(X) = 0 x (0,49)% + 1 x 2(0,51)(0,49) + 2 x (0,51%) = 102

Vi du 2.18. Mot 16 san phim gém 12 san phdm trong d6 c6 10 sin
phdm t6t va'2 phé phim. L4y ngiu nhién 2 sin phdm tir 16 hang. Goi X Ja
s6 phé€ phint trong 2 san phdm I4y ra. Tim phan phéi x4c sudt cha X. Tinh
k¥ vong clia X. '

Gidi : |
X4c sudt dé c6 k ph€ phdm trong 2 san phdm chonrala :

k2-k
P[X=k]=92,CL'v6ik=_0, 1, 2. !

12
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DAy chinh 1a phan phéi x4c sudt cha X, Ta c6 thé viét né dudi dang :

Cox o)
PiX=k | 45 | 20 | L
66 66 66
Ky vong todn chaX1a:
20 122 1
E(X)—0+1x33—+2xgg_.gg_3

Vi du 2.19. Bin lien tiép doc 1ap khong han dinh vio mot muc tiéu.
Bin cho t6i khi nao c¢é 1 vién ddu tién tring muc tieu thi dimg ban. Gia sit
x4c sudt d& vien dan triing muc tieu 13 p. Goi X 14 s6 vién dan cdn bén &€
I$n ddu tién c6 vién triing muyc tiéu. Tim phan phdi xdc sudt cia X. Tinh
ky vong todn cua X.

Gidi :

X ¢6 thé nhan v6 han cdc gid tri : 1, 2, 3., N

. Xdc suat dé cé k vién dan cdn bén dé ldn dﬁu tién cé vién triing muc

deula: PIX =K1 = (1-p) ' p s k=123 s D Day la phan phéi
xéc sut ciia X (Phan phdi ndy duge goi la phan ph61 hinh hoc).

Pitq=1-p,tacé: PX=k]= ¢ 'p;k=1,23,...0
K vong toan cia X 1a :

[x 2] o
EX) = Y kg*'p = pD ka*"
! k=1 k=1

Tathdy Y, q" v6i |q} < 1 1a chudi s6 hoi tu va Z kq*'p = (Z q“y.
L k=l k=1

=]
Mat khac Z qk = ( T q] ( c4p s6 nhan cong boi g, s6 hang ddu 1a g).
' k=1

o
- q 1 1
vay Y k¢! = =) = —7 = =
k=1 1-9 (1"51)2 p’
Tac6 EX)=px — = =
p p
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Dinh nghia 2.13. Néu bién ngau nhién X ¢6 ham mat do 1a f(x) va

+0 +x
néu | |xff(x)dx <+ thi 1a goi tich phan | xf(x)dx 1a ky vong todn
. . |
ctia bién ngu nhien X va k¥ hiéu E(X) = j xf (x) dx - (2.18)
=00 . .

Vi du 2.20. Gia sir bién nglu nhién X cé phan ph6i déu trén doan
[a, b]. Tim k¥ vong todn cha X.

Gidi :
X c6 phan phdi déu trén [a, b], nghia 14 ham mat d6 clia nd c6 dang :
0 véix €a.’
F(x) = -—1— ' vBia<xs<b.
b-a

0 v3ix > b.

Vay ky vong cia X 14 :

E(X) = +}O xf(x)dx = E‘l[xf(x)dx + tjl.xf(}()dx +Txf(x)dx
—o - a b

Vi du 2.21. Tuéi tho cla ngudi |2 dai lugng ngdu nhién X cé phan
phéi mi v6i ham mat do :

£(x) = e voix>0;A>0.
0 véi x < 0.
Tinh tudi tho trung binh (tinh k¥ vong ciia X).

Gidi :
+0

] +o0 +¢0
E(X) = j xf(x)dx = j xf(x)dx + _[xf(x)dx =0+ j xhe™dx
—C —a0 0 0
Ditt=2xtacé:

450
E(X) = % Itc"dt = %(f—tc" + e")|:n = %
: 0
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4

o

Hoic ta ¢6 thé ding ham Gama dé tinh tich ph4n dang & trén nhu sau :
Ham Gama 12 ham c6 dang T'(a) = I x*le7*dx , a>0.

_ 0
Néu tinh tich phan timg phén 1 lantaco T@ =@~ DIa—1). (2.19)
Néu a = n (s6 tu nhién) thi I'(n) = (n - D!

. +x
Ap dung cong thiic trén ta tinh dugc I tetdt=T(2)=1!=1.
_ o .

1% 1
Vay E(X) = j e tdt = I =7
0

Vi du 2.22. Gia sit bi¢n ngdu nhjén X ¢6 ham mat do la:

(0 véi x<0

f(x) = {——x2% e 2 o ovei x>0

Tinh ky vong tosn cla X.
Gidi :
e 1 LIS T
E(X) = jxf(x)dx-— jx——-—x.z e 2dx = ———— szc 2dx
o0 0

0 221"[

batt= —;- tac6dt= —

b
\_____/
[\

[STh-]

o n | 24 npl 2
- 1 _—l 2 2 2
Va E(X) = — .2jt2e dt = — =2 =n
0 r

Vay E(X) =n.
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b) Tinh chdt cia 'k)‘v vpng
+ E(C) = C(C 1a hdng s8) _
+ Néu X, Y ¢6 k¥ vong thi X + Y ciing ¢6 ky vong va

E(X £ Y)=EX) + ECY)
Chitng minh :

_ O day chi ching minh trong trudng hop X, Y 12 bi€n ngiu nhién rdi
rac vGi cdc gid tri tuong Ung X|, Xg, oy Xy <ove VA Y5 Y25 eoes Yo o

PatP(X=x,1n[Y= Yil)=pipi=12,..5j=1,2,..
Theo dinh nghia ky vong todn ta c6:

E(X) + E(Y) = z X;p; + Z ¥id;

i=1 J=1
" .
ma g =2Pij_;Pi= zpij
=1 =1
~Dodé:

E(X) +E(Y) = Zx [Zp.,}Zn(ZP.,] = iixipij *'ii}'jpij

i=1 j=1 \i=l i=l j=1 i=1 j=1

@w

a0 .
= > > (x; + y;)p;; =E(X+Y). (Diéu phai ching minh).
i=1 j=1 ) '
+ Néu X, Y 12 hai bién ngdu nhién doc 1ap va ¢6 ky vong E(X), E(Y)
thi E(XY) = E(X)E(Y).
Néu Y = C thi E(CX) = CE(X)
Chitng minh : _
Ta chi xét trong trudmg hgp X, Y 12 bién ngiu nhién rdi rac.
Ta ¢6 EQXE(Y) = [Z x,p,J{z yjqj] Cic chudi s& 15. hdi tu tuyét

i=l j=1

[+

d&i nén : EQOE(Y) = Z > XXpiq;
. i=1 j=1
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X, Y la doc lap, nén p; q; = pj;
[+ s I o} .

vay EXE®Y) = Y, > xx;p;; = EXY).
i=1j=1

Ménh dé dugc chiing minh.

+ Gi sir bién ngiu nhién X ¢6 ham mat d¢ 11 f(x) va bi€n ngu nhién
Y = y(X) ¢6 k¥ vong Ey(X).

- |

Khi d6 : By(X) = | woOf(x)dx. (2.20)
—a

Néu X ¢6 phan phdi 1di rac thi :

Ey(X) = D W(x;)p; @21
i=l

Vi du 2.23. Cho phan ph6i xdc sust cha bién |

Vid 0 1
ngiu nhién X 1a: N
1
Tinh EQ2X + 1), EX?, E(®). P| 3 3
Gidi :

E@X + 1) = 2E(X) + 1

N 1 1 1
Ma E(X)—OXE"PIX-Z- -i
Vay E(2X+1)=2x-12-+1=2.

NeoxlipPxi=l
EX)=0xz+Px5=3

E(f:x =c°x-;—+elx%=%(e+1)

Vi du 2.24. Gia sit X c6 phéan phéi déu trén doan [0:1].

Tinh E(X?).

Gidi :

X c6 phan phéi déu trén doan [0 ; 1],'nghia 12 ham mat do cia nd
cé dang :

0 vgi x<0
f(x) =41 voi O<x<=<l1
0 véi x>1
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3 .3 s 1
Vay E(X°) = ‘[Xf(x)dx=0+6[xdxf0=~4—0=z_

—0

* K¥ vong toan ciia vecto ngau nhién n chiéu

Pinh nghia 2.14.

Goi ky vong toan clia vectd ngau nhien (X, X3, ..., Xy) la vecto
(EX,, EX,, ..., EX)), trong d6 EX;, 1= 1,n 12 ky vong todn ctia bién ngu
nhién X;. |

c¢) Y nghia cia ky vong

— Ky vong E(X) 12 trung binh cé trong llIO‘ng Néu lap lai n 14n doc
lap phép do dai lugng nglu nhlen X, ta nhan duge két qua X, ..., X
X+ X, +..+ X,

Duéi mot s6 gia thiét nhat dinh thi X = - s& hoi tu vé
k¥ vong E(X) khi n —>»o0. T |
Vi viy véi n da 16n ta c6 thé xem
X ~ E(Xjy | : M
~ Y nghia hinh hoc clia k¥ vong (H.2.6) =) = -
+2 +0
EQO= [ -F(dx - [F(odx Hinh 2.6
0 0

2.2.2, Phuong sai

Pinh nghia 2.15. Goi E(X - E(X)) 14 phuong sai cua bién ngiu
nhjén X va ky hiéu D(X)=E(X - E(X)) .

Tinh chdt ciia phuong sai :

+DX = Z (x; - EX)*p; (Néu X c6 phan ph6i roi rac).
i=1 B

+DX = [ (x - E)Pf(x)dx (Néu X c6 ham mat do ).

-0

+ DX = E(X?) - (ECO)
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+ Néu X va Y 12 hai bi€n ngéu nhién doc 1ap va ¢6 DX, DY thi
DX+ Y)=DX +DY.

+ D(cX) = c*DX.

Vi du 2.25. Cho hai bién ngiu nhien X, Y doc 1ap va c6 phan phéi

xacsuatla:

X 0- 1 Y 2

P

l va

0
2
3

1 1
2 6

VéE(X+Y)=E(X)+E(Y)=%+0=

| =

Tinh E(XY), E(X + Y), DX + Y + 3), E(X%),E(Y?).
Gidi :

E(X)= 0%+ 1% =

1 n_ 2 1 2 1
S+ lxg =g EOK) = 07 x5 + 1 x

‘1
4

4
3

DX = E(X%) - (E(X))* =

B2 =

-(

1
+0+(—2)X—6*

™| —

1

E(Y)=2><6

0

2, _ a2 1 2 1 _8
E(Y5)= 2 x6+0‘+2 ><6_6._.

.

Ta cé : E(XY) = E(X)E(Y) = 0 x % =

D(2X+Y+3)=4DX+DY:4x%+ =1+i;:=%

Vi du 2.26. V6i gia thiét nhu vi du 2.24. Tim phuong sai cia X.

Gidi :

1 3 :
2 _ (24, XV _ 1. _1
E(X)—é[x dx=2| =3:Tacd B =3

1

272
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| 2
Phuong sai ciia X 1a : DX = E(X%) - (EX)* = % - [;] _1

Vi du 2.27. V6i gia thi€t nhu trong vi du 2.22. Tim phwong sai DX. -

Gidi : |
o E_l _i 1 +o 2+1 —_—
E(Xz);'sz—;——xz L= 2dK=T‘—r'l— Ixz e 2dx -
SETONNEOLE
2 r(z | 221 5
Datt=5.Tacédt=7"
n +00 N
2 | 21 '2-+l —t 4 P-
EX)= ———2 2 ft dt = [n)r 5+ 2
2

3 2) 0
e

n n n
2t 1](5)1"[5) ,
=n? + 2n. Ta bigt E(X) =n.

®

' Vay DX = E(X?) = (E(X))® =n’+ 2n—n’ = 2n.

o
E(X") =

2.2.3. Mémen

a) Momen goc bdc k
Dinh nghia 2.16. Goi E(X®) [a mémen goc bic k clia bién ngéu nhién X.

k =1, E(X) 14 k¥ vong cia X.

b) Mémen trung tdm
Pinh nghia 2.17. Goi E(X - E(X))* 12 momen trung tam bac k cila

bién ngiu nhién X.
Neu k = 1 thi E(X - E(X)) =0.
Néu k = 2 thi E(X - E(X))? 12 phuong sai ciia X.
Néu k = 3 thi E(X — E(X))°, ta sit dung dic tnmg nay dé do 46 lech

trai, 1éch phai chia d6 thi ham mat do.

78



s, &

Trong thyc t&€ ngudi ta thudmg ding cic dai luong sau dé do do6 léch
phai, 1ech trdi clia 46 thi clia ham mat do.
] 1 mE 3
- I (x - E(X)) f(x)dx (X c6 ham mat do f(x).
o : :

Xmin

A= (2.22)

La Z(Xi - E(X))3 P _ (X c6 phan phdi 15i rac).
o }

L izl

?’1‘

o N\ I

-0 x 0 X e x
A, <0 , | Ag=0 A,>0

Hinh 2.7 Hinh 2.8 Hinh 2.9

Khi A, < 0 thi phan ph&i c6 d6 léch phai (H.2.7).

Khi A, = O thi phan phoi d6i ximg (H.2.8).

Khi A, > O thi phan phéi c6 do léch trai (H.2.9). |
Néu k = 4, E(X - E(X))" m6 t4 46 nhon cia db thi ham mat do. Trong

thuc t€ ngudi ta thudng ding dai lugng sau dé mo t3 do nhon cia dé thi
ham mat 49. ' ‘

'17 mf ("‘*E(X))4 f(x)dx—3 (V6i X c6 ham mat do f(x)).
£y = ° Xmin . (223)

—14-2(& —E(X))4 p;—3 (Véi X c6 phan phi rdi rac).
G izl

L

2.2.4. Céc sd dac tnmg khac
a) Mét (mod)
" Dinh nghia 2.18, Mét (mod) 1a gid tri cha bi€n ngiu nhién X duge ky
hiéu 12 x4 M2 tai 46 ham mat do f(x) dat cyc dai. Trudng hop X 1a bi¢n
nghu nhién rdi 1aC, Xpmoq 12 gid tri tai s6 xdc sudt P[X = Xpoq] 12 16n nhat.
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Vi du 2.28. Cho phan phéi x4c suét cla bi€n ngiu nhién X 1a :

X -1 1.

P 1

Wi | ©

1
6

Xnoq = 0 Vi P[X = 0] = 2/3 (16n nhat).

Vi du 2.29. Gia st bién ngiu nhién X c6 haim mat dé :
_(x=3) '

) = e 26" Ta thdy X4 = 3 (H2.10) tai d6 ham mat d¢ dat
no :
cuc dai.
Yi o, ¥
1 %

V2o

:; x o} a b x
Hinh 2.10 - Hinh 2.11

Chi ¥y : Mod cé thé c6 vo s6 gid tri. Hinh (H.2.11), ca khoang (a, b)
ma f(x) dat cyc dai, a <x <b.

b) Trung vi (median) -

Pinh nghia 2.19. Trung vi (median) 13 gi4 tri cta bi€n ngiu nhién X,
ky hiéu xy. ma tai 36 F(xy,) = 1/2.

4
Vi du 2.30. Cho ham phan phéi
cia bién fighu nhién X 14 : R 1 -
0 v x<0 2] e
| - 3
F(x) = {1 v6i 0<x<1 — i ° .
0 véi x>1 of b X
Tt F(x) = 1/2 suy ra xy, = 1/2. Hinh 212

Chii v : Trung vi c6 thé cé vo s6 gia tri hinh (H.2.12).
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c) Hé s& bién thién
VDX
E(X)

Ngudi ta ding hé s6 nay dé so sdnh do bién déng clia phiéu ddm
dong v6i nhau.

Pinh nghia 2.20. Ty s6 M =

dugc goi 1a hé s bién thién.

1225, Hé s6 twang quan va ma tran tuong quan
a) Hé s6 twong quan cua hai dai luong ngdu nhién

binh nghja 2.21. Goi t)’r_ s6 p(X,Y) = EX - Ejg;zg{ EX) (2.24)

12 hé s6 tuong quan cia hai dai lugng nglu nhién X, Y.

Néu mot trong 2 dai lugng ngdu nhién X, Y 13 héng s6 thi quy wéc
X, Y)=0.

Y nghia : He s6 tuong quan p(X, Y) cho biét mitc dé quan hé giita hai -
dai lugng X va Y.

Tinh chdt cuia hé s6 tuong quan :
-1<pX,Y)<1 (2.25)
|p(X. Y)| = 1 khi va chi khi X va Y 1a phu thudc tuyén tinh.

b) Ma trdn twong quan ciia n dai lugng ngdu nhién
- Pinh nghia 2.22.

Ma tran tuong quan clia n bi€n ngiu nhién X, X,, ..., X;, 1a ma tran
c6 dang :
a2 ap
D= a1 axn 420
A
-

trong dé : a; = E(X; - EX))X; - E(X)) sL,j=1,n
a;, = DX,

n 1

D 1a ma tran déi ximg.
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He s6 tuong quan cha X, Xila: .
E(X; - EX;}(X; - EX)
JDX;DX;

p(Xi * XJ) =

Vidu 2.31. Gid sit X, Y 12 hai bi¢n ngiu nhién roi rac ¢ phan phéi

déng thoi 1a

X
Y Xy =2 X3 =5 Xy=8
y; =04 0,15 0,30 0,35
Yy = 0,3. 0,05 0,12 0,03

Tim phén phéi xdc suat cha X, ctia Y. Tinh ma trdn tvong quan D cha

X, Y. Tinh h¢ s6 wong quan p(X, Y).
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Gidi ;

2
Phan phéi xdc sudt cha bién ngiu nhién X 1a : pj = Z Pij
' : i=I
X | 2 5 §
p. ' 020 042 038
i

3
Phén ph6i xdc suat ciia bién ngaunhién Y 1a: q; = Z P
j=1

Y | 0.4 0.8
@ | 080 020

KY¥ vong cia bién ngiu nhién X 1a :
E(X)=2x0,20+ 5% 0,42 + 8 x 0,38 = 5,54.
Ky vong clia bi€n ngdu nhién Y 12 :
E(Y) =0,4 x 0,8 + 0,8x 0,20 = 0,48.
Momen bac 2 ctta X, ctia Y 1a : B g
E(X)=2"x02+5"x042+8%% 038 =3562



B2,
04
'8

E(Y%) = 0,42 x 0,80 + 0,8% x 0,20 = 0,256
Phuong sai cia X, cia Y 13 :

DX = E(X?) - (EX)® = 35,62 — (5,54)° = 4,9084
DY = E(Y?) ~ (EY)? = 2,256 — (0,48) = 0,0256
a)y = a3, = E(X - EX)(Y -~ EY) = E(XY) — E(X)E(Y)

EXY)=2x0,4x0,15+5x0,4x 0,30+ 8 x 0,4 x 0,35 +

+2x0,8x0,05+5x0,8><0.12-r_~8><0,8x0,03
=2,592 o

. a5 = a5 = 2,5920 — 5,54 x 0,48 = — 0,0672.
Ma tran tuong quan cua hai bi€n ngiu nhién X, Y 1a :
| 4,9084 -0,06727 .
) [—o, 0672 0,0256 ]
Hé 56 twong quan cita X, Y 1a:
E(X — EXXY - EY) _ —0,0672 _ —0,0672
VDXDY V4,9084 x 0,0256  0,3544
p(X,Y)=-0,1895

pX, Y)=

22,6, Ky vong c6 didu kién

a) Phdn phoi c6 diéu kién va ky vong diéu kién

Gid sir hai bi€n nghu nhién X, Y c6 phan phéi déng thdi 1a ;
P(IX =x]1n[Y =y]) =p;

Pinh nghia 2.23. Phan ph6i c6 diéu kién chia bi¢n ngiu nhién Y véi

diéu kién X = x; 1a ty s6 va ky hiéu 1 :

__Pij
PIX = x,]

Pij .
PX = x,]"

PIX =x,]N[Y =y,)
=P[X=x/Y=y]
PlY = ¥l [X %i/ YJ]
i=1,2, ... 1a phan phéi c6 diéu kién ciia bi€n ngiu nhién X véi diéu kien
Y = yj

PIY =y, /X =x]= =1,2, ..

Tuong tu : goi ty s6
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Pinh nghia 2.24. Gia sit X, Y c¢6 ham mat d¢ dong thoi 1a f(x, y).

Goi ty s6 f( (y)) = f(y / x)12 mat d6 c6 diéu kién clia bién ngiu nhién Y
XX
véi diéu kién X = x,
Tuong tu : Goi ty sé f( (y)) = f(x/y) 1a mat d6 cé diéu kién cla
yiy

bién ngu nhién X véi diéu kien Y = y.

Dinh nghia 2.25. Goi téng ZyJP[Y y;/X = x} 1a ky vong ¢6
j=1
diéu kién cta bién ngdu nhién Y véi diéu klén X =x vaky hiéu :

E(Y/X=x)=>yP[Y=y;/X=x]
j=1
Tuong ty, goi tdng » x,P[X=x;/Y=y] = B(X/Y=y) 1a ky

1=1
vong ¢6 diéu kién cia bién ngiu nhién X v6i diéu kién Y = y.

+00
Dinh nghia 2.26. Goi tich phan E(Y/X =x) = [ yf(y/x)dx 12 ky
vong c6 diéu kién chia bién ngu nhién Y véi diéu kién X = x.

" _
Twong ty, goi tich phan E(X/Y = y) = [ xf(x/y)dx 1a ky vong c6
-
diéu kién c¢la bién nglu nhién X véi diéu kign Y = y.
Vi du 2.32. Véi s6 lieu nhu trong vi du 2.31. Tim k¥ vong di€u kién
cha Y véi diéu kién X = 5.
Gidi :

Trude hét ta phai tinh phan phéi c¢é diéu kién cla Y véi dleu kién
X=5.

Tabiet  P[Y=y,/X=5]= P(IX =51 LY = y;1)

P[X = 5]
0,30 5

PIY = 0,4/X = 5] = om =7
0,12 2

PIY =08/X =5)= 507 =
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Ta viét duéi dang bang :

Y ‘ 0.4 0.8
CPlY=y/X=5]| 5 2
' 7 7

Ky vong diéu kién cha Y vdi diéu kién X = 5.
2 2,16 _36

5
E(Y/X=35)= 0,4x?+0,8><§— 7 + 7 =
Vi du 2.33. Cho ham mat d¢ déng thoi ciia hai bién ngiu nhién X, Y 13 :

12 ..
3 e voix>0, y>0
fxX,y)=1(0+x+y)
0 trong trudng hop khéc.

Tim f(y/x) ; B(Y/X = x).

Gidi :

. _f(x,y) e T
Ta ¢6 f(y/x) = e , trong d6 fy(x) = _;l; f(x, y)dy

Thay cu thé biéu thitc ciia f(x, y) ta ¢6 :

] 12 -
_[~——~3-dy véix >0 7 Voix>0

K =95 Q+x+y) =11 +x) .
0 vix <0 0 viix <0

1241 + x)* ..
f(x, ——— voix>0;y>0
Vay f(yIX)=f(—(xL)) =930 +x+y)
X.

0 trong trudng hop khic.

K¥ vong di€u kién clia bién ngiu nhién Y v6i diéu kién X = x 12 :

+a0 4
J‘y_i(.l_*_’ﬂ__dy =.:1):(1+x)

o d+x+y)

+ao
E(Y/X=x)= [ yf(yrdy =
b) Tinh chdt ciia kY vong cé diéu kién
+ N€u ¢, ¢, 1a hai hing s8 va Y,, Y, ¢6 k¥ vong diéu kién E(Y,/X),
E(Y,/X) thi E(c, Y, + ¢;Yo/X) = ¢, E(Y/X) + ¢,E(Y5/X)

85



+ E(Y) = E(B(Y/X)).

+ DY = DE(Y/X)) + E(D(Y/X)).

Trong d6 D(Y/X) = E[(Y - E(Y/X))2/X] dugc goi 1a phuong sai diéu
~ kién ciia Y v6i di€u kién X d3 cho.

2.3. MOT S6 PHAN PHO! THONG DUNG

'2.3.1. Phén phéi nhj thitc

Pinh nghia 2.27. Bi¢n ngiu nhi¢n X c6 phin phdi nhi thic v6i tham
s& (n, p) nén phan phéi clia né ¢6 dang : '

P[X=k]= Cp*q" % ;k=0,1,...,n;,9=1-p
Khio sét déng diéu cha x4c sudt P[X = k] khi k bi€n thién tir 0 dén n.

P[X = k] Cﬁpkqn_k (k + l)q

Muén vay ta xét :

Ty s6 nay > 1 tuong duong véi (n — k)p 2 (k + 1)q hodc tuong duong
k<np-gq. : '

Tuong tu, ty s6 d6 < 1 ing véi nhing gid tri chak > np — q.
Tir két qua trén ta k&t luan ring : '

X4c suat P[X = k] tang khi k ting tr O dén np — q va né giam khi
k tiép tuc tang tir np — q dén n. Vi k nhan gié tri nguyén nén ta c6 két
luin sau : .

— Néu np — q ! nguyén thi xdc suit P, (k) = P[X = k] dat cuc dai tai
2diém:kg=np-qvak, =np—-q+1.
— Néu np — q khong nguyén thichi cé 1 gidriciak laky = [np—q] + 1,
ma tai d6 xdc suit P[X = k] dat cuc dai.
Trong d6 [np — q] k¥ hiéu phﬁn nguyén cianp — q.
a) Ky vong todn cia X -
' (- 1)1 pk-lg"1-kD

- < k. k n-k _ ‘n
EGO = 3 kCip'a"™ =) 4 i 1 - G- D!
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Patr=k - l,tacé:

' n—1 )
EQ) =ap Y, Cop'a’ = 0pe Y Q" =np
r=0 ) :

b) Phutong sai cia X
1]
Truée heét ta tinh EXD) = 2, k2Ckpkq"*
k=0 -
Tinh tuong tu nhu phén trén, ta nhan dugc E(Xz) = npq + n_zpz.

Phuong sai cia X 12 : DX = E(X2) - (EX)’

DX =npq + n2p2 - (np)2 = npq.

Vi du 2.34. Gieo 1000 hat dau tuong. ch sudt ndy mam cia moi hat
1a p = 0,8. Goi X 1a s6 hat ndy mam trong 1000 hat. Tim phan phdi xdc
suat cha X. Tinh xac sudt P[X = 1]. Tinh k¥ vong va phuong sai cioa X.

Gidi :

Gieo 1000 hat dau tong dugc xem nhu thuc hién 1000 phép thi
Bernoulli vi xdc sudt nay mdm p = 0,8. Theo cong thitc x4c sndt nhi thic
tacod:

PIX = k] = Clono(0:8) O, )00k k=0, 1,2, .., 1000
Day chinh 1a pﬁan ph6i xdc sudt ca X. '
Yo sudt: PIX 2 11= 1 - P[X=01=1 - (0.2)
_ Ky vongcha X : E(X)=np = 1000 x 0,8 = 800.
_ Phuong sai coa X : DX =npq = 1000 x 0,8 x 0,2 = 160.

Vi du 2.35. Mot 10 san phim c6 ty 1€ phé phdm 12 5%. L4y ngau
ahién lién tiép (c6 hoan lai) 30 san phdm tir 16 hang. Goi X 1a sO san
phdm 6t trong 30 san phim 14y ra. Tim phan phoi xc suit cha X. Tinh
ky vong todn va phuong sai cha X. Tinh s6 san phém t&t 6 kha nang nhat
trong 30 san phim 13y ra.

Gidi :

Xem viéc ldy lién ti€p (c6 hoan lai) 30 san phém tir 16 hang nhu viéc
thuc hien day 30 phép thit Bernoutli. X4c suat 4é 1 san phdm la san phdm
wtlap=1-005= 0.,95. :

1000

87



Theo cong thic xdc sudt nhi thifc ta ¢ :

PIX = k] = C%(0,95)(0,05)°* 1 k=0, 1, ..., 30
Day la phan phdi xédc sudt cua X. | |
Ky vong todn cia X EX)=np= 30 % 0,95 = 28,5.
Phuong sai cia X : DX =npq = 30 x 0,95 x 0,05 = 1,425.
2.3.2. Phan phoi Poisson

Pinh nghia 2.28. Bién ngau nhién X c6 phan phdi Poisson vGi tham
s3 A > 0 néu phan phéi xic suat cta né cb dang :
ke
PIX=k]= T L k=0,1,2,.
?u"‘c_}L
Ham phan phéi cia X : F(x) = Z

k<x

véi x €R.

xR xkl

Ky vong cia X : E(X) = Z k — 1)1

Datrzk—ltaco

EX) = xe'*z—_xe =%
=0
Phuong sai clla X 12 DX = A.
Sut lién hé giita phan phdi nhi thic voi phan phoi Poisson :
Pinh 1y 2.2. Néunp—)l p—)Okhln—-)oothl
_ ke h
P, k) — T khin —}oo
Chitng minh :
Pitnp=Atasuyrap= Afn.
Tacs P,k =Cpfa-p"™

nn = )02 6= D) gy

nn-D..(n-&k-)(*r - 1_& i .
Kl n n .

1]

38



giit A khong d6i va chon — oo thi p — 0 vii ta ¢6 :

limP,(k) = lim n(n - D..(n - (k = 1)) 2k [1 _ i}“'k

n—o kink n

G-I

Ak A\ AYE ake?
‘F;}ﬂ(l_ﬁj nl'_?}o[l_ﬁj Y

Pinh 1y dugc chitng minh.

Tur dinh 1y trén ta rit ra cong thic xap xi v6i n khd 16n va p kha bé ta c6 :
‘ Ko~
k!
Vi du 2.36. Mot bao théc gidng c6 ty 1¢ hat 1ép 1a 0,0002. Chon ngiu

nhién lién ti€p c6 hoan lai 10000 hat. Tinh gdn diing x4c suit dé trong
10000 hat c6 diing 5 hat 1ép.

Gidi :
Kiém tra lién ti€p c¢é hoan lai 10000 hat dugc xem nhu thuc hién
10000 phép tha Bernoulli, p = 0,0002 ; k = 5.

P,(k) = ; A = np. (2.26)

Theo cong thic x8p xi & trén tacod A= 10*x 0,0002 = 2 va xéc suat
phai tim 1a :

5.2
OBES-.
2.3.3. Phan phdi sléu béi
Trong chuong I ta di giai bai todn sau :
M0t 16 san phdm gém N san phdm, trong d6 c¢6 M san phdm t6t va N
— M phé phdm. L4y ngiu nhién 1 14n n san phdm. Tim xdc su4t dé trong n
san phim 14y ra c6 ding k san phﬁm 16t.

Gidi :
Xéc sudt phai tim 12 : -
ck, x Cok

- M N-M
q(k! N'l M! n) - __c:_n—__
N
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Pinh nghia 2.29. Bién ngiu nhién X c6 phan phéi siéu boi v6i tham
s6 N, M, n néu phan phdi xdc sudt ctia né c6 dang :
k n-k
PIX = k] = M EN-M = gk, N, M, n); k=0, ... M
CN
Ky vong cia X 1a: E(X) = EN&

. _ M({N-M _n-1
PhucfngsalcuaXla.DX-an(———N )(1 N'—l}

_ M

Pinh 1y 2.3. N&u n ¢6 dinh, con N tang 1én v6 han va ty i ~ >Pp;

0 < p < 1 thi phan ph6i siéu boi v&i tham s6 N, M, n s& tién tdi phan phéi
nhj thirc v6i tham s6 (n, p), nghia la :

gk, N, M, n) = Py(k) = CEp* (1 - )" khi N - .
2.3.4. Phan phéi chuéin
Dinh nghia 2.30. Bién ngéu nhién X c6 phan ph6i chudn dang tong

quét N(a, 02) néu ham mat d6 ciia n6 c6 dang :

' _(x—zﬂt)2
f(x) = e 20°
o 2no
D6 thi cia né & hinh (H.2.13).
2
X
1 .7

Trub’nghc_rpa:O,o-:ltacé: f(x) = J_e
2n

D4 thi cia né & hinh (H.2.14).
Y1l Yi

o) X o X

Hinh 2.13 Hinh 2.14
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Ham phén phéi chudn dang N(0 ;1) :
X _“_
(D(x)— j 2 du v6ix e R.
N o

T tinh chét cha tich phan xéc dinh ta suy ra @( - x) = 1 - ®(x).

Pinh 1y 2.3. Néu bién ngiu nhién X c6 phan phéi chudn dang N(a, )
thi :

-Y= X; 26 phén phéi chudn dang N(0 ;1).-

—P[.a5_X<B]=@[B;aJ—(D[a‘_a] (2.27)

o
Chitng minh tinh chét ndy danh cho doc gia.

Vi du 2.37. Gia slr d6 cao X cla tré em cé phan ph6i chuin dang
N(1,3 ; 0,01). Tinh xdc sudt dé tré em c6 do cao nam trong khoang
(1,2 1,4).

Gidi :
Theo cong thitc (2.27) 1a cd :

t4-13) (12-13
Pl12<X<14] = 0| 22213 | ol 12212 | 1) - @1

=20(1)-1=0,6826
(vi tra bang gi4 tri ham phan ph&i chudn d(1) = 0,8413)
2.3.5. Phan ph&i khi binh phuong (x*)

Pinh nghia 2.31. Bién ngiu nhlén X ¢6 phan phdi x vdi n bac tu do
néu haim mit do cla né ¢6 dang :

0 _ viix <0

f(x) ={———x2 ¢ ? véix >0
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Tinh chdt cua phdn phoi khi binh phuong :
Néu diy céc bi€én ngiu nhién doc lap X, X,, ..., X, c6 phan phéi
. n .

chudn dang N(0;1) thi Z = > X? ¢6 phan phéi khi binh phuong (%) véi
n=1

n bac tu do.

Bang gid tri cha Z c6 phan phéi x dugc cho & bang 3 (phdn Phu luc).

2, 3 6. Phan phdi Student

Dinh nghia 2.32. Bién ngéu nhién X c¢6 phan phdi Student véi k bac
tr do néu ham mat do clia n6 c6 dang :

ke
2 2
f(x) = —ll—k[l + XTJ |
ﬁﬂ[ 2)
1
trong dé p(a, b) = I ~-x)*1dx ,a>0,b>0, duge goi 1a ham Béta.

0
Tinh chdt don gidn ciia phdn phoi Student :

Néu hai bién ngiu nhién X va Y la doc 1ap, X ¢6 phan phéi ° véi k

Y
—=—= cé phan
JE
k _
Gia tri cia T cé phan phéi Student cho & bang 2 (phan Phu luc).

2.3.7.Phan phdi F (Fisher R.A — Snedecor G.W)
Dinh nghia 2.33. Bi¢n ngiu nhién X ¢6 phan phéi F véi m, n bac tu
do néu ham mat d6 cha nd c6 dang :

0 viix <0

m+n ) m
—1
f(x) = F( 2 ] _';l% x 2

bac tr do vA Y c6 phan phéi chudn dang N(O;1); thi T =

phdi Student véi k bac ty do.

————<m*nt ———— v6ix >0
m n m+n
GG e
Tinh chdt don gidn ciia ham phdn phoi F :
]
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Néu X, Y 1a hai bién ngdu nhién doéc Jap va c6 phan phdi khi binh

LY phan phéi

phuong véi 86 bic tuy do twong img lam van, thi F = Y

¥ vdi m, n bac tu do.
Gid tri F ¢d phan phdi cho & bang 4 (phan Phuy luc).

Bai tap chuong il

1. Mot 16 san phdm gém 100 san phdm trong dé c¢6 90 san phdm tt va
10 ph& phim. Chon ngiu nhién 3 sdn phdm tir 16 hang (chon 1 14n).
Goi X la s6 san phdm t6t trong 3 san phdm 14y ra. Tim phan ph6i xdc
sudt clia X, Viét ham phan phdéi cia X. Tinh k¥ vong cia X. Tinh xédc
suﬁt P(X = 1]. .

2. Gieo 10 lén déng tién can déi va déng chat Goi X 1a s& 1an xudt hién
mat sdp trong 10 ldn gieo d6. Tim phan phéi xdc sudt cha X. Viét
ham phan phéi. Tith k¥ vong va-phuong sai cha X. Tinh xdc suat
P[X=1];P[0<X <8].

3. -Ban khong han ché€ vio mot bia. Bin cho tdi khi nao tring dich thi
dimg lai. Goi X la s6 vién dan cin bin d€ 1dn ddu tién tring dich. Tim
phan phéi xdc suét cha X ; viét ham phan phéi. Tinh ky vong cia X. -
Tinh xdc sut P[X = 2] ; P[X < 3].

4. Cho phan phdi xdc suét cia bi€n ngiu nhién X 1a :

X l _9 0 2
PIX =] 1 2 1
6 3 s

Vi€t ham phan phéi. Tinh xdc sudt P[«-l = X< 1] Ténh ky vong va
phuong sai caa X. -

5. Goi X 1a bién ngu nhién bang 56 kiéu gen aa thdy dugc trong 40 cd

" thé sinh ra tir su giao hai di hop tir Aa (ta nhic lai ring trong su giao
dé, xéc sudt dé thu dugc mot ca thé c6 kiéu gen aa bing 1/4). Tim
phan phéi xdc sudt cha bién ngiu nhién X. Tinh x4c sudt dé X c6 gid
tri 1én nhat bang 6.

Néu Y la bién nglu nhién bing s6 kifu gen aa thay duge trong s6 400
ca thé. Tinh gid tri cha y sao cho bién c¢d [Y < y] c6 cling x&c sudt vii
bién ¢c6 [X < 6].
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Ta goi X, vd X, 1a nhitmg bién ngdu nhién bing sd kiéu gen aa thay
dugc trong hai nhém 40 c4 thé sinh ra tir sy giao cha hai di hgp tir Aa.
Tim phéan phdi xdc suat cia bxén ngiu nhién X, + X,. Tinh xdc suat

cua cdc bién co :

[0:X,26vaX,<6];[0: X, +X;<12].

Trong m phiéu cla mﬁt cudc bdu cir, s6 ngudi bdu cho cdc ing cl
vién A, B, C lan luot bang m;, My, M3 (M, + m, + my =m). Ta goi X,
Y, Z la cdc bién ngdu nhién bang so phxéu bdu cho A, B va C khi
kiém tra n phlé’u diu tién. .
a) Hay xdc dinh phan ph6i xdc sudt cha bi€n ngdu nhién X va tinh
x4c sudt chia bién ¢6 [X =r;]. Tim phan phéi xéc sudt ciia Y, cba Z.
b) Tim phan phdi déng thoi cha X, Y, Z, nghia 1a tinh xdc sudt
P[X =r1,;Y =1,; Z =13], v6i bd ba s& nguyén ¢6 tdng bang n.
Ta coi cdc san phim do mot may ché tao ra 1a két qua cia cidc phép
thir doc lap va ta cho ring moi sin phdm dugc ché tao c¢6 xédc suit bi
héng 1a q (vA nhu vay xdc suat khong bi hong 1a p=1 - q).

Hiy xdc dinh xdc sudt clia bign c¢6 A; .. = "r — 1 sin phim déu

khong hong va san phdm thit r bi hong". Tinh xdc sudt cla bién c6 A

bing hop clia tét ca cac bién c§ A,. Tinh x4c sudt ciia bién c6 déi 1ap
A clia A. Cic két qua d6 c6 ¥ nghia nhu thé nao ?

Hiy xéc dinh x4c suét cda bién c¢6 B, : = bién ¢6 "r — 1 sin phdm
diu khong hong, sin phdm thd r bi hong, s ~ 1 san phdm sau do6
khong héng va san phdm thi r + s bi hong™.

Hay chitng t6 ring : néu X va X + Y 1a cdc s6 thit tu chia san phdm
bi hong thi nhat va san pham bi hong thi hai, thi cdc bién X va Y la
doc 1ap va c6 cung phan phoi.

Hiy x4q dinh phan phdi x4dc sudt cia biéh ngau nhién Z la chi s6
thi tu cla san phidm bj hong thit k ; & day ta ¢6 nhan xét 1a bién cd
Z =1 c6 thé duge xac dinh béi : ¢6 k — 1 san phdm bi hong trong s6
r — 1 san phim d4u va san phim thit r b hong.

Ta gia thiét ring : s6 N ngudi con trong mét gia dinh (chon mét cich
ngau nhién) 14 Bién ngiu nhién c6 phan phdi Poisson v6i tham s6 A
(chang han A = 2,2). .

Hiy tim phan ;,hon ctia bién ngdu nhién X (X 1a s0 con trai trong 1
gia dinh chon mot cach ngdu nhién).

Tinh x4c sudt dé N = n khi ta biét X = 3.
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10 Cho hai bi€n ngu nhién X, Y 1a déc lap va c6 phan phdi xdc sudt
tuong Ung 1a ;

X |-1 0 1 2 Y |-1 0 1
P[X=xi]| 02 03 03 02 P[Y=yi]\0,3 04 03

Tim phan phéi xédc suit clia Xz, X+Y.
Tinh k¥ vong va phuong sai clia X2, X + Y.
11. Cho ham phén phéi cha bién ngdu nhién X 1a :

1 1
F(x})= — + —
(x) > + - arctgx

a) Tim xac sudt cha biéncéd [0 : 0 <X < 1].
b) Tim ham mat d6 cha X.
12. Cho ham phan ph&i clia bi€n ngdu nhién X

_fu—a)" a)’

F(x) = j 20 du, xeR

m/_
a) Tim ham mat d6 cha X,
b) Tinh xdc sudt P[0 < X < 0,92] khia=0,0=1.
13. Cho ham ph4n phdi clia bién ngiu nhién X 1 :

0 v x<0
F(X) ={ax+b voi O<x <1

1 vii x>1
a) Tim a, b dé F(x) 12 ham lién tuc.
b) Tim ham mat do cta X va tinh xdc suat P[0 < X < 1/2].
14. Cho ham mat d6 cta bién ngiu nhién X 12 :

11 -2
—a B 43
f(x) = E}c viix >0, 8>0

0 viix <0
a) Tim ham phan phdi cia X va tinh xdc suat P[0 £ X < 6].
b) Tinh ky vong va phuong sai ciia X. :
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15.

16.

17.

18.

19.

<t
)
S ‘\"jl

Cho ham mat do cda bi€n ngdu nhién X 1a :
n_—x 2
£(x) = Ax’e voix >0
0 vix <0
a) Tim A. Viét ham phén phdi cia X.
b) Tinh xéc sudt P[0 < X < +c].

Cho ham mat do clia bién ngu nhién X 1a :

3 VOl — o0 < X < 0,

f(x) =

1+x
a) Tim a, viét ham phan phdi clia bién ngdu nhién X.
b) Tinh xic sudt P[0 < X < 1].

Cho ham mat d¢ ctia bién ngdu nhien X 1a :

L

Alsinx| : vérixe(—

)
3)

S
(ST

f(x) =

T
(ST

0 v(}ixe(—

e

Tim A, viét ham phan phéi cia bién ngdu nhién
Cho ham mat do ciiabi€n ngau nhién X 1a :
-hx o
f(x) = Ae voix >0, >0
0 voix £0

Tim him phén phéi ctia X. Tinh k¥ vong va phuong sai cia X.

Gia sit ham mat d6 cha bién ngiu nhién X c6 dang :

f(x) =1 -x)’ Ve 0<x < 1.

20.

96

Tim'C, viét bam phan phdi cia X.

Gié sir ham mat do cia bién ngiu nhién X ¢6 dang :
, 4a
Xy = X =X
e +e

a) Tim a.
b) Tim ham phén phéi clia bién ngdu nhién X.
¢) Tinh xdc sudt P[0 < X < 1].
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21.

22,

23.

24,

25,

26.

27.

28.

-

Cho phan phO’i xdc sufit cia bi€n nglu nhién X 1a :

X ] 1 2 3 4 5 6
PX=x]| 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

a) Tinh k¥ vong va phuong sai cia X.
b) Tinh mémen bic ba cta X.

Mot 16 hang g6ém 12 san phdm trong dé c6 10 sin phadm t6t va 2 phé
phdm. Chon ngdu nhién 2 san phdm ti 16 hang. Goi X 1a s§ ph& phdm
trong 2 san phm chon ra. Tim phéan ph6i xdc sudt cia X. Tinh ky
vong cla X.

Gia sir N, 1a s6 hat phéng xa trong khodng th¥i gian t ¢6 phan phéi
Poisson véi tham s§ A = 1/2.

Tinh k¥ vong va phuong sai ciia N,.

~

Tim phuong sai cia dai lugng ngdu nhién X chi s6 14n xu4t hién bién
c6 A trong hai phép thir doc 1ap, n€u nhur x4c suét xudt hién bién c6 A
trong moi phép thir 12 nhu nhau va biét ring k¥ vong clia X béng 1,2,

Dai lugng nglu nhién r0i rac X chi nhan hai gid tri x; va x, (x,> x)).
Xdc sudt dé X nhan gid tri x, 14 0,6. Tim phan ph6i x4c sudt clia X va
cdc gid tri X, x, ma X c6 thé nhan n€u nhu biét ky vong EX = 1,4 va
phuong sai DX = 0,24. '

Trong 1 16 hang c6 500 don vi hang ho4. Ty 1¢ hang kém phdm ch4t 12
5%. LAy nglu nhién lién tiép (cé hoan lai) 50 don vi hang hod tir 16
hang. Goi X [a s6 hang ho4 kém phdm chét trong 50 don vi hang hod
chon ra. Tim ky vong va phuong sai cha X.

Xdc sudt bin triing dich clia mot khdu siing 13 p. Tién hanh bén lién
ti€p trong diéu kién khéng ddi cho dén khi cé k phat tring dich thi
thoi ban. Tinh k¥ vong cila s6 14n bén cdn thiét.

Cho ham mat d6 ctia bién ngdu nhién X 1a :

1
—_— vél X € (-a;a)
f(x) = { zv/a® - x?
0 véi X ¢ (—a;a)

Tim k¥ vong va phuong sai ctia X.

7. LTXSVTK ' 97



29.

30.

31.

32.

33.

98
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Gia sir bi€n ngdu nhién X c6 ham matd§ la :
f(x)=ae ™
a) Tim a. _
b) Tim ham phan phdi cia bién ngiu nhién X. .
¢) Tinh k¥ vong va phuong sai cia X.
Cho phén ph6i déng thdi clia 2 bién ngéu nhién X, Y 1a :

- _

Y | 1 : 2
0,4 0,1 0,2
0.8 0,1 0.6

a) Tim hé s6 tuong quan coa X, Y.
b) Tinh k¥ vong diéu kién cta X véi diéu kién Y = 1.
Gia st ham mat d6 doéng thoi cia X, Y la:

fx.y) = {

a) Tim hé sd tuong quan cia X, Y.

X+y viio<x<l vadsy<l
0 trong trudng hop khic.

'b) Tinh k¥ vong diéu ki¢n clia Y véi diéu kién X = x.

Gia sk hai bién ngdu nhién X, Y 12 doc 1ap va c6 ham mat do tuong
ung la: _
' 0 viixs0 0 vy <0

fx () ={5c'5" ixoo fy(y) = {26_25, Wiy >0
a) Tim ham mat d¢ ddng thdi clia X, Y. ‘
b) Vi€t ham phan ph6i déng thdi cha X, Y.
¢) Tinh xdc sudt Plo : 0 <X <1:;0<Y s 2].
Gi4 sit ham mat do déng thdi cia hai bién ngau nhién X, Y12

2_.2
f(x,y) = {4xye"‘ -y voix>0; y>0"
trong trudng hop khac.
a) Tinh k¥ vong cha X, cua Y.
b) Tinh phuong sai cba X, cia Y.
¢) X, Y c6 doc Yap khong ? Tai sao ?



Yien

Hudng dan va trd 131 bal t9n chuong I

. . Ck -XC3—k
1. Phan ph6i xdc suat ciia X 1a : P[X = k] = =90 2 k=
' Cloo
X | o 1 2 3
12 405 4005 11748
16170 16170 16170 16170
Ham phan phéi ciia X 1a :
[ 0 véi X €0
1611270 véi 0<x<1
F(x):Jl—g-i%- véi 1<x<2
-1%%%- vii 2<x<3
| 1 véi x>3
4851
Ky vong cia X 13 : EX)= — 3916
. . 12
> =1 - = =] - —-—
Xacsuat P[X>1]=1 P[x =0) .1 16170
PX=Kl= Cly x5 k=0,1,... 10,
F(x)=—-}EZCf0,xeR.
k<x '
PIX21]=1--L po<x<g1-Lil
=T 510 * —a= 210

PX=k]=q""'p;p=02,q=0s.

Dod6 PX =k]=(0,8)* '02veik=1,2, ..
Ham phan phéi ctia X 13 : F(x) =02 ¥ (0.8)! ,x e R.

k<x

P[X22]=l—P[X=1]=1—-0,2=0.8;P[X<3]=0,36.

99



[0 voix<-2
. L v —2<x<0
4, F(x)=ég
E vai D<x<?2
(I véix>2
5 1 2
-1 < < = —_— —— = —
Pl-1<X<1)=2 2= 3
1 k 3 40~k
5. P[X=k]=cCk (Z) (Z v6ik=0,1,2, ..., 40
-1 10
PX<6]=P[X<7] ~® 2 ~ B(=1,277) =
40><~]L-><—3l
473
=1-®d(1,277) =0,101
y+l-100
P[Y <y]l=P[Y<y+1]~ ® 2 1 ~F(~1,277) =y =88.
400)(2)('4—
_ I k 3 80-k . .‘
6. P[X[+X2=k]=C§O(_ZJ (E) k=0,1,2, .., 80.
P[XISG,X256]=P[X1$6]P[X256]=0,01.
13-1_ 99
PIXi + X, < 12]=P[X, + X, < 13]~ F| —2__ |~ 0.026.
SOXi—x%
I'l % n—r]
7. APX=n)= LM
m

Phan phdi xdc sust cla Y, Z cling s& 1a phan phdi siéu bdi nhu X,
nhung chi khdc nhau 1a thay m, bing m, hoic m; tuong {ng.
' Clt xC2 x (B
BPX=r,Y=ry,Z=r5]= - 2T

, Cm

8. PA)=p"'xq:P(|JA,)=1;P(A)=1-1=0;

r=1
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trong dé A = U A, ;P(B,s)”PHs*zqz;

r=1

X.Yladoclapvi: P[Y =s]=p" q; p[Y =S] g

X=r1
' q. -1 e~k K
Pz=1= o —oi® ¢
9. P[X=r]= D) P[N=n]lP[X=1/N=n]
n=0
P[N = n] ¢6 phan phdi Poisson véi tham s6 A, con :
P[X = /N =n] 0 viin <r
=T, =nj=
| Cipad-p)"™ Cvéin>r
Pxofe St Mt (1Y e (a1
PX=rl= n!r!(n—r)!(Z) =T 27) moo
N
A
e 2 (LY
P[X=T]= T[E] .
A 3
e 2 (A"
P[X—n/X—?)]—m[E] .
10. .
X2 0 1 4
P 0,3 0,5 0,2 '
X+Y -2 -1 0 1 2 3
Py .y 0,06 0,17 0,27 0,27 0,17 0,06

EX*) =1,3;EX+Y)=EX+EY =0,50. |
D(X3) = 2,01 ; D(X + Y) = DX + DY = 1,05 + 0,6 = 1,65

T
11.a) P[0 <X < 1]= — ;. b) £y (x) =
4 X a(l + xz)
_(x-a) |
12; a) f(x) = - e 20 . b) P[0 < X <0,92] = @ 5, — Dy = 0,3212.

(o RV 4
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13.a)a=1:;b=0; Db)P0<X<12])=F1/2)-F0)=1/2.

0 vaix <90
14.a) F(x) = _X
1-¢ 9 véix >0, 8>0.

PlO0<X<0]=1-¢ .
b)EX=0;DX =6%

1% 4 - .
15.a)A=;11—',F(x)= H!-Iu“e Ydu voix >0
! 0
0 vidix <0

. +0 1
b) P[0< X< + 0] = — j‘unc-ud“&ﬂ:&:l
' n!,o_ - n! n!
1
n

1 .

16.a}a = p s F(x) = % + —arctgx ; b)P[0<X<1]=1/4.

17.A= ~  F(x) = 4 2

b —

1 \'rc’)'ix>7t
| 2

0 véix < (
18. a) F(x) =
) EO) {l—e“'JLK V6ix>0,A>0

b) P[ - 1<X<i)=1-¢~*

o | v6ix < 0
19. - A=60;Fx)= 6oxjuz(1 —u)’du v6i 0 <x <1
1 0. véix > 1
20.a)a= - ; b} F(x) = Zarctgcx ;
27 T

OP0<X <1]= %arctge—%

21. ) E(X)=3,5; DX = 2,916 ; b) E(X3) = 73,5.
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& 6’-I’,.v‘;
"988,‘

22.

23.

24.

25,

26.

X | o0 1 2
Py 4 20 1
66 66 66
20 1
E(X).‘O"Eg“"gg” =3
k 1
4
PN, =k] = voik=0,1,2,
1 1
E(Ny = D) s D(Np = 3

Ta thdy gi4 tri cBia X ¢6 thé xem 12 0 va 1. Ta c6 2 phép thu Bernoulli,
P(A) = p khong ddi trong moi phép thir. Vay E(X)=np=2p=12.Ta
suyrap=0,6. Dodéq= 1-p=04.

Hon nita DX = npkl -p)=2x 0,6 x 0,4 =0,48
Ta dua dén hé hai phuong trinh

0,6x; + 0,4x, = 1,4

0,6x7 + 0,4x5 =22

Bing cach sir dung gia thiét B(X) = 1,4 va DX = 0,24. Giai hé nay ta
duge x; = 1 va X, =2 va phan phéi xdc sudt cia X la:

X Xy X2
P 0,6 0,4

C6 thé xem ring viec kiém tra 50 don vi hang héa tir 16 hang 12 viéc
14y timg don vi hang héa kiém tra sau d6 tra lai 16. Vay ta co thé xem
nhu thuc hién 50 phép thi Bernoulli. Xé4c sust dé 1 don vi hang héa la
phé phdm bang 0,05. :

Theo cong thifc x4c sudt nhi thﬁc tacd: _
P[X = k] = C5,(0,09)¥ (0,95 -» k=0, ...50.
E(X)=np=50x0,05=25
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27. P[X = m] = llpk lqm kp = C'kh llpkqm -k
Trong d6 : X 12 s6 14n bin cén thiét.
P[X=m]=0vé‘im<k.
kp¥ k
Ek m~ l (1 _ q)k+l p
Hoic ¢4 thé 1y luan nhu sau :

Goi X, 1a 56 vién dan cdn bin dé l4n d4u tién tring dich EX)) =~ ;

|

Goi X, 1a s6 vien dan cin bén dé€ 14n diu tien c6 vien tring dich sau
vién ma l4n thi nhat tring dich : E(X,) = % “el
Goi X 1a s6 vién dan c4n bin d€ 1in ddu tien tring dich sau k — 1

vién tring dich truée d6 : E(X,) = -I-l}—

X=X+ Xy + .. Xy Vay E(X) = E(Xp) + ... + B(X,) = 1;.
a2
28. E(X)=0:DX = >
1
29, a) a= 5 M
1 ..
X —e vaix <0
b) F(x) = % j’ e My = 2
-® [—=¢7* véi x > 0
AEX)=0,DX=2
30. a) p(X,y) = % = (01,2222
b)
X 1 2
P[X=x,/Y=1] 1 1
_ 5 2

1 3
E(X/Y—l)—lx—+2x5—§—1,5

o |
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%00,
Seg,

1 . 1
+= VoI 0 <1 = 3 <
3. fy(x) = X+5 V80 <x Fy(y) = y+2 vii0<y<l1
0 v6i x khidc. 0 véi y khic.
7 7 11 1 -1
EX-—E ,EY—E ,Dx—m —DY,E(XY)—E ,p(X,Y)—TT
xry Vi 0<x<1, 0<y<1
f(ymy="¥ |, L
fx(X) 2
0 trong trudng hop khéc.
i 5
B = [yimdy = 352
~(5x+2y) .
32. a) f(x,y) = 10e véix >0,y >0
trong trudng hop khdc.
b) Ham phan phdéi d6éng théi cia X, Y :
F(x, y) = 1—e™% — g2 4 g (x42y) voi x > _(?, y>0 ’
trong truong hop khac.

12
OP[0:0<X <0< Y <2]= [{10e75*dxdy =
' 00

1 2 |
=10 j g 5% { Ie_zydy]dx = (1-eHa-¢>)

0 0

2 2 _
33.a) fy(x) = 2xe™ v6i x> 0 va fy(y) = 2ye™ v6iy>0

E(X) = % twong tu E(Y) = %

T
4

c) X, Y la doc lap. Vi f(x, y) = fx(x)fy(y)

b)DX=1- %,tmmgtuDY=1—
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Chuong IIT
LUAT 56 LON VA PINH LY GIOI HAN TRUNG TAM

Nhirng ndi dung chinh trong chtiang :
* Ludt s6'16n dang Tsébusép vd Khinchin.

* Dinh Iy gidi han trung tAm cua Moivie — Laplace va
V& £ P
cua Lindeberg.

3.1. LUAT S6 LON DANG TSEBUSEP VA KHINCHIN

Trudc hét ta xét vi du gieo n ddng tién can d6i va dong chét. Goi my
la s6 14n xudt hién mat sap trong n lan gieo d6. Ty s6 TA dugc goi 1a tan
xudt xudt hién mat sdp (bién c6 A). Ngudi ta thdy ring néu s6 lan gieo

cang tang thi —;lf‘— cang gan t6i —;» Ta di dén giai bai todn : v6i diéu kién

1 ~ m b = I > * L i \ [ -3 -,
nao thi —B-f"‘— hoi tu vé xdc sudt chia P(A). Bai todn nay dugc gial nhd céc -

dinh 1y thudc loai Luat s& 16n.
Binh nghia 3.1. Day (X, n 2 1) duoc goi 1a hoi tu theo x4c suat vé

bién ngiu nhién X khi n — o néu véi £ > 0 cho trudc tuy ¥ ta 6

lim Plo : |X, -X|<e]=1

n—»x
(hoic twong duong lim P[@:|X, - X| 2 €] =0 va ky hieu X, ——X
n—»
khi n — .

Dinh nghia 3.2. Day cdc bién ngiu nhién X, X;, ..., Xp. ... dugc goi
14 tuan theo luat s6 1dn néu véi € > 0 cho trude tuy ¥ ta-co :
< a] =1.

X, +X, +..+X, EX)+EXp+..+EX,)
n n

n—o

lim P [o) :
Bit déng thic Tsébusép.
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Ménh dé : Gia sl bi€n ngiu nhién X c6 ky vong EX va phuong sai
DX. Khi d6 véi € > 0 cho trude tuy ytaco:

P{|X - EX|2 e]s;lz—-Dx 3.1

Chitng minh :
—Tacéh:

DX = E(X - EX)? = E(X - EXY Iy _pxpae)) + B - EX)If|x-gx]<c])
Bb s6 duong thit hai & v€ phai ta cd:
DX 2 E(X - EX)” IUX_E};‘ZB] > e?Elfx pxjas] 2 e2P[|X ~EX|2 €]
vay P[|X - EX| 2 ¢] < 5 DX. |
&

Mot trong céc p dung cla bat dang thic nay la ti¢e chudn 3 xich ma.

GiAst DX = 0. Chqme=tctacé:P[[X-—EX[2:tc]S%
Chot=1tacéP[[X -~EX}26]g] (3.2)
Chot=21ac6 PI|X ~EX|2201< 7

Cho 1= 3 ta 6 PI|X - EX| 2 301< 5

— Néu dai lugng ngéu nhién X ¢4 phan phoi chuén ¢6 ky vong bang a
va phuong sai bing o, thi ta cling c6 tieu chudn tuong ty nhu trén.
‘Dua trén bét ding thic P[|X - EX| <€] = 2 cp(%)

X ll2

1 ——
Trong d6 ®(x)= == | © 2 du ; xeR.
Pate=totacd: PX - EX| < to] = 20().
Chot=11tacé: P|X ~ EX| < 6]=2®(1)=0.6827. (3.3)

Chot=2tacé: P[[X - EX|<20]=20(2)= 0,9545
Chot=3tacé: P|X - EX| < 30]=200) = 0,9973.
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Dinh ly 3.1 (Pinh 1y Tsébusép)

Néu day bién ngdu nhién X, X,, ..., X, doc lap va c6 phuong sai bj
chan déu boi cing mét hing s8 C, nghia 1a :

DX, <C, DX, <C, .., DX, <C,

thi day d6 tuan theo lujt s6 16n, nghia la : véie > 0 ¢6 :

’ n
1imp{xl+x2+'"+x .1.2 > }
n—sx n n- =
Chitng minh :
Dat Y, = X+ Xz; X, .Tac¢6EY, = EX, + EX2n+ .t EXn ’

Ap dung bat dang thic Tsébusép cho dai lugng Y ta c6, v4i e > 0
cho truée tuy y :

n

1 C
_5_ DX, < —
82112 i=1 'l g? n&‘.2

¢ C :
Vephal—2——>0kh1n—>oo.
g°n

vay lim P(|Y, -EY,|2¢]=0. Tﬂr dé riit ra ket luan clia dinh 1§ :

n—»ac

lim P[
n—ruc

Hé qua 3.1.

Néu diy bi€n nglu nhién X, X,, ..., X, déc lap, c6 EX;=a, i=1n
vaDX; £C, ... DX, <Cthi: '

Xi+X, +
n

:ilb—-

X +X +...+X )
l 2 n_ P sa khin— .
n

Hé qua 3.2.
Gia sirk la s6 1an xudt hién bién c6 A trong day n phép thit Bernoulli
va P(A)=p kh()ng déi trong moi phép thir, thi k -L> p khin — o,
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Dinh 1y 3.2 (Dinh 1y Khinchin)
Neéu day bién ngdu nhién X, Xy, s Xy 40c 18P, ¢6 phan phoi nhu

nhau va EX;=a, 1= i_n thi:

ERIENES ST
3.2. Pinh 1§ gidi han trung tam cé dién dang Moivie — Laplace,
Lindeberg

Viao nam 1730 De Moivie A. 43 tim ra su lién hé giita x4c sudt nhi

thite va ham mat do chudn. Noi dung nay duge thé hién dudi dang dinh 1y
sau day :

Pinh 1y 3.3 (Pinh 1y Moivie)
Néu xac sudt P(A) = p dé biénc6 A xudt hién trong méi phép thir cua
diy n phép thir Bernoulli la khong ddi, 0 <p<1thi:

P,(K) - L o(x) =2 0 khin -,
\fnpq .
. 1 K2 k
) - - —np
trong d6 Py(k) = Ckp¥g™ ¥, o(x) = e 2,x= :
T " 2 - Jnpq
1

% Vi n khé 16n ta c6 cong thic x4p xi : Py(k) = 3.4)

ﬁ H(X)

Vi du 3.1. Bén 400 phat dan doc lap vao mdt muc tieu. Xéc suét
tring dich clia méi vien-dan 12 p = 0,2. Tinh gin ddng xdc suit dé trong
400 phat c6 ding 80 lan bén tring dich.

Gidi :

Ap dung cong thic xép xi : Py(k) =

- o(x)
Jopa

1 2x400%0,2x0.8 1 ~ 0,04986.

1
Poo(80) = . e
400 = " 1400.0,20,8 V2n 8y2n
- Mai dén nam 1783 Laplace P.S mdi mé rong két qua cla Moivie va
mang tén 1a Dinh 1y giéi han tich phan ciia Moivie — Laplace.

Tacé:
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Dinh ly 3.4. (Pinh Iy Moivie - Laplace) -

Goi k 1a s0 1an xudt hién bién ¢4 A trong ddy n phép thir Bernoulli,
p la xdc sudt d€ bién c6 A xudt hién trong méi phép thir, O<p<1vaq=
1 -p, ky,ky(k; <k;)1a hai s6 nguyén da cho. Khi d6 : '

lim P{ﬂ } = ®(x), ddu véi moi x <R.

<X
n>= | Jnp(l-p)

Tt dinh 1¥ nay ta suy ra cong thitc xdp xi v6i n khd Idn :

k, —np k; —np
Plk, <k <k,| » 0| 22— |-0| 1 — 3.5
[ t <k, ] [ — J ( ;—nqu _ (3.3)

P % e
Trong d6 O(X) = ~—— je 2 du.
2r

Vi du 3.2.

Gieo ngau nhién 10000 hat ddu tudng Xdc sudt ndy mm cia mbi
“hat 13 0,9. Tinh g&n diing xac sudt dé s6 hat ndy mam khong it hon 8000.

Gidi : _

Ta phai tinh gdn ding xdc sudt P[k > 8000].

Xéc suat nay bang : P[k > 8000] = 1 — P[k < 8000].

Theo cong thitc x4p xi & trén ta c6 | _

P[k < 8000] =~ q{_sooo _ “PJ = @{8000 - 10° 0'913 m[ﬂJ
\/ﬁ \/104x0,9x0,1

=~ 0(-33,3) =1 - 0(33,3)

Ta biét ring O(x) ~ 1 v6ix> 5.

Vay Pk <8000 =1-1=0.

Xac sudt phai tim 1a : P(k = 8000] = 1.

Cha y : Dé dat do chmh X4c cao hdn ta thay cong thitc (3.5) bai
cong thitc :

1 1
k, + = —np ky—=—-np |
2 o] —2 (3.6)

Vopa Vpq

Plk; sk <k,| ~ @
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Vi du 3.3.

Trong mot 16 hang,
ti€p (c6 hoan lai) 100 san phdm tir
san phdm tot trong 100 san phdm ki

Gidi :

1y 1¢ phé phdm 1a 5%. Kiém tra ngiu nhién lién
16 hang. Tinh gén ding x4c sudt dé s6
&m tra nim trong khoang (90 ; 96).

96 + L — 100 x 0,95 90--;--100xo,95
P[90 < k < 96] ~ ® _®
- J100 x 0,95 x 0,05 J}T@ 0.95 x 0,05
~ (0,69) - D - 2,53) = B(0,69) + ©(2,53) - 1

=~0,7549 +0,9943 - 1 = 0,7492.
am of dién dugt tiép tuc md rong boi

Dinh 1y giéi han trung
Liapunop A.M nam 1901, ti€p theo 1 Lindeberg nam 1922. Ta phit biéu

noi dung dinh 1y Lindeberg (khong ching minh) nhu sau :
Pinh 1y 3.5.

Néu day bién ngiu nhién X;, X3, ..
X, i= f,_n vi théa min diéu kién Lindeberg :

.» X, doc lap co kjf'vong EX; va
phuong sai D

o1& 5
lim — Y E(X, —EX, ) I w) = 0,
nl—m Bn kz=l ( k k) [lxk_ExkiﬂBn]( )
' L . 1.vé'ix e A
trong d6 B2 = 3 DX, , t 12 hang s6 duong, [, (X} =
g 11! kz:l k T . ngs g A( ) JLOV&IXEA
thi tén tai giéi han :

o

> (X, ~ EXy)
lim P| k=L <x|=PX)
n—o B,

37

- déu véi moi x € R.
Hé qua cha dinh 1y na

y 1a dinh 1§ gid6i han trung tam dang Liapunop
va dinh 1y gi6i han trung tam cta Moivie — Laplace.

Tix dinh 1y cia Moivie — Laplace ta suy ra cong thuc sau :

<a]=2¢'[a'x\l—“_:}-1 (3.8)
pq
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1

Vidu3.4.Choe=001;p= E.P[E—p <&]=0,95. Tim n.

Gidi :

Theo (3.8)ta ¢6: 2B | € x ’1 _1=095suyra ®| &x /l =0975.
. pq | Pq

Tra bang phan phéi chudn vao biéu thic trén ta ¢6 @(1,96) = 0,975. Vay

€ X % =1,96. Thay p = % = q vao biéu thifc trén ta tim dugc n = 9604.

1

Vidu3.5.Choe=0,01,n=10000,p= ) . Tinh xdc suat P[’;l:» -pl<el
Gidi :
. n | 10* e s s
Tacé :ex -I-J—El- =0,01 T 1 = 2. Gid tri cia ham O(x) tai 2 1a
o 2%3
d(2) =0,9772.
Vay P[‘% - pl <0,01] =20(2) - 1 = 0,9544.

Bal 14p chueng I

1. Mot 16 béng dén dién tir gém 10000 chiéc. Xdc suat dé mbi bong dén
bi hong 12 0,005. Tim xé4c sudt dé trong 16 c6 40 bong den bi hong.

2. Xéc suat sinh con trai bing 0,51. Tim xdc sudt sao cho trong 1000 14n
sinh (mdi 14n sinh 1 con), s0 con trai it hon s8 con gai.

3. Gieo mot con xiic xic can d6i va dong chat 12000 ldn. Tim xdc suat

dé cho s& ldn xuét hién mat trén cla con xuic xic c6 1 chdm nam
trong khoang [1900, 2150).

4. Cho bién ngiu nhién X c¢6 ham phan phéi :

0 vaix 0
F(x)=+<x vii0<x=1

1 viix>1
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Udc luong xdc sudt sao cho trong 100 14n lap lai dﬁc lap phép do dai
lugng X c6 t6i da 70 1an nhan gi4 tri trong khodng (0,2 ; 0,7).

5. M@t cang tin phuc vu hai dot an trua lién tiép cho 2n ngudi, méi ngay
2n ngudi d6 chon mgt trong hai dgt an va c6é xdc sudt bing 1/2 dé
1 ngudi trong s6 d6 chon dgt thiic an thid nhat ; ngudi ta cho ring
sur lya chon dé dugc quyét dmh vi nhiéu 1y do khéc nhau va doc 1ap
voi nhau

S6 chd ngdi s cha cang tin phai bing bao nhiéu dé x4c sudt "khong dii
ché cho nhilng ngudi dén an" nhd hon 0,1. Hay tinh gi4 tri clia s néu
2n = 1000.

6. Ta cho ring cdc san phdm do mot nha mdy ch€ tao c6 x4c sudt p bi
hong ; néu p < 0,1 thi ch4t lugng duoc coi 12 dam bao va néu p = 0,2
 thi s6 san phdm san xu4t ra dugc coi 1a kém phdm chat.
Dé ki€m tra chat lugng cla viéc ché tao, ta 14y mot méu gém 100 sin
phdm va xéc dinh s& n; cdc sin phdm hong ciia miu dé.
~ Néu n| > 16 thi sdn phdm san xu4t ra 13 kém phdm chit.

— Néu n; < 7 thi san phdm dugc cong nhan 1a tét.

— Néu 7 < n; <16 thi ngudi ta xéc dinh s6 n, cdc san phdm hong
trong miu thi hai gém 100 sin phdm va san phdm dugc coi 12 kém
phdm ch4t hay t6t tiiy theo n, > 16 hay n, < 16. Tim xé4c suit P, va P,
cua sy sai }am, nghia 14 xdc suat P, khi p = 0,1 ma coi san phdm
thudc loai kém pham chat va xdc suat P, khi p = 0,2 ma cong nhan
san phdm 1a t&t.

7. Gieo 3200 hat 1da. Goi X 1a s8-hat ndy mdm trong 3200 hat. Tim xdc

suat sao cho gid tri cia X nam trong khodng (1600 + 5 \/—
1600 + 10+/2 ). Biét rang xdc suit ndy mam ciha méi hat 1a p=0,5.

8. Dung bat dang thic Tsébusép d€ uéc lugng xic sudt ciia bién
c6 [0 : |X - EX| < 0,2] néu DX = 0,004. '

9. Tién hanh 10 phép thir doc 1ap. Bién ¢6 A xuit hién trong thdi gian
(0 ; T) bidng 0,05. Nho bat ding thic Tsébusép, udc luong xdc sudt
sao cho gid tri tuyét d6i coa hiéu giita s§ ldn xuat hién bién ¢ A va
ky vong ciand :

a) Nho hon 2 ; b) Khéng nhd hon 2.
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10. Cac dﬁy bi¢n ngdu nhién d6c 1ap sau day c6 tuan theo luat s6
1n khéng, n€u phan phéi xdc sudt tuong dng 12 :
a) P[X, =+ 2¥] = %
b) P[X, =+ 251 = 273D px, =0)=1 -2 %
viik=12,...,n :

b

Hudng dan va trd 161 bal tap chueng Il

x2

1 1 - ! k —np
1. P ,(40) = . e 2 =0,0206, trong d6 x = .
1o* Jynpq V2w ¢ Jnpq

500 - 510
V1000 x 0,49 x 0, 51

2. P[X<500] ~ <I>( } ~ 0,2643.

3. p[1900<x~<2150]z«:pfz”o“lzoso(”l6 o 1900_129:0’16
g | \JIZOOOngg JIQOOOXEXB—
33
x| T2 - B(—6) ~ 0,99
\@J ‘
4. P[0,2 <X <0.7]=F(0,7) - F(0.2) = 1/2.
71— 100 x . .
Pk <70] =Plk<71] » ®| -2 ch(?]zo,999963.
]

S. X 1a s6 ngudi an dot L. X ¢6 phén phdi nhi thitc vdi tham s& (2n ;
P =1/2). 86 s cic chd s& thifunéu X >shodic 2n— X>s < X <2n—s
va ca khi |X—n[>s—n.

§—n

Tinh s sao cho : P[|X ~s| >s-n]~ 2| 1- 0 <001

Suy ras—ngZ,SSJg.
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Dac biét néu 2n = 1000, ta suy ra s 2 500 + 2584250 = 540,8.

Ta lay s = 541. _

Goi A, Ay, Ag va By, By 1a cdc bién o8 10 2 1651y <757 <my < 16
n, 2 16 ; n, < 16.

_ Viéc dua san phim vao loai kém 12 bién c8 A U (AgB;). Néu p = 0.1
thi: ' '

i
15+E—10

P(A,) = P[ X>15]~ ® ~ 0,031,
J100x0,1x0,9
1545210 §—L_10
P(A;) =P[8<X<I5]~ @ 2 - 2
J100%0,1x0,9 J100%0,1x0,9
z0,766. - L

P(B,) = P[X > 15] =~ 0,031. _
Vay x4c suft dé dua san phdm vao loai kém la:
_ P, ~0,031(1 + 0,766) = 0,055
_ Sy kién dua san phim vao loai 6t 12 Ay U (A3By).

7+ LN 20
Tuong tu P(A)) =P[X < 7]~ © 2 ~ 0,001,
: J100x 0,2% 0,8
| |15+-1—-20 8‘—%—20
P(A;) =P[8<X<15]1~ @ 2

J100x0,2x0,8 % Jioox02x08
~ 0,190.
P(B,) = P[X > 15] = 0,191.
Vay xéc sust dé cong nhan san phdm 1a sdn phdm t6t 12 :
P, = 0,001 + 0,19 x 0,191 = 0,037.
52 _X-1600 105]
J800 80O /800

7. P[1600 + 542 < X< 1600 + 10521 = P[

1 1
~ (I)[E)- (D[-Z] = (,0928.
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8.

9.

10.

P[|X - EX| < 0,212 09.

a) P[|X - 0,5

<2]20,88;b)P[|X -0,5| 22]=0,12.
a) Khong tuan theo luat sé 1dn.

b) Tusn theo luat s6 16n.

Huéng dan : °

1 I
;ZXk

a) EX, = 0. Ta ching minh P[
- k=1

> a) khong tién tdi 0, nghia

la day X, ..., X,,, ... khong tuin theo luét s6 16n.
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Datn=HZXk.
k=1

Tac6B = {w: |n|2e; X, =2" X, ,=2")c {m:|11|28} = A.

n-1 .
> ¢ thi P[B] = ~ vi khi X, =2 X, = 2",

Né&u chon n sao cho 2

ta co |1]|28.

Vay P(A) > %.

n
Chimg to %}: X, khéng tién t6i 0. Vay X, ..., X, ... khéng tuan

k=1 .
theo luat sd lon.

b) E(X,)=0; DX, =1,k=1,2,..
1 n
Pilg 2 X

k=1

Vay X, ..., X, ... tuan theo luat sé 1én.

1]
28}5 1 ZDXk=—I—2—->0khin—>oo.
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Phan hai
THONG KE TOAN HOC

Chuong IV

MAU NGKU'N}HEN, HAM PHAN PHOI MAU
VA CAC s6G PAC TRUNG MAU

Nhing néi dung chinh trong chuong :
* Rhai nigm miu ngdu nhién.
* Ham phén phoi mdu.
* Cdc 56 d4g trung méu.

4.1. MAU NGAU NHIEN
4.1.1. Khai nigm vé méu ngau nhién

Gia sit ta cin nghién cifu mot tinh chat nao d6 cla céc c4 thé trong
mot ddm déng Q. Trén thuc t&€ s6 phin tlr cla ddm dong rit 16n hodc vi
mo6t s6 khé khan ndo dé ma ta khong thé khao sat dugce tat ca cdc phdn ti
ctia n6, nhung lai muén ¢6 mot k&t lugn di chinh xéc v€ tinh chat clia cic
c4 thé trong dam déng d6. D& gidi quyét van d€ ndy ta phai chon ra mot
tap hop céc phén tir dai dién cho ddm dong d6. T4p cic phin tir dai dién
nay duge goi 1a tap miu. _

Pé di d&n mot dinh nghia chinh xdc vé mau ngiu nhién, ta x€t mot
vi du sau : Dé do mot dai lugng chua biét 6 nao dé, ta ti€n hanh n thi
nghi¢m. Két qua cha n thi nghiém nay dugc dic trung bdi ddy n bién ngau
nhién X,, X,...., X, ma phan ph&i déng thdi 1a F(x, , X, ..., Xy, 8) phu
thuoc vao tham s6 8. (X}, Xp,..., Xp) duge goi 1a mot miu ngau nhién tr
phan phéi F(x, 8). (Déi khi ngudi ta con goi 12 miu quan sét (X;,..., Xp))-

Pinh nghia 4.1. Miu ngiu nhién 12 1 day n bién ngiu nhién (X;....,
X_) tit phan phdi F(x, 8), n duge goi 12 kich thudc mau. Cic gid tri coa
méu duge k¥ hiéu bing chif thudng X, , ..., X,- V& mat hinh hoc, mét mau
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(X...., X,,) dugc xem nhu 1 diém trong khong gian R" chiéu. Khong gian
R" dugc goi 14 khong gian miu.

Chit ¥ : Thong thudng ngudi ta hay xét mau ngu nhién (X;,..., X,) 1
day cdc bién nglu nhién doc 1ap c¢6 cing phan phdi. :

4.1.2. Phuong phép chon mdu _

Tiy theo phuong phép thi€t 1ap khdc nhau ma ta dugc cdc loai mau
khic nhau. Ta ¢6 thé dua ra 5 loai miu théng dung sau, con cic phuong
phap khéc, khi cdn déc gia c6 thé tim tai lieu viét riéng v€ céc phuong
phap dé.

a) Mdu ngdu nhién hoan lgi. Tix tap hop t6ng quat (tap gém cic doi
tugng cing loai) gém N phén tir ta chon nglu nhién’ 1 phin ti, khao sét va
ghi lai k&t qua X ; Sau d6 tra phén tir d6 vao tap tdng quat, réi chon ngiu
nhién phén tir thd hai khéo sat va ghi lai két qua X,. Sau d6 ta tra lai.phén
ti ndy vao tip tdng qudt va tiép tuc chon ngiu nhién phén tir thg ba v.v..
Lap lai nhy the dén n 14n. Ta nhan duge day ket qua (Xy,..., X,,). Méu
ngiu nhién ndy dugc goi 12 miu ngiu nhién hoan lai. Cic X; dugc chon

vOi xdc sudt nhu nhau va bing %I'
b) Mdu ngdu nhién khong hoan lgi. Tt tap tong quat gébm N phén ti,
ta chon ngdu nhién 1 phin tir, khao sdt va ghi lai két qua X,. X; nhan

duge véi xdc sudt —;T B6 phédn t&r 4y ra ngoai, ta lai chon ngdu nhién

phin tir thi hai tir tap con lai, khao sit va ghi két qua X; ; X; nhan

L. r 1 ra L] - L] Fa -~ L o
~duge voi xdc sudt N-1' Sau dé ta bo phdn tir dé ra ngoai va ti€p tuc

chon ngdu nhién phin tlr thi 3 tir tap con lai va cf ti€p tuc nhu the dén
lin thd n. Ta nhan dugc miu (X;, X,,..., X,) vdi xdc suft twong \ng
1 1 1
N'N-1"""N-n+
nhién khéng hoan lai. Hai loai miu a) va miu b) dugc mang mét tén
~ chung 1a mdu ngdu nhién don gidn.

I Maiu ngiu nhién ndy dugc goi 12 midu ngéu

c) Mdu dugc chon theo phuong phdp co hoc. Trudng hop tap tdng
quét c6 vo han phdn tir 1am theo cdch a) va b) rat khé khan, ta phai ti€n
hanh bang phwong phdp sau : Ding mdy d€ phan chia ngdu nhién tap
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" téng quét thanh cdc tap nho, réi tir nhitng tap nhd dé ta chon ra mot s
phin tr dai dién réi hgp nhat lai ta dugc mot miu chung. Ngoai ra ta
¢6 thé ding bang'sé ngiu nhién dé chon ; tic 13 ta ¢6 thé ddnh s6 thi ty
tdt ca cac phan tir clia tap téng quat (thudng cdc s6 ndy di dugc ghi tix
truéc). Ta chon ngdu nhién 1 s6 trong bang s6 ngdu nhién, sau dé chon
nhitng phén ti nao cia tap tdng quét c6 s6 thi tu tring vdi nhitng s6 ta
vira 1ay ra dé khao sat. Phuong phdp chon mau niy duge goi la phuong
phap co hoc. '

d) Mdu “dién hinh”. Mau “dién hinh” 13 miu ma phan tlr clia né
khong chon tir toan bo tap téng quédt ma tr bo phan “dién hinh” cla né.
T4t nhién tir b6 phan “dién hinh” ta chon méu theo cdch a) hodc cich b).

e¢) Phuong phdp phdn ddy (series) chia tap téng quat thanh nhiéu diy,
sau dé-tir mbi day lai chon ra mot mau con theo cidch a) hoac b). Hop
nhat cdc mau con lai ta duge méu chung.

4.1.3. Sap xép s8 liéu thue nghiém _
Tir méu ngiu nhién (X|, X,,..., X,) thudng c6 hai cdch sap xép tién
loi cho viéc dp dung cdc tieu chudn théng ké. '
a) Sdp xép theo cdc gid tri khdc nhau. Gia st miu (X;, X5,..., X,) ¢6
k quan sat khdc nhau 13 X, X,,..., X;, k < n va X, ¢6 tdn s6 n;, X, c6 tan
sO 1y, .., X cotdnsOn s ny +Ny+ ...+ 0y = I
Vi du 4.1. Kiém tra ngiu nhién 50 hoc sinh bang 1 bai thi viét. Két
qua cho & bang sau :
X | 2 5 6 7 8 9 10
n, | 4 6 20 10 5 2 2 1

b) Sdp xép dwdi dang khodng. Néu miu nghu nhién (X, X;;..., X)) c6
nhiéu quan st khic nhau, khoang cdch giita cic quan st khong nhu nhau
hoic cdc X, i = 1,n khéc nhau rat it, ta khong thé€ sip xép theo phin a)
ma s& sép xé&p chiing dudi dang khoang thi viec xi Iy s6 li¢u théng ké s&
thuén tién hon.

Ta ti€n hanh nhu sau : Khodng (Xpns Xmax) chifa todn bé cdc quan sat

X+ X5,y X,,. Bay gi& ta chia khodng (Xgis xmax) thanh nhiéu khodng
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nho, do dai méi khoing khong nhat thi€t phai bing nhau. Song dé tién

tinh todn 1a chia thanh cdc khoang c6 do dai nhu nhau. Ngudi ta ching

minh dugc ring : s6 khodng dugc chon t6i uu (dam bao do chinh xac)

duoc tinh theo cong thic : ' '
S8 khoang = 1 + 3,322 Ign

Xmax = Xmi

va do daikhoang la: h= 7775555 0

Thudng chon ddu muit trdi clia khoing ddu tién 1a X, — % = a;, ddu
miit kia a, = a; + h, a3 = a, + h, ... ti€p tyc lam cho tdi lic mat ddu clia
khoang cudi ciing khong bing hodc 16n hon Xpyay.

Vi du 4.2. Cho miu quan sit dudi dang khoang (bang 4.1) :

[

Bang 4.1

Nang sgilar:‘agnehr;aé:gtinh r% | & lugng cong nhan n, Tan sust r:]_l

80 - 90 8 | 8/117

90 - 100 15 | 16/117

100 -110 - 46 461117

110 - 120 29 - 201117

120 - 130 13 131117

130 - 140 3 3117

140 - 150 3 3117

4.2. HAM PHAN PHO! MAU, BA GIAC TAN SUAT VA T8 CHUC 90 TAN SUAT

4.2.1. Ham phan phédi miu. Cho miu ngiu nhién (X, X5, Xp) tir
phan phéi F(x) (hodc F(x, 0)

Pinh nghia 4.2. Him phan ph6i miu (hay ham ph4n ph6i thuc
nghiém) 12 ty s6 % trong d6 n 12 kich thi6c mau, m 1a s6 gid tri mau
X, <x;xeR;vakyhéu: | |

F,(x) = 1:-,x eR.
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Vi du 4.3. Kiém tra ngéu nhién 20 hoc sinh trong mot Idp béng 1 bai
todn. Két qua cho & bang sau :

X | 2 3 4 5 6

| 2 2 6 7 2
Ham phan phéi miu 1a ;

0 véix <2

120 véi2<x < 3

320 v6id<x < 4

Fu)= =520 viid<x <5

11/20 véi5<x < 6

| 1820 véi6<x < 8

1 viix> 8

Tinh chdt ciia ham phdn phdi mdu :

+0<F(x)<1vi0<m<n "}
+ Fy(x) 1a ham don diéu tang theo x. i ‘___...“—
+ F,(x) = 0 n€u x < min (X;,..., X,). .._.'_'r—g Fal0

Fo(x) = 1 néu x > max (X,,.... X,)). x1 5 xiz xa X

+ F,(x) = F(x) khi n > o theo nghia
X4Ac suat. Hinh 4.1

Hinh anh théng ké cia ham phan phéi miu (Hinh 4.1).
4.2.2, Pa gic tan sut va 3 chitc dé tin suit
a) Pa gidc tan sudt
Gid sir X c6 tdn sd n;
X, ¢6 tdn 56 n,
Xk ¢ tin s& ng
n=nl+ﬂ2+...+ﬂk
Pinh nghia 4.3. Dudng n6i cic diém (xl,%),(xz,%),.;.,(xk,-—}
dugc goi 1a da gidc tdn suat.



Vi du 4.4. Kiém tra ngau nhién 20 hoc sinh bing mot bai tap lam

van. Két qua duofc cho d bang sau : n

___L.M
. n
X 1 3 5 6 8 0.4
0,3
ni 2 4 8 5 1 0-2
0,1
i .
n 10,1 02 04 035005 ol 1 3 5 6 8 X

Hinh 4.2

" Da gidc tén sudt mo ta dé thi cla mﬁt d¢ thuc nghiém (s6 liéu cho
du6i dang gia tri khdc nhau).

b) TS chiic dé tdn sudt. Dang ndy ciing mo ta dé thi mat do phan bo
thyc nghiém trén co s& miu quan sit cho duéi dang khoang. Té chic dé
tan sudt 12 mot hinh bic thang gém nhiéu hinh chit nhét cé ddy trung vdi
truc hoanh. D6 dai canh d4y hinh chit nhat thit i 1a do dai khoang thir i,

= . . e - ~ I} -
con chiéu rong vudng géc véi truc hoanh véi do 16n 1a —, trong dé h la

Ny,
d6 dai 1 khoédng thi i.
. p PR ocs 1 R
Dién tich hinh chit nhat thi i 1a - X h = o
h
" Dién tich ca hinh bac thang
n
h—L+hZ 4 +hik =
rlh nh rlh
Vidu 4.5.
Bang 4.2 n,
n nh F 3
' 0,8
1 1-5 40 | 0,02 0.6
04 '
2 5-9 80 0,04 '
3 0|2 | _l
3 9-13 200 0,10 [ -
Cl1 5 9 13 17 21 %
4 13 -17 120 0,06
S -2 40 002 ‘Hinh 4.3
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43.CAC s6 BAC TRUNG MAU

a) Trung binh mdu

ot - D
X + % X1 trung binh méu néu

Pinh nghia 44 goi X =
méu ngiu nhién cho dudi dang :
X | X, X, Xy

Iy l S} ny Ny

Thi trung binh miu dwgc tinh theo cong thiic :
"X_ _ nlxl + n2X2 + ..+ nka
. n1+n2+...+nk
Néu miu ngdu nhién cho dudi dang khodng thi trung binh méwu dugc
tinh theo cong thic sau :

* *
n X, +..+nXy
n; +n2+...+nk

X =

trong dé X: = Mﬁ—l

X; 12 mit trai ca khoang thif i ;
X, , 1 12 mdt phéi cha khoang thi i.

S8 TT Khoﬁng h Tan 56 T
1 X;— X ' n;
2 Xy — X3 n,
k Xk~ Xksi ng

b) Phuong sai mdu : C6 hai cong thitc dé tinh phwong sai méu

2
=

%) = L3 (x, - X = Lo @2 =1 yx? _[1___

n n.i=l 1 ni=l 1 . n o 1 n

o 1 & -
va S2(X) = — 3 (X - X
i=l
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Vi du 4.6. Cho mau ngau nhién :
X, | 1 2 3 4
| 20 15 10 5

Tim X, S2(X), S;2(X).

Gidi ;
X_Ix20+2x15+3x10+4x5_100_2
a 20+15+10+5 50 T %
lz“:)(z_20:.<12+1_5><22+10><32+5><42_250_5
n& ot 50 ~ 50

| {8 _ X
sﬁ(X)=HZx?—(X)2 =5-2"=1
i=1 '

n
n-1

_%0
~ 49

“ 50
v SHX) = S2(X) = TR

Vi du 4.7. $6 litu duoc cho dudi dang tromg vi du 4.5. Tinh X vi
2 .
S2(X).

Gidi :
x?:l;5=3; x;=—5-;9=7; x;:9—;13=11;
x:=13;17-=15; x;=17;;21=19_
Ta ¢é méau ; |
X | xj=3 x3=7 x3=4 x;=15 x5=19
. ‘ 40 80 200 120 40
‘ 2_40x3+80x7+200x11+120x15+40xl9=5440
a 40 + 80 + 200 + 120 + 40 480
)‘(=%~11,33
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.5‘5-9’

Y
%

QLI 40 x 32 + 80 x 72 + 200 x 112 + 120 x 152 + 40 x 19?
_ZX_= :
n&= : 480
=1

70020 1167

=0 - § "8

2

2 1167 (34Y _ 255 |
S ==~ (3) 7

Al AZ Av
Xll Xl2 le
XZI XZZ XZV
anl XI‘I22 Xn\,\"

n=1 +n2+...+n‘,

MA4u guan séat .duqc;, chia thianh v nhém. Ta phai tinh cdc trung binh va
phuong sai miu sau day :

— Trung binh trong nhém thit j :

— Trung binh mau chung :

:lIv-ﬂ

M<

™
Pl

— Phuong sai miu trong nhém j :
1 « 5
2 2
S5;(X) = JZ;(X” n_jkzlnkj(ij - X))
1= =

(Trudmg hop (X ) CTRIN X ) ¢6 r khdc nhau va tin sO tuong Ung

nlj, cess nrj, l'lj = nlj + nzj + ...+ nrj).
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— Phuong sai miu nhém trong (nt — nhém trong) :

1 v
SZ.(X) = =208 (X)
j=t
v
— Phuong sai mdu nhém giita : Sé(X) = %Z nj()_(j — X)?
_ i

1< nj —
~Ph 2(X)y =~ L~ X
uong sai chung Se(X) = = ; ;l Xy ~X)

Ta c6 thé chiing minh duge ring SZ(X) = S5(X) + S2,(X)

Chii y 4.2 : Néu céc dit liéu duoc chia thanh timg nhém va néu khong
con gilf duge két qua ban dau thi ta cho tat ci cdc két qua clia mdi nhém
lay ciing mot gid tri 12 gia tri trung binh cGa nhém.

Néu cdc nhém cé cing chifu dai h (cdc quan sdt X; cich déu véi

khoang céch h) va néu tdn suit cla cdc nhém gidm nhanh vé phia bién thi

ngudi ta hiéu chinh gia tri tinh dwge clia phuong sai bang cich trir di 1
2

lwong 1a % (dl.rqc goi 1a hi¢u chinh S¢pét). Trong vi du 4.7, khoang cich

e 2 1167 (34Y 4 1159
gilta cdc x; lah—4.VayS (X) = 3 (3 TEET
Vi du 4.8. Cho miu ngiu nhieén :
Nhém 1 Nhém 2
Xij Djy Xia Dy,
- 2 1 3 2
4 7 8 3
5 2

Tim X,,X,,X, 83, (X), 8] (X), 82 (X), S3(X), S2(X)

Gidi : _
)—(1 =1x2+71x04+2x5 =4;22=2x3;3x8=6;
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1o 4

;Zixu=?

J=1i=l

S _ 1% (2-4P +T(4-4)? +2(5-4°
Sﬁ](X)=—Znil(Xi!—Xl)= X ) ( ) ( ) =0,6

n; 10
2 a2

Tuong ty sﬁz(;»c):z(3 5) ;3(8 O _s

— Phuong sai mau nhém trong :

s (X) = n,S;, (0 + 0,8, (X)  10x0,6+5x6 _12
T e 5 e

— Phuong sai mau nhém gita :

2 2

: 14 14
nl(Xl—X)2+n2(X2—X)2':10(““?) +5(6_?] _
' 15 9

| oo

SH(X) =

n
— Phuong sai miu chung : .
o (e e o ]
Sc(X) = 15
_148
© 45
¢) H¢ 56 twong quan mdu
Cho méiu ngiu nhién (Xl, ,'), (X5, Y)u vees

ngau nhién (X, Y).
Hé s6 tuong quan méiu ctia (X, Y) duge tinh theo cong thuc :

(X, Y,) d6i véi cap bién

.11; 3 (X; - XY, - )
— i=1
L= =S8,

i=l i=1 i=]
\j[nixf - (ixi)z}[niﬁ - (iYi)z]
i=1 i=l i=1 i

r=

i=l
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Vi du 4.9. Cho miu ngéu nhién v6i cap bién ngéu nhién (X, Y)la:

X2 3.4 5 6 7 8 9
Y[3 7 8 9 13 17 16 17
“Tim h¢ s6 fuong quan mau T. '
Gidi :

Tir dit liéu trén ta tinh dugc :

. .
DX =2+3+4+5+6+T7+8+9=44

i=1

n .

DY, =3+7+8+9+13+15+16+17=88

i=l1

o

Y X2 =4+9+16+25+36+49+64+81 =284
i=1

n

Y =1142

i=1

XY, =2x3+3xT+4x8+5x9+6x13+7x15+
n==_8 '

+8x 16 +9x 17 =568.

= 8 x 568 — 44 x 88
JI8 x 284 — 442][8 x 1142 — 88°]’

= 0,98

Vi du 4.10. Cho miu quan sat véi cap bién ngu nhién (X, Y) 1a:

128

N 1 2 3
10
1 8
2 7
Tinh h¢ s6 twong quan miurcta X, Y.

Gidi :

Ta lap cic bang phu dé tinh TX;, TY,, X7, T Y7, EXY;

g
3‘.‘.\

Rt
R

i



G kg
feg,

Xl oo n;X; n,X? Yi | | oY, n, Y2

1| 11 11 11 2 |12] 24 48

2 | 12 24 48 3 27 81

3| 7 21 63 4 36 144
n=30|YX =56 » X? =122 YY;=87|TY] =273

X, | v, | n | nxy, | o 30x179-56x87 087

1| 2 |10 20 J[30x122 - 5621{30x 273~ 872]

1|3 |1 3

2|22

2138 48

2 (4|2 16

314 |7 84

| Y, =179

Chii y 4.3 : Néu cac quan sit X;, Y; 14 céc s6 khé 16n hoac duéi dang
s6 thap phan phic tap gy khé khan che viéc tinh todn thi ta nén ding
phép bién déi thich hop d€ cdc s6 liéu nhd va don gian hon. Ching han,

néu cdc X;, i = 1, n, cdch déu 1 khodng c6 d6 dai hy, cdn céc Y;,i =1,n
cich déu nhau 1 khoang c6 d6 dai hy. Khi dé ta ding phép bién déi :
Y; - Y —

u.:.._.._l._..._.._g.. V. — ' l

1 h] LA | h2
trong d6 X, Y, 12 s6 chon tity ¥, sao cho nhan dugc céc gid tri clia u; va
v; nho va thuan tién cho viéc tinh toédn.

Liic d6 cdc s6 dac trung miu c6 dang :

1
)_( =X +hlﬁ, ? =Y0 +h27, ﬁ=%2ul,v=-—2\'l
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va 1= = i=

J{n X iulz - (Zn:ui)z][n X ivf - (Zn: vi)z]
' i=1 i=1

i=l i=l1

nx ) wy; (3 ) Vi)
1=l

Vi du 4.11. Cho méu ngiu nhién :

v X1 10 20 30 40 50 60
15 5 7
25 20 23
35 30 47 2
45 10 11 20 6
55 - 9 7

Tinh hé s6 tuong quan miu r cia X, Y.
Gidi : Chonhy =h, = 10; X,=40,Y,=35.

X;-40 Y, -3

DY = %" 1o

Ta nhan dwge bang gid tri cua v; va v; nhu sau :

Nl 32|10 1 2
-2 5 7
-1 20 | 23
0 30 | 47 2
| 10 11 20 6
2 N 9 7 3

n n )1

: L
Lap cdc bing phu d€ tinh cic téng : i W, Y v, Z“lz 2 vi, 20

i=t i=1 i=l i=1 i=1
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5

niui . . l'lil.l-l2 Vi n I'l,‘V1 HIV?
-15 | 45 2| 12| 24 48
-54 108 1| 43| —43 43
63 63 0| 79 0 0
0 0 |
1| 47 | 47 47
29 29 |
8 36 2 | 19 | 38 76
200 [y, = 85| L uf =281 Tv,= 18| Tvi =214
15 Vi ni I'lilliV'l
-3 -2 5 30
-2 -2 7 28
-2 -1 20 40 .
-1 -1 23 23
-1 0 30 .0
-1 1. 10 ~10
0 0 47 0
0 1 11 0
0 2 9 0
1 0 2 0
1 1 20 20
1 2 7 14
2 1 6 12
2 2 3 - 12
Tuv;, =169

200 x 169 — (—85)(18)

=0,77
1200 x 281 - 852](200 x 214 — 18]

Ir=
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d) Mémen mdu

— Momen gdc miu béc k cla dai lugng ngdu nhién X dugc dinh nghia
nhu sau :

' 1 =
mk=“zX:{=l_1 ;n=ﬂl+n2+-°--+ns

- — Md men trung tam méu bac k clia dai lugng ngu nhién X :
5
z ni (Xl - X)k
1< Ak il
ak=;§(xi—'){) = s
i= Z n;

. i=1 .
Chii y : Trong trudng hop k = 4, néu k& dén hiéu chinh Sépdt ta phai .
4 4

' cong them ——, nghta Ia a —li(x _ %) + 22 1 1a khodng céch
ng TEM 240 "8 k=gt 240 &

gilta cdc quan sit X.
e) Trung vi mdu
— Néu miu nghu nhién cho duéi dang (X, X5,..., X,), thi ta sap x€p -
cdc quan st X,, i = L,n, theo thit t tang dén :
XV x®P e XA D xDex@ e <XV
+ Néun la s6 chz‘i’n, titc 12 n = 2q thi trung vi la
X 4 x@a+h

| Kye = 2
+Néunlas6lé, ticlan=2q—1thi:
XMe — X(‘l)

Vi du 4.12. Cho miu ngiu nhién khi ti€én hanh 100 thi nghi¢m do dai
lugng X 1a :

X | 1 2 3 4 5 6

n; ‘ 4 6 = 22 16 36 16

Tim s6 trung Vi Xp-
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Pl

g

N

_ X0, X6
Gidi : Ta thiy n = 100 12 s& chin. Do d6 Xye= R Nhin

vio miu trén ta thiy c6 48 gid tri X; nhé hon hoac bing 4 va 84 gid tri
X, £ 5. Vay tir quan sat thif 49 trdy di d&n quan sat thi 84 c6 gid tri bang 5.
Do 46 X0 = X6V =35,

Vay Xpe = 1;"2 =3

— Néu méu quan sat dugc cho dudi dang khoang thi s6 trung vi duge
tinh theo cong thic :

Ope
trong d6 : Ay 12 ddu mit tréi cga khodng trung vi ;
Ny 12 56 14n xudt hi¢n Khoang trung Vi ;
my, SO 14n xudt hién c4c khoang trudc khoang trung vi.
Tix 6 li¢u trong vi du &bang 4.1, tacé:
h = 10, A = 100, iy = 46, My = 23,n=117
117

. — =123
Vay X =100+ 10 x —£=— =1078.

¢) Mét (mod). Cong thitc tinh mot (mod) miu trong trudng hop s6
hiéu duge cho dudi dang khoang 1a :
NiMo ~ MMo-1
2npe — NMo-1 ~ DMo+1

xMOd=AM0+hX

trong d6 : Ay 13 mit trai ctia khodng M6t ;
N 56 }4n xudt hign khoing M6t ;
Npo-1 SO 14n xudt hien cha khoang trudc khoang Mét ;
o+ J2 5O 1An xUAL hién clia khoang sau khoang M6t. ;
Tir s6 liéu & bang 4.1 ta c6 : |
Ny = 46, Apgo = 100, Nyt — 1 = 15, Mo =29 = 10

46 - 15
Viy Xpoq = 100+ 10 % 2)(46_1_,’_25,‘_106,5
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Néu s6 liéu sap x€p theo cdc gid tri khac nhau clia cde X; thi Xpeq
chinh 12 gid tri cha X ma tdn suit xust hién gia tri d6 1a 16n nhat.

Vi du 4.13. Cho miu quan sdt cha dai lugng ngau nhién X 1a :

-Ta thay tan suadt xudt hién gid tri 1, 2, 3 tuong ing la .

L

N -

12
6’3
Tan suat xuat hién X = 2 1a % 16n nhat trong cdc tdn sudt con lai. Vay
AMod = 2
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] '99.

Chuong V
USC LUONG THAM 56

Nhifng noi dung chinh trong cb:mrng :
* Cdc khdi nigm wéc luong diém.
* Phuong phdp hop Iy cuc dai.

* Khodng wdc hrong cua xdc sudt cva ky vong, higu
bai xdc sudt, higu hai ky vong.

5.1. UGC LUNG PIEM

5.1.1. Cac khéi niém udc lugng diém

Gia st (X;, X,,..., X,) 12 miu nglu nhién t& phan phéi f(x, 9), tham
50 e U. ' :

Pinh nghia 5.1. Udc lugng diém cia tham s 8 12 dai lugng ngéiu
nhién T,(X) = ¢(X|, ..., X)) chi phu thudc vao cdc quan sit X; va khong

- phu thugc tham s6 6.

Vi du 5.1. Gia sit (X, X,,..., X,) 12 miu ngdu nhién doc 1ap tir phan
phéi chudn dang N(a ; 6°).

* Dai lucmg = %ZX 12 u6c lugng diém cha ky vong a. “Ta thdy
i=1

trong biéu thitc clia X khong ¢6 mat a ma chi chita cic X, ..., X,

* Dai lugng S2(x) = —Z(x - Xy
i=1

| | n _
hoac S;2(X) = —ni—l 3 (X; - X)? 1a céc uéc lugng diém cia o>, Ta thdy
i=1

trong biéu thic cia S2(X),S,2(X) khong c6 mat 6, ma chi c6 cdc quan
sdt X, ..., X,. |
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Dinh nghia 5.2, Usc lugng T, dugc goi 13 uee lwong khéng chech
cla tham sé 6 péy ET, =0.

Vidu 5.2. Miy ngiu nhién cho trong vi du 5.1. Chiing minh ring :

+X= ——Z X; 1a u6c Iugng khéng chéch ciia a.
i=]

+ Sn (X) 1a wéc lugng khong chéch cia o2,

Gidi ;

+Tac6E(X)— (ZX]“ZE(X) _"E-

n

Vay X 1a uée lugng khong chéch cia a.
+Tacé:

~a+(a-X))?

1 & S2
n-—lg(xi_x)

l~—l

11i{(xi =2+ (X; ~a)a - %)+ (a - X7

Tabiet a - X =——Z(x - a)

i=]

(a - X)? =—-[Z(x - + 3 (%, - a)}(X; ~a)]

l:é_j

Vay ;2 (X)-——-—Z{(X —a)? ——(x —a)? ——Z(xk—a)(xi-a)+

k=]
ki

+—~[Z(x - a)? +Z(x - a)(X; ~ a)])

i#j
#*9 2 2 I 2
ES“(X) = fo* - Zg? -—0+-—2—[nc + 01}
lll n n
n 2 2
2(X) = SR S ik A
ES, (X)-n IZ{G n} -1 ¢

i=|
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Vay Si2(X) 1a udc lugng khong chéch cia o°.

Ta ciing dé& dang suy ra Sﬁ (X) khéng la uéc luong khong chéch cia
2
c”. Vi:

n
ESZ(X) =

200=2"0e v

Pinh nghia 5.3. Uéc luong T, ciia tham s6 8 dugc goi 13 uéc luong

vimg ctia tham s6 6 néu T, —r @ theo x4c sudt khin — , nghia la
vma>00hotruuctuyyc6 hm PIT,~0le]l = 1.

Vi du 5.3, Gia st (X, ..., Xn) 12 miu ngdu nhién doc 14p ti¥ phan phéi

chudn dang N(a, o 2y. Ching minh ring X = —ZX 13 w6c lugng vimg

. i=l
cua a.

Gidi : |
Vi X, Xz X la ddy bién ngﬁu nhién doc lap c6 EX; =EXp = ... =
EX,=avaDX, = a® s - DX, = o2, Theo he qua 1 ctia Dinh 1y Tsebusép

ta c6 X —F— a khi n > oo. Theo dinh nghia udc hugng ving, X 1a uéc
lugng viing cla a.

Vi du 5.4. Gia sirk 1a s6 lén xudt hién bién c6 A trong diy n phép thir
Bernoulli. P(A) 13 xdc sudt xuat hién bi€n ¢6 A trong moi phép thi,
khong déi va bang p.

Chimng minh ring —E la-udc lugng vimng clia p.

Gidi : Goi X; 12 s6 1dn xufit hi¢n bign c6 A trong phép thir thit i. Vay
k=X, + X+ ... + X,
Ta biét ring X;, Xg,-.r Xy 12 d6c 12p va X; c6 phan phdi xdc sudt 12 :
x | o 1

|-

Ta c6 EX, = p; DX; =p(1 - p)

P P
<l
=4
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.
2

1
Vay diy X, X5,..., X, doc 1ap EX, = EX, = .. = EX, =pva DX, < 7
DX, < -}1- .., DX, < l Theo he qué 1 cia dinh ly Tsébusep ta cc')
Xy +'I'1'+X“ P 5 p khin — o, nghia la E—)p khi n - . Vay —li

1a udc lugng vitng cha p.

Dinh nghia 5.4. Uéc lugng T, cta tham s6 8 duge goi la ude luong
khong chéch tét nhét néu :

+E(T,) = 6.
+ DT, < DT,, T, 1a udc lugng khong chéch bat ky ciia 6.

5.1.2. Phuong phap hap ly cuc dai € tim wdc lugng

Pinh nghia 5.5. (Ham hop 1y) .

Gia st (X;, X,,..., X,) 12 miu ngu nhién doc 1ap tir phan phéi f(x, 6),
Del. o

Goi tich L(X/8) = £(X;, 8) f(X3, 0) ..., f(X,, 8) 1a ham hop 1¥.

Pinh nghia 5.6. (Uéc lugng hop 1§ cuc dai)

U'dc luong 8 ( X, ..., X,) dugc goi 1A uéc luong hop 1§ cyc dai cha
tham s6 0 néu L{X/6 (X)) = L(X/0) v6i moi 6 € U.

Tir dinh nghia udc lugng hop ly cuc dai ta nit ra phuong phép tim uéc
luong nhu sau :

Tim gia tri 6 (X) clia 6 sao cho L(X/8) dat cuc dai ta19 X).

— Trudng hgp 0 1a mot s6 :
ALX/6) _ 0

o0 e

Giai phuong trinh (5.1) tim duge 8. Sau d6 xét ddu cha 1:9 hoac Luee
xem 6 c6 phai 12 diém dé L(X/6) dat cyc dai hay khong. Néu tai 6 ma
L(X/0) dat cuc dai thi 8 1a wéc lugng phal tim. Néu f(x, 0) > 0 thi L(X/0)

> 0. Ta ¢6 thé viét :

| 1 aL dlnL _ ialnf(xl,e)
L2 % &

Ta tim : (5.1).

=0 (5.2)
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Giai phwong trinh (5.2) ta dugc 6 (X). Ciing 1f luan nhu trén ta nhan
duge udc lugng phai tim.

Vi du 5.5. Gid sit (X, ..., X,) 13 miu ngdu nhién doc 14p tir phan phoi
Poisson véi tham s6 A > 0. '

Tim udc lugng hop 1§ cuc dai clia A.

Gidi :
lxie—k
| X;!
Inf(X;, A) = X;InA — A — InX;!
aInf(X;;h) _ X

ket S
oA A !

Tinh (X, A) = X, =0,1,2,.€

Thay vao phuong trinh (5. 2 tacd Z

=
/"'-'_"""“\

1)

Ta suy ra ZX - nA =0. Vay A== ZX
i=1
Xétcuc daictal :

l v
Ta ¢6 — = Y —+ =—1L— < 0 v6i mei A, vi céc X; 2 O nén
alz 2 _ _

n n .
ZX >0.VivayA = }IIZXI 1a u6ce lugng phai tim.

— Truomg hop 9 = (8, 05, ..., 0)) ¢

Lam tuong tw nhu trudng hop tham s6 1a 1 s6. O day ¢6 r 4n, do dé,ta
phai lap dugc hé r phuong trinh :

[ oL

% =0

% e 5.3)
JL

20, ="

gidi hé nay ta tim dugc 0= (él, voos ér) thudng hay gap ham mat d9 c6 dang
ham mi. Do d6 dac ham cia him mi léy thira vin cdn dang ham sO mil.
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Vige gidi phuong trinh ¢6 chida ham s6 mii thudng phiic tap. Vi vay, gifng
nhur trudng hgp tham s6 12 1 s6, ta ciing nhan duge hé r phwong trinh:

-

8Inf(X;,6,,...6,) _

0, 0

-

..
]
—

(5.4)

91n f(X;, 6)

7 -0

1]
i=1

-
[

Gidi he (5.4) ta tim dugc 8 (X) = (§,(X), ... 8_(X)).

Vidu 5.6. Gia sir (X}, X,, ..., X,) 12 mdu ngiu nhién doc lap tir phan
phéi chudn dang N(a ; 62). Tim udc lugng hop 1y cuc dai clia (a ; o°).

Giai :
_X; -2a)2
Inf(X; ; a, %)= In e 20
. 2n6?
PRV
= _Ei_za_). _lm(zm_lmgz
20 2

Olnf _X,—-a olnf _(X;-af 1
Oa o T ae?)  20?)? 242

Thay vao h¢ phuong trinh (5.4) ta ¢6 :

. [ n - 2 n
Z(X. 23) =0 §=_I_ZX1=)_(
Ji=l . o o nic
nOX, a1 2 1
Z ( 1 232) > =0 0,2 = HZ:(Xl - X)z
izt 2(0%) 2c i=1

5.2. UGC LUNG KHOANG

Gia sit (X|, X,,..., X,) 12 miu ngiu nhién doc lap ti¥ phan ph6i
f(x,0),0 € U. ’
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Dinh nghia 5.7. Khoang (8 ;(X;, ..., X,) ; 8,(Xys ... X)), (8,< 87,
“dugc goi 12 khoang wéc lugng cia tham s6 6 v6i do tin cdy 1 — a néu :
P[O,(X) <0< 6,X)]=1-0 (5.5)

Dua vao dinh nghia ndy ta c¢6 thé tim duge cdc khoang wdce lugng cia
cac tham s6 trong mot s§ phan phdi thong dung.

5.2.1. Khoéng udc lugng clia kﬁvgng a

Gia sit (X, X5,..., X,) 12 mdu ngiu nhién t phan phdi chudn dang
N(a, ¢%). Tim khodng udc luong chaavéidotincdy I —a.

Gidi :

— Trudng hgp o di biét : :
X-a| evn

o — | =

G

l-a

Xétxécsua'tP[!}T(——al<a]=l—a=P p
| &

n
< | o’ X-a
Vi X c6 sy phan phéi chudn dang N| a; N nén —— ¢6 phan

Jn
L evn
phéi chudn dang N(0 ; 1). Dat Xg= ———,tac:
P[I)_(-al<e]=P[E(—_—;—£>xa]=2(I)(xa)—1=1—a.

Vay O(xg) = 1 - -‘21. Tir day ta fim xo bing cdch tra bang gid tri ham

phéan phéi chudn N(O ; 1).
Giai '—ﬁ)—(—:;)—‘/al < Xq, ta nhan duge

X-x,——<a<X+x (5.6)

) ' > = [+]
hoaccé6thé viSta= Xt x, —.
. . o fn
Pay 1a khoang udc lugng phai tim.
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— Trudng hop o chua biét
Ta ciing xét xéc sudlt PiX-akegl=1-«

Tacé PIX -alel = {\(x an ]:l—-a
st (X) -

evn (X —ann

. Dai luong
S, (X) (X)

1X-aldn _
1 (X)

trong d6 t, = c6 phan phéi Stuclem vai

n—lbact};do.VayP{ }=Z(p(t,n—1)'-—1=1—a

Vay t;n—-1)=1- %. to, c6 thé tra & bang phan phdi Student vl
~1bactydova rmIc ¢ nghia o (bang tiév chuén hai phia). Theo dinh 1y
X —ann

S,,(X)
N(O : 1). Vi vay v6i n khd i6n, n > 30, ta ¢ (hé tra & bang phan phdi

gidi han trung tam

c6 phan-phéi tigm can 1a phan phoi chuén

chudn N(O ; 1) sao cho ®(te) = 1 - 925

 Gii M <ty ta ducrc

$,(X)
- 1,5 (X) - . S.(X)
X—-—“——‘-‘—-—-<a<X+““ 5.7
Jn Jn
L o SX) o2 |
gta= X n =
hoac viét a ty Jr_l . S, —
+ Néu n = 30 thi ty tra & bang phan phé6i chudn N(O ; 1) sao cho
o _
D =1-—=.
(ta) = 1 2

+ Néu n < 30 thi ty tra & bang phan phéi Student v6in — 1 bac ty do
va mifc ¥ nghia o (bang tiéu chudn hai phia).
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Vi du 5.7. Tim khoang udc lugng cia k¥ vong a véi d¢ tin'cdy 0,95.
Biét rang méu (X;, . X,) doc lap tix phan phoi chuidn N(a ; 25) va
X =14,n=25. _

Gidi : O day 1 — o= 0,95 ta suy ra o = 0,05, Tra bang gid tri chia ham
phan phéi chufn N(O ; 1) ta tim dugc xq = 1,96. Vay khoang udc clla a
v6i d¢ tin cay 0,95 1a :

> <a<14+1,96

J25 7=

14 — 1,96 x

12,04 < a < 15,96 _
Vi du 5.8. Tién hanh kiém tra ngiu nhién ¥0 hoc sinh bing 1 bai vat
1y. K&t qua diém ciia 10 hoc sinh duge cho bdi bang sau.
X 5 4 3 -5 6 7 6 2 8 5
Gia sit cdc quan st ndy ¢6 phan phéi chudn dang téng quat N(a; o )
Tim khoang uéc lugng cla a véi d6 tin cay 0,95.
Gidi :

O day o chua biét, n = 10. Vi vy tq tra & bang phan phdi Student vai
9 bic tr do va mifc o = 0,05 (Bang tiéu chuén 2 phia), 1(5%, 9) = 2,26.

)—(=5+4+3+5+61-|67+6+2+8+5 _51

S,2(X) = %[(5 —51P+@-512+3-5D%25-517+
+26-5172+ (7 =51 +@- 517+ @-51%1=321

Vay khoang udc lugng cha a véi d0 tin cdy 0,95 1a :

5,1-2,26 x- v3,21 <a<35,1+2726x V321
V10 AT

3,71 <a < 6,39,

5.2.2. Khodng udc lugng cia phuong sai o trong mAu tir phan phdi chuin
Ngudi ta tim dugc khoing u6c lugng ciia phuong sai o vé6i dé tin cay

l-ala:
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e _net2 ‘

(n-DSFX) _ 2 _ (- DSFX) 5.8)
t I

tréng dé 1y, t, tra trong bang phan phéi xz vGi n -~ 1 bac tr do sao cho

P[x >l = 1—5 P[x >t2]- -
*2 1 L e 2
Sy (X) = —Z(Xi - X)
n-—1 P
Trong vi du 5.8, tim khoang wéc lugng cla tham s6 o? véi d6 tin cay 0,90.
Gidi :
1 —a=0,90,ta suyraa=0,10.
tra bang phan phdi x” ta tim dugc t; (95% 3 9) =3,325 ; t, = (5% ; 9) = 16,919.

- Khoang wéc lugng cia 0'_2 vGi do tin cy 0,90 14 :

9x3,21 _ 5 9x32l
16,919 3,325

1,5<a><8,6

5.2.3. Khoang vdc iugng ciia higu hal trung binh ciia hai mau déc lap tir phén
phdi chuén .

Gia sit (X, X,,..., X,) 12 miu ngiu nhién déc 1ap tir phan phdi chudn
N(a, 02) va (Y, Ys..., Y,5) 12 miu ngiu nhién doc 1ap tix phan phéi
chudn N(a,, 63). X, Y 1a doc lap. |

Nguoi ta 1im khoang uéc lurong cia hiéu hai kj* vong a, — a; nhu sau :

— Trudng hop 6, 6, dd biét

Khoang wdc lugng clia hi¢u 2 trung binha, —a, vdidotincdy 1 —ala:

2
aj—a;=X~-Yx, ﬁ.+fi ' (5.9)

X tra & bang phan phdi chudn N(O ; 1) sao cho ®(xe) = 1 - %
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— Trudng hop DX, DY chura biét, ta phai gia thi€t DX = DY.

Khi d6 khoang udc lugng ctia hiéu hai trung binh a; — a, v6i d6 tin

civl —ala:
a —a,=X-Ftr S /1t (5.10)
1 2~ - 'a n m A
v 2 > v 12
| ] $39. . QYD)
4 Q2 _ ' 2 __i= 2 _ _i=l :
trong dé S pe— ZX‘ R +ZYI -

+ Néu n + m < 60 thi ty tra & bing phan phdi Student véin + m ~ 2
bac ty do va mitc o.. (Bang tiéu chudn hai phia).

+ Néu n + m > 60 thi ty tra bang phan ph&i chudn sao cho ® (1) =

a AN
1—5.

Vi du 5.9. Cho hai mau ngiu nhién doc lap tir phan phéi chudn :

X: 15,7 10,3 12,6 145 126 138 11,9
Y: 12,3 13,7 104 114 149 126 °
Gia st EX = a;, EY = a,, DX = DY.
Tim khoang udc lugng cia hiéu hai trung binh a; — a; v6i d¢ tin cay
0,90.
Gidi ;
Theo gia thi€t cta bditodntacén=7, m =6, a = 0,10.
Tra bing phan phdi Student ta tim duge t (10%, 11) = 1,796. Ta tinh
dugec X =13,06, ¥ = 12,55 va §* =2,89.

SuyraS=./2,8 =1,7

S % + % = 1,7 x 0,556297.= 0,9458
ta.SJJ- + 1 = 1,796 x 0,9458 = 1,699
m n _ -
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Vay khoeang udc lﬁqng chia hiéu 2 trung binh aj—ala:
a—a,=1X-Y1=0,5121,699
5.2.4. Khodng udc lugng clia xacsudt p trong phan phdi nhj thirc

<81:=1-—0L
n
= - =1_
P{ “\lpu—p)]

n
Patxy=¢ .
R P S

Ta biét P[Lﬂﬂ_ } ~ ®(xq) (Dinh 1y gidi han trung tam

< xa
Jnp(l - p)

cta Laplace), ©(x) 12 ham phan phdi chudn N(0 ; 1).

Xét xdc suit PU%{.— p

k—-np

Jnp(l - p) <

k —np :
Vay P||————=| <X, | #2D(xo) - 1 =1 -
{ Jynp(l-p)| “}
Ta suy ra O(xq) =1 - %. Vay xq tra & béné phén phéi chudn N(0 ;1)
. . P S
sao cho D(xy) = 1 - %. Thay p trong +/np(l — p) bing tdn sudt p = - va
giai *% < Xq ta nhan dugc :
np(l - p)

M= e e - ~
p—xu\j&i}?l <p<pxg P-(-l;lﬁl (5.11)

Vi du 5.10. Gieo 400 hat gidng dau tuong thay cé 5 hat khong nay
mam. Hay tim khoing uéc lugng cia xdc sudt khong ndy mam p clia méi
hat véi d¢ tin cay 0,999.

Gidi : ..
Theo trénta céd P(xy) =1 - %, mi 1l — o =0,999 nén a = 0,001. Vay
D(xg) = 1 - 0,0005 = 0,9995. |

Tra bang phan ph6i chudn N(0 ; 1) ta tim duge xo = 3.3.
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Thay vao biéu thic (5.11) ta dugc :

N ENAEN
5 _33 400 |7, 400 cp< 3 .33 400 400
400 7 400 P=200 ™~ 400-
- 0,058 < p < 0,0308. Vi xdc suit khong am nén ta lay khoang

0 <p<0,0308.

5.2.5. Khodng udc lugng ciia hiéu hai x4c suit trong hai day phép thir Bernoulli

Xét hai day phép thir Bernoulli. Dy thit nhét c6 n phép thir ; xdc suat
dé bién c6 A xudt hién trong mdi phép thir chia ddy 11a P(A) = p, ; X 1a 56
lan xudt hién bi€n c6 A trong day 1. Day thd II c6 m phép thir; Y 13 s6
lan xuat hién bi€n cd A trong ddy thit IT ; x4c sust d€ bién cd A xuét hién
trong moi phép thir & day 11 1a py = P(A).

Ngudi ta tim dugce khodng udc luong cia hiéu hai xac sudt p; — py voi
dotincay 1 —ala:

N Jﬁ,a—ﬁl) 4 2= B2)
n om

%

Pi =Py — X4 <pi—Pr<P—-Dy +

+ X, Jpl(l _pl) + P2(1 — pZ) (5.12)
n m

Vidu 5.11. Dé dédnh gid chit luong sin phdm do 2 nha méy san xuit
ra, ngudi ta kiém tra ngdu nhién 200 sin phim & nha may I thdy cé 20
ph€ phdm va 300 san phdm clia nha may II thdy c¢6 15 phé& phim. Tim
khoang udc lugng chia hiéu hai xdc sudt d€ tim san phdm 13 ph€ phdm cia
2 nha mdy v6i do tin cay 0,95.

Gidi : o = 0,05, tra bang phan phdi chudn ta tim dugc x4 = 1,96.

X 20 . 15

=300 = 0,05.

Thay vao (5.12) ta dugc :
0,1 -0,05-0,0483 < p| - pp, <0,1 - 0,05 + 0,0483
0,0017 < p; - p, < 0,0983
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Bal 1ap chuang IV fa chuong v

1. Tim ham phan phdi méiu, trung binh mau, phuong sai miu cfia dal
luong ngu nhien X. Bist ring méun ngu nhién di cho 1a.

a) X 1 4 6
n, 10 15 25
b) ! X | 2 s 4
n | g 3. 2 g4
9 | X | 4 7 8
I n; ‘ 5 2 3

2. Xay dung cic da gidc tdn suat tuong ng véi cdc miu di cho say

a) X | 1 4 5
mo| 20 10 1 6
b) [Xl{ 2 3 5 6
| 10 15 5 20

X, ] 15 20 45 39 35
n, ‘ 10 15 30 99 25

3. Xay dung t8 chic d8 tin sudt twong ing véi cdc mau di cho sau day :

T
S6 TT | Khoang h | T4n sg ni—[ S6 TT| Khoang h | Tan s& n;
1 2-17 5 1 10-15 2
2 712 10 2 | 15-20 4
3 12 -17 25 3 20-25 8
4 | a7-22 6 4 | 25_-30 4
5 | 2-27 4 | 5 | 30-35 2

Tim trung binh miu va phuong sai miu tng véi s6 liéu d3 cho & trén.
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4. Tim h¢ s tuong quan miu cia (X, Y) trén co s& cdc méu cho sau day :

a) X | 17 2 4 5 6 7
Y | 2 3 8 12 12 13
b) N X1 2 3
2 9 i
3 2 8
4 3 7

5. Cho miu ngiu nhién doc 1ap (X, X5,..., X,) tir phan phdi

x | v | o |

op | i |
a) Tim udc lugng hop 1y cuc dai cua p.

,0<px«l1

~b) Xét xem udc lugng tim duge c6 phai la ude lugng khong chéch,
udc lugng vitng khong ? ‘

6. Gia st (X, X,..., X} 12 m&u nglu nhién doc 14p tir phan phoi

X .
f(x,e)= %C 8 V(ﬁx>0,_9>0

0 vix £ 0

a) Tim udc lugng hop ly cuc dai ctia 9.
b) Xét xem udc luogng tim dirge c6 phai la udc lugng khong chéch,
uée lugng virng khéng ?

7. Ta gia si& ring dai luong ngiu nhién X bing sin lugng tinh ra ta/ha
ciia loai Ida di cho trong mot mién x4c dinh ¢6 phan phdi chuin, ¢6
k¥ vong todn bang a va phuong sai la . Tim wéc lugng diém cia a,
cta o”. Tim khodng udc lugng cua a, cua o vé6i db tin cay 0,90. Biét
rang cac két qua thu dugc trén 10 manh dat 1a :

Miaoh |1 2 3 4 5.6 7 8 9 10
Sanlugng| 51 48 56 57 44 52 50 60 46 47
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Do cao cha tré em tuan theo phan phéi chudn dang N(a, o2). Tim ude
lvong diém cua a, cha o° néu nhy do ngiu nhién 10 em ta nhan dugc
két qua nhu sau : (don vi mét)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
15 1,55 1,49 1,51 1,50 1,52 145 16 15 146
Gieo 60 hat dau tuong th&y c6 15 hat khong nay mdm. Tim uéc lugng
diém cba xdc suit khong ndy mim p. Tim khodng uéc lugng cha p
véi do tin cay 0,95. '

10. Bin 10.000 vién dan doc lap vio mot muc tiéu thay cé 7.000 vién trdc

" dan véi d6 tin cay 0,95.
11.

dich. Tim khoang udc lugng cla xac sudt tring dich p clia mbi vién

Ap dung hai phuong phdp diéu tri. Theo phuong phip A, diéu tri 180
ngudi cé6 150 ngudi khoi bénh ; Theo phirong phap B, diéu tri 266
ngudi c6 160 ngudi khoi bénh.

- Hay tim khoang udc lugng clia hi¢u hai x4c sudt khoi bénh cia mbi

12.

13.

150

ngudi theo hai phuong phap dé véi dé tin cay 95%.

Ngudi ta do ngdu nhién 10 san phdm cia nha mdy 1 va 12 san phdm
cta nha may II. Két qué nhu sau :

Kich thudc X, 3,4 3.5 3,7 3,9
Tén sé 1, 2 3 4 1
Kich thudc Y; 3,2 3,4 3,6
Tén sé n, 2 -2 8

Gia sir cdc X;, Y; doc 1ap va c6 phan phéi chudn EX = ay, EY = 2y,
DX = DY. Tim khoang udc lugng cha hiéu hai trung binh ciia 2 mau
da cho v6i do tin cay 0,95. -

Cho hai méu ngiu nhién déc 1ap
X: 157 10,3 12,6 145 126 138 11,9
Y: 123 13,7 104 11,4 149 126

Gia sit X, Y c6 phan ph6i chuén dang N(a,, c%) vi N(a,, o) tuong
tng. Tim khoang wéc lugng clia hi¢u hai trung binh ciia hai miu véi
do6 tin cay 0,90.
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10.

11.

12.

13.

HuGng din va ird 191 bal tap chuong IV va v

a) IX, = 25, Y, = 50, X} = 131, TY2= 534, TXY; = 263,
r=0.97. .
by TX; = 56, LY, = 90, LX} = 122, T YZ= 290, IX;Y; = 184,

r = 0,86.
Huéng din f(x;, p) = p(1 —p)' ™, %, =0 hoc 1
Péap s6: a) [ *liX- _k

p . b= n = i~ 1 .
b) N6 1a u6c lugng khong chéch, udc lugng ving clia p.

n 1 & —
a) 6(X) = ;lei =X

=

b) B(X) = X 1a uéc luong khong chéch va ude lugng viing chia 9.

Uédc lugng di€ém ciraala & = 51,53 ude lugng diém cla o la
&* = 21,61,6 = 5255.

Khoang udc luong cla a v6i do tincay 0,90 1aa = 51,5 £3,04.

a) Udc luong ciia a a 4= 1,508, u6c lugng diém cha o, 62=0,00184.
b) Khoing udc lugng cla a véi 4o tin cdy 0,95 1aa = 1,508 + 0,0306
khoang udc lugng ca 6~ véi do tin cdy 0,95 12 0,00087 < o < 0,0061.
Uéc luong diém cba p 1a p = 0,25. Khoang u6c luong clia p véi 40
tincay 0,95 lap = 0,25 0,1095.

Udc luong diém cba p1a p = 0,7. Khoang udc lugng clia p véi do tin
cay 0,951ap=0,7=* 0,00898. '

Khoing udc lugng cia higu hai xdc suat véi do tin cly 0,95:

PP = 0,2318 £ 0,0801.

Khoang wdc lugng cia hi¢u hai trung binh vl d6 tin cay 0,95 1a

a, —a, = 0,1 £0,1748. ' |

Khoang u6c lugng cda hiéu hai trung binh ciia kich thudc san pham
do 2 nha mdy san xudtrala:a, -2 = 0,51 + 1,702.
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Chuong VI

KIEM DINH GIA THIET

Nhiing ngi dung chinh trong chuong : _

* Kiém dinh vé trung binh, vé xdc sudt p trong phan phoi nhi thi.

*So sanh hai trung binh, so sdnh hai xic sudt.

* Tiéu chusn y° kiém dinh vé phdn phor da cho ; béu chusn ¥° kiém dinh
tinh docddp va tinh thuin nhat

* Tiéu chudn Coénmdgordp, Smiécndp kiém djnh vé phén phéi di cho va
kiém dinh tink thudn nhat

* Tiéu chudn Wijcoxon, Mann- Whitney ki€m dinh tinkh thudn nhdt cia 2
mdu déc lp.

* Tiéu chudn Wilcoxon kiem dinh tink thudn nhit ciia hai méu phu thuéc.

* Phan tich phuong sai theo mot yéu 6, hai yéu to;

8.1, THIET LAP.BAI TOAN

— Gia thi€t théng ke : Gia sir dai luong nglu nhién X c¢é phan phoi
F(x) (hoac F(x, 6), 8 € U).

Nhitng gia thiét vé phan ph6i F(x) duoc goi 1a gia thiét thong ké va ky
hiéu 12 H,,.

Nhitg gia thiét ciing vé phan phéi F(x) nhung khic vdi gia thiét H,
dugc goi 1a doi thiét (hodc gia thiét chon), ky hiéu 1a K.

“Khi phén phéi F(x ; 6) phu thutc vao tham s6 © thi nhitng gia thiét vé
phan ph6i F(x ; 8) dugc chuyén sang gia thist vé tham s3 6.

» Vidu6.1. Néu bién ngdu nhién X c¢6 phan phdi chufn dang N(a ; 1)
thi gi thi€t vé phan phéi chudn duge chuyén sang gia thi€t vé tham s6 a.

Vidu 6.2. a)H a-Sva.a#S
b)H,:a=5hosca=7véiK:5<a<7?
¢)H,:a<5v5iK:a>5

Néu tap gia thi€t H, c6 mot phdn tr (H : tap hop cdc menh dé) thi H,

duoc goi la gia thiét don (bai todn a va c). Néu tdp H, cé = 2 phdn tir thi

~ H, duoc goi 1a gia thiét hop (bai todn b).
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Tuong &r, néu tap K ¢6 1 phén tir thi K duge goi 1 d6i thiét don (bai
todn b va ¢). Néu tap K ¢6 2 2 phan tr thi K duge goi 1a 461 thiét hop (bai
todn a).

" — Kiém dinh gia thiét thong ké : Kiém dinh gia thiét théng ké 1a viéc
chon mét trong hai quyé't. dinh 12 bédc bo gia thiét H, hoac chap nhan gia
thiét H,,. |

— Tiéu chudn ki€m dinh gia thiét : Dé c6 duge quyét dinh chap nhén
hoic bac bo gia thiét H, ta phai dya trén mot tieu chudn nao d6. Vay tiéu
chuan kiém dinh gia thiét dugc hiéu nhu sau :

Tiéu chuin kiém dinh gia thiét 12 mot dai lugng ngiu nhién Z phu
thuoc vao cdc quan sat X, X,...., X, va khong phu thudc tham s6 9,
nghia 1a Z = Z(X,, ..., X,) x4c dinh trén khong gian miu R", nhd né ta c6
thé kiém dinh duoc gia thiét.

Vi Z(X) xédc dinh trén khong gian miu R", nén R" dugc chia thanh
hai by phan. Mot bo phin W ctia R" ma
miu (X, X,,..., X;,) roi vao 46 thi ta bic bd
gia thiét H,. W dugc goi 12 mién tiéu chudn
(hinh 6.1).

Vay mién tiéu chuan W 12 bo phan cua " Minh 6.1
R" ma ta bac bd gia thiét. '

Tiéu chuén kiém dinh gia thi&t thé hién & mot trong ba dang sau day :
bat X = (X, ..., X) |

X € W] & Z(X) > C, bic b gia thiét H,,

[X € W] © Z(X) < C, bac bd gia thiét H,,.

[X e W] & Z(X) > C, hoac Z(X) < C, bdc bod gia thiét H,,.

C,, C, dugc goi la diém tiéu chudn.

Hai tieu chudn ddu duoc goi 13 tiéu chudn mot phia (c6 1 diém tiéu
chudn).

Tieu chudn thir ba duge goi 1 tiéu chudn hai phia.
C, ¢6 thé 1a +oo, C, c6 thé 13 —o.
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Muodn tim mién tieu chudn W hay tiéu chufn thdng ke Z(X) ta dua
trén hai loai sai 14m sau day ;

— Sai lam loai [. Néu gi4 thiét H, 1a gia thiét diing ma béac bd H, thita
- mic sai lam. Sai 14m d6 duge goi 1a sai 1dm loai I. P[W/H, ding] Ia x4c
suflt mic sai lim 1. ' |

— Sai lam loai II. Néu gié thist H, 12 gia thiét sai ma chdp nhan gia thiét
thi cling mic sai 1im. Sai 14m d6 dugc £0i 1 sai 14m loai IT. P[R" — W/H,
sai] 1a xdc suat mic sai 1dm loai II.

D¢ tim tiéu chudn kiém dinh gia thi€t ta phai dong thdi han ché t6i
muc t6i thi€u kha nang méc hai loai sai l4m trén, nghia la ta phai déng
thai cyc ti€u héa cac xdc sudt saj 14m loai I va x4c suit sai 14m loai II.
Song viéc 1am nay rat khé khan. Thudng trong thuc t&€ ngudi ta cho phép
duoc méc sai ldm loai I & mite x4c sust o nao d6 (ty theo tAm quan trong
cla sai lam loai I). Sau dé cue ti€u x4c sudt sai lam loai II.

6.2. MOT SO BAI TOAN KIEM DINH GIA THIET

6.2.1. Kiém dinh vé x4c sust p trong phan phéi nhj thie (ty 1 phan trim)

Bai todn. Gi4 sir trong ddy n phép thir Bernoulli bién c¢6 A xudt hién
X lan. Goi p = P(A) 12 xdc sudt d€ A xudt hién trong méi phép thir.

Kiém dinh gia thiet H,:p=p,v4iK: p+p, & mitc .
Gidi ;

Ngudi ta tim dugc tiu chusin dé kiém dinh gid thiét H; vé6i ddi thiet
K va tiéu chuin nay dugc phét bidu nhu sau

Gid thiét H, bi bac bd & miic o néu ;

1ZI = > Xq (6.1)

Con IZI < xo thi chap nhan H,,
trong d6 xq tra & bang gid tri cda ham phéan phéi chudn N(O ; 1) sao cho

44
o =1-~—,
(X)) =1 2
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Vi du 6.3. Gico 300 hat dau tyong. Két qua la 261 hat nay mam.
Ngudi ta néi ring : ty 1& ndy mdm ciia dau twong la 0,90. Piéu nhan dinh
d6 c6 diing khong ? Tai sao ? Cho muc kiém dinh o = 5%.

Gidi : Ta xem viéc gieo 300 hat dau nhu ti€n hanh 300 phép thir
Bernoulli. Goi p 12 xdc suft ndy mam cia mdi hat ddu tuong. Ta kiém
dinh gia thiét H, : p=0,9 v6i K : p# 0,90,

Ta thiy & = 0,05 nén O(xg) = 1—% — 0,975. Tra bang chudn tim

duge xq = 1,96.
X -np,! _1261-300x0,9!
Jop(L—p,)  V300x0,9x0,1

Ta nhan thdy 121 = 1,73 < x = 1,96. Vay ta phéi' chap nhan gia thi€t ;
nghia [ ty 1& ndy mém ctia dau tuong 14 0,90.

Bay gi®s tinh 1Z] =

=~ 1,73

* Tiéu chudn mot phia. N&éu tin suat % > p,. Ta di dén ki€ém dinh gia
thiét Hy : p = p, v6i K : p > p, & miic a.
Gidi :
Tiéu chudn nay dugc phat biéu nhirsau : -
 Gia thiét H, bi bac bd & mifc o néu
7z K- ., 6.2)
Con 7 < X4 ; chdp nhan gia thiét H, ; trong d6 xq tra & bang gid tri
ham phan phéi chudn N(O ; 1) sao cho ®(xg) =1 - a.

— Néu tdn sudt % < p, thi ta di dén kiém dinh gia thi€t :

H,:p=p,vdi K :p<p,omica. .

Tuong ty nhy trudng hop ddi thiét don K : p > p,. Ta ciing tfim dugc
tiéu chudn dé kiém dinh gia thiét H, : p = p, v6i K : p < p, nhu sau :
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Gia thiét H, bi bac bd & miic o néu

np, - X
Z= 2 > Xg, ' (6.3)
Jnp, (L = Po) '
néu Z < Xq thi chap nhan gia thiét H,, trong d6 xg tra @ béng phan phéi -
chudn N(O : 1) sao cho ®(xg) =1 — .
Vi du 6.4. Ngudi ta cho bi€t 1y 1¢ ph¢ phim trong mot 10 hang 0,02.
Ta kiéin tra ngau nhién 480 san phdm thdy ¢6 12 phé phdm. Xét xem ty
1¢ phé phdm di cong bd cd ding khong 7 Tai sao 7 Cho mic ki€m dinh
o = 0,05. :
Gidi : Ta nhan thiy n =480 ; X = 12.
X 12
2= =0,025>002
n 480 0.02
Viy ta di dén bai todn kiém dinh gid thiét :
H,:p=002v6iK: p > 0,02 & mifc o = 0,03

—np, __12-480x0,02 0

X
Jopo(L-p,)  480x0,02x0,98
PGy =1-0a=1~-005= 0,95, tra bang phan phoi chuén ta tim
dugc xg = 1,65. Ta nhan thiy Z = 0,784 < xq. Vay ta phai chap nhan gia
thiét H,, nghia 12 ty le ph€ phdm trong 10 hang 12 0,02.

TinhZ =

Bai todn kiém dinh vé x4c suat p trong phan phoi nhi thitc thudng sir
dung t6t trong viéc giai nhiéu bai todn c6 lién quan dén ddy phép thlr
Bernoulli. Vi du : Xac dinh ty 1¢ ph€ phdm trong mot nha mdy san xudt
hang héa ; ty 1& con trai trén hanh tinh ctia ching ta ; ty 1¢ hoc sinh asé
Khi n thi sinli tham duy thi ; ty 1¢ khéi bénh ctia cdc bénh nhan khi duge
diéu tri theo phuong phap cdi ti€n nao dé v.v...

6.2.2. So sanh hai xac sut trong phén phdi nhi thifc

Tiéu chuin nay chii yéu &p dung giai cdc bai toan so sanh ty 1& xuat
hién dac tinh A cha cac ca thé trong 2 ddm dong khéc nhau.

Bai todn : Xét hai day phép thir Bernoulli. Diy I gdm n phép thir, X
Ia s6 14n xudt hién bién c6 A trong ddy I, p = P(A) 1a xdc sudt dé A xuat
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hién trong mdi phép thir chia ddy 1. Déay II gém m phép thir ; Y 1a s6 ldn
xuat hién bién c6 A trong day 11, p, = P(A) 12 xdc suat dé A xuit hién
trong méi phép thir cha day II. Hay so sanh hai x4c suat py, p; 0 mic o.

Ta dua vé ki€m dinh gia thiét : '

H,:p =p; V6iK:p, #pp 6mitca.

Gidi : Ngudi ta ching minh dugc ring : t6n tai tiéu chudn dé kiém

dinh gia thiet Hy : p; = p2 v6i K : p; # py 0 mic . Tieu chudn nay duge
phét biéu nhu sau

Gia thiét H,, bi bdc bd & mic o n€u :

X Y

=D

Con néu |Z) < xq thi chdp nhan gia thi€t H,, trong d6 X tra & bang

phan phai chuan N(0 ; 1) sao cho O(xg)=1- %. _

Vi du 6.5. C6 hai phwong phip gieo hat : theo phuong phdp A gieo
100 hat thay cé 80 hat ndy mdm, theo phuong phap B gieo 125 hat thay
¢é 90 hat ndy mim. Hay so sanh hiéu gua cta hai phuwong phap O miic
o = 0,05.

Gidi : Ta thdy & day n = 100, X =80, m=125Y =90, a= 0,05,
D(xy) = 1—%:0,975. Tra bdng gid tni cha ham phan phoi chudn
N(O ; 1) ta tim duoc xq = 1,96. '

Tinh gi4 tri cha |Z! trong (6.4) taco :

80 _ 9%
100 125

7} =
1, L )(80+9% (80490
100 125 JL 100 + 125 100 + 125
Ta nhan thiy |Z = 1,387 < xq = 1.96. Vay chdp nhén gia thi€t H,,
nghia 12 hiéu qua ca hai phuong phap 1& tuong duong.

= 1,387
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— Tiéu chuin mot phia :

. XY ‘s ca cy g

+ Néu = m thi dua vé bai todn kiém dinh gia thiét :

H, : p; = pp vOi K : p; > p, O mifc a.

Gidi : Day 12 gia thiét don va d6i thiét don. Ngudi ta ching minh
duge rang tén tai tiéu chudn d€ kiém dinh gia thi€t H, @ p; = P2 véi K ¢
p, > p, VA tiéu chuén nay dwgc phat biéu dudi dang :

Gia thigt H, bi bac bd & mitc o néu :

X Y

Z= -_— . n m > Xq (6.5)
L, L) (X+Y ), _X+Y
n m/ln+m n+m
Con néu Z <'Xq thi chdp nhan gia thiét H, ; trong d6 x¢ tra & bang gié
tri cia ham phan phdi chudn N(0 ; 1) sao cho ®(xg) = 1 — .

+ Néu < thi dua vé bai todn kiém dinh gia thi€t :
Ho.pl=p2V61K.p1<p26mfICOL.
Tuong tu nhu phin trén, ngudi ta cling chi ra duge rang t6n tai tiéu

chudn d€ kiém dinh gi3 thi€t H, : p, = p, v6i K : p; < pp va tiéu chudn
nay duec phat biéu dudi dang :
Gia thiét H,, bi bac bo § mifc o n€u
Y X

7 = m__1n > Xa (6.6)
_1_+l X+Y 1_X+Y
n mjln+m n+m ;-

Con néu Z < Xy thi chap hhan gia thiét H, trong do xq tra o bang gia
tri ctia ham phan phéi chudn N(O ; 1) sao cho O(xg) =1~ o

Vi du 6.6. Dé danh gid chat lugng san phim do hai nha mdy san xuat
ra, ngudi ta kiém tra nglu nhién 100 san phdm tir nha may I thdy ¢6 20
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phé’ phdm va 150 san phim tir nha mdy II thay ¢6 15 phé phdm. Hay so
sdnh chat lgng san pham ctta hai nhi may & mic o = 5%,

_ .,..X_ZO_ Y_IS_~ . X Y- e
_ G:a;.;—m--O,Z,E—TS—O—O.l.Tathay;>m.Tad1dén

bai todn ki€m dinh gia thist Hy:p =p,v6iK:p, > p; & miic o = 5%. Vi
o day o =0,05nén O(xy)=1-¢ = 0,95,

Tra trong bang gi4 trj ctia ham phan ph6i chuin N(O ; 1) ta tim duge
X(x = 1,65. :

TinhZ :
X_ Y |
= n m
G2
n m n+m n+m
_ 0,2~0,1
\/( 11 ]( 20 +15 )[1_ 20 +15 J
100 ~ 150 /\100+150 /" ~ 100+ 150
z=—2L_ _5om
» Jo,0020

Ta nhan thdy Z = 2,232 > Xoo = 1,65. Vay gia thiét H, bj bic bo,
- nghia la ty 1¢ ph€ phdm & nha may I cao hon ty 1é ph€ phdm & nha may II.
6.2.3. Kiém dinh v& trung binh

Gia sir (X, X,,..., X,) 12 miu ngéu nhién doc lap tir phén phéi chudn
N(a, 0'.2).

Kiém dinh gia thiét H_ : a = 4, v6i K : a # a, & mitc a..

Gidi : Ngudi ta ching minh dugc ring : t6n tai tiéu chudn dé kidm
dinh gia thiét H_ : a = a, v6i K :a#a, & mic a.

Tiéu chudn nay duoc phét bidy dudi dang say :

— Trudng hop o da biét _

Gid thi€t H, bi bic bd & mitc o néu :

7= | X-a, 10

(6.7
> > Xy (6.7)
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Néu IZI < X thi chdp nhan gia thi€t H, ; trong d6 x tra & bang gia tri

ciia ham phan phdi chudn N(O ; 1) sao cho ®(xq) = 1 m%.
— Trudng hop o chua biét : |
Gia thiét H,, bi bdc bd & mic o néu :
2= Bf_:;ﬁ}'_*/; > tg - (6.8)
S,(X)

Néu IZ} < ty thi chdp nhan gia thiét H,

. _
trong dé S’:‘z_(X) = ﬁ Z X; - X)2 cOn t thi tra bang nhu sau :
' Bt '

+ Néu n > 30 thi ty tra & bang gid tri ham phan ph6i chudn N0 ; 1)

sao cho ©(ty) = 1 — %.

+ Néu n < 30 thi ty tra & bang phan phdi Student véi n — 1 bac ty do
va mifc ¥ nghia o (bang gi tri tiéu chudn hai phia).

Vi du 6.7. Gia stt (X;, X,,..., X;) 12 miu nghu nhién doc lap ti
phan phéi chudn N(a ; 4) va X = 15, n = 100. Hiy kiém dinh gid thiét
H,:a=165v6iK:a=16,5dmic a=>5%.

Gidi : O dav ta biét o = 2, o = 0,05, n = 100, X = 15, theo cong thic

{6.Htacd:

IZt = 7.5

1X-a,)vn 115-16,51+100 _
'} - 2 -

Tra bang phan phoi chudn véi ®(xg) = 1 — %= 0,975 ta tim duogc
Xg = 1,96. Ta nhan thay |Z} = 7.5 > xo = 1,96. Vay ta bac bd gia thi€t H,,
nghia la trung binh a # 16,5.

Vi du 6.8. Sau mot dot hugn luyen, ngudi ta kiém tra ngdu nhién 15
hoc sinh véi két qua diém cho & bang sau :

X: 237 697661278656
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Gia sir X tuan theo phan phdi chudn dang N(a ; ad).

Hay kiém dinh gid thiét Hy : a = 6 v6i K : a # 6 & mitc . = 0,05. |

Gidi : (3 day & chua biét va n = 15 < 30, ta phéi ap dung cong thikc (6.8).
Tra trong bang gia tri tiéu chudn Student ta fim dugc (5% : 14) = 2,14.

Tinh trung binh méu : _

% = 24+3+7+6+9+7+6+6+1+2+7+8+6+5+6 _ 81 _
B 15 T 15

5,4
Phuong sai mau :
S:2(X) = le[z(z _ 542+ (3542 +3(7-54+56- 5.4)% +

+(9-54>+(5- 5,4')2 +(1-547+(8-544

77,2
=15 =

Tasuyra Sy(X) = /5,5 =2,35

_(5,4-6W15
2= e 0987

Ta thay 1Z| = 0,987 < tq = 2,14, Vay ta phai chap nhan gia thiét H,
nghia 1 trung binh a = 6.

* Tiéu chuin mot phia

e Néu X > a, thi ta dua dén bai toén kiém dinh gia thiét :

H,:a=a,v6i K:a>a, 0 mico.

Ngudi ta ching minh dugc rang ton tai tiéu chudn dé kiém dinh gia
thi€t Hy: a=a,vdi K:a> a,.

" Tiéu chuén nay dugc phét bi€u duéi dang :
— Trudmg hop o da biét
Gia thiét H, bi bdc bd & mifc o néu :

7= —»——'—"‘(X _ZO)J; > X

. (6.9)
trohg'dé Xq tra & bang phan phoi chudn N(O ; 1) sao cho D(xg) = 1 — .

Néu Z < X thi chép nhén H,.-
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- Trudng hgp o chua biét
Gia thiét H,, bi bac bd & mitc o néu : _
| . X-apn

(6.10)
s ¢

Néu Z <ty thi chdp nhan gia thigt H,, ;

n

ty tra nhit sau :

+ Néu n > 30 thi t, tra & bang gid tri hAm phan phdéi chuan sao cho
D(tg) =1 -

+ Néun< 30 thit, tra & bang gid tri tieu chudn Student (béng tiéu
chudn 1 phia) véi n — 1 bac tu do va midc ¥ nghia o

¢

¢ Néu X < a, ta di dén bai toan kiém dinh gié thiét :
Hy:a=a,v6iK:a<a,dmic o.
Ciing tuong ty nhu trudng hop trén, ngudi ta ciing ching minh dugc

rang : ton tai tiéu chudn dé kiém dinh gia thi€t H, : a = a_ v6i K ra<a,
va tiéu chudn kiém dinh dugc phit biéu duéi dang :

— Truong hop o di biét :
Gia thi€t H, bj bic bd & mifc o néu :
Z = &.“T’Q_@ > Xq (6.11)

Con néu Z < x4 thi chdp nhan gia thi¢t H,,.

X tra O bang phan phéi chudn N(O ; 1) sao cho ®(x4) = 1 - «
— Trudng hop o chua biét : |

Gia thiét H, bj bdc bé & mitc o néu :

(a, — X)\/_

S a (X)

Z= (6.12)
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Cdn néu Z < t, thi chdp nhan gia thi€t H, ;

trong d6 ty tra nhu sau :

+ Néu n > 30 thi ty tra & bang phan phéi chufn sao cho tD(ta) =1-a.

+ Néu n < 30 thi ty tra & bing gid tri tién chudn Student (bang tiéu
chudn mot phia) véi n — 1 bac tu do va mikc ¥ nghia a. ‘

Vi du 6.9. D€ kiém tra chat lugng san phdm cia mot nha mdy, ngudi
ta kiém tra ngdu nhién 20 sin phdm. Kich thuéc clia cdc san phdm la :

Kich thuée san phdm X;: 34,8 349 35 351 353

Tén s6 xuét hién n; 2 3 4 5 6

Hay ki€m dinh gi thiét : |

H,:a=35v6iK:a> 35 dmica=005.

Gi4 sir c4c quan sdt nay doc 1ap va c6 phan ph6i chudn N(a ; o9

Gidi : ‘ '

3 day o = 0,05, n = 20, & chua biét, ta 4p dung cong thic (6.10). Tra
bang phan phéi Student ta tim duge (5%, 19) = 1,73 (tiéu chufn mot phia).

Tinh : |
= 2x34,8+3x34,9+4x35+6x351+5x35,3
X =
20
X = 35,07

S22 = % [2(34,8 — 35,07) + 3(34,9 — 35,07)% + 4(35 — 35,07)" +
+ 6(35.1 — 35,07) + 5(35,3 — 35,07)") = 0,027

s' =./0,027 = 0,16 |

(X —aWn _ (35,07 - 3520

S 0,16

7= ~ 1,96

Ta thdy Z = 1,96 > ty = 1,73. Vay gia thi&t H, bj bdc bd ¢ mic « ;
nghia 1a a > 35.
6.2.4. So sanh trung binh ctia hal mu ddc 13p

Ta cén nghién ciu mot tinh trang’ X clia cdc cd thé trong hai ddm _
déng. Ta chon méu (X;, X,,..., X,) tit ddm dong I va mot mau (Y, Yo,
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Y,,) tir ddm dong II. Gia sir hai mdu nay doc lap va c6 phan ph6i chudn
dang tdng quat tuong tng N(a,, o’f) va N(az,o‘%), nghia EX = a;, EY =
a,, DX = crf,DY: c%.

Kiém dinh gia thi€t H : a,= a, véi K : a; # a; 0 mifc a.

Gidi : |

Ngudi ta chiing minh dugc ring : tén tai tiéu c;:hua'n dé kiém dinh gia
thiét H, : p; = p, v6i K : p; # p, va tiéu chudn nay dugc phat biéu dudi
dang sau :

— Truong hgp phuong sai DX, DY di cho trudc :

“Gia thiét H,, bi bac bo & mic o néu :

IX-YI

—_— > X
gt o2 >
ol .%,

n m

Codn néu 1Z} < Xy thi chip nh4n gia thiét H,, trong d6 X tra & bang
phan phdi chuédn sao cho O(xg) =1 — %.
— Trudng hop DX, DY chua biét ta phai gia thi€t DX =DY :
- Gia thiét H,, bi bac bd & myic o néu : '
1 X-YI
L >y
S l + ._1...
Vo m
Con néu IZI < ty thi chdp nhan gia thi€t H, ;

n _ m —
trong 46 8 = —— {Z X - X2+ (Y - Y)z}
i=i i=1

m-2

1Z) = (6.13)

IZl = (6.14)

te tra nhu sau :

+Néun +m > 60 thi ty tra & bang phan phi chudn sao cho ®(te) = 1 - %

+ Néu n + m < 60 thi 1 tra 0bang phan phéi Student véi n + m — 2
bac tu do vA muc « (bang tiéu chudn hai phia).
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Vi du 6.10. Gia sit (X, X,,..., X;) 12 mu ngdu nhién doc 1ap 1r phan
phéi chuidn N(a,, Uf) va (Y, Ya.., Yp) 13 miu ngéu nhién déc lap
phan phdi chudn N(ay, 62), X v Y 1a doc 12p. Biét rang X = 130, Y=
140, DX = 80, DY = 100, n = 40, m = 50. So sdnh hai ky vong EX va EY
dmic o =0,01.

Gidi : Ta di dén viéc kiém dinh gid thist Hy:a; =a, véi K 1 a; #a; vi
n + m =40 + 50 = 90 > 60, nén ty tra & bang phan phéi chudn sao cho
Dte) = 1 - %: 0,995 ta nhan duogc ty = 2,58.

Tinh gi4 tri 1ZI :

7 = IX-Y1 _1130-1401_
DX , DY \[_8.9_+£
n m 40 50 -

Ta thdy IZ! = 5 > ty = 2,58. Vay bac bo gia thi¢t H, : aj =a; vdi K :
a, # a, ; nghia la trung binh a,, a; 1a khidc nhau. |
Vi du 6.11. D€ danh gi chat lugng sdn phdm ciia hai nha mdy, ngudi
ta kiém tra ngdu nhién 7 sin phm ciia nha mdy I va 6 san phdm cla nha
may II. Két qua duge cho & bang sau day :
X | 157 103 126 145 126 138 11,9
Y | 123 137 104 114 149 126

Gia st X, Y déu c6 phan phdi chudn dang N(a,, 02), N(a,, 02) nghia
AEX =a,, EY =a,, DX=DY =¢".

Hiy so sanh hai trung binh cha hai miu d mic a =0,1. ~

Gidi : Vin+m =7 + 6 = 13 < 60. D€ dp dung tiéu chudn (6.14), ta
14n luot tinh cic dai lugng :

X =13,06, Y =12,55
@1 2 2 2 B 2
= 771157~ 13,06) +(103 - 13,06)% + 2(12,6 — 13,06)" + (14,5 — 13,06)
+(138 = 13,06) + (11,9 - 13,06 + (12,3 — 12,55} + (13,7 - 12,55)

+(10,4— 12,557 + (11,4 — 12,55)> + (149 - 12,55/ + (12,6 - 12,55)%]
$* = 2,89.
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Tinh iZJ :
IX Y 113,06 -12,551

—054
V_+_ J239 7 6

tra bang gid tri tiéu chudn Student ta cé 1(0,1 ; 11) = 1,796. Ta nhan thay
IZ1 = 0,54 < ty = 1,796.

Vay chdp nhan gia thi€t H,, nghia 12 kich thuéc trung binh ctia 2 méu
la nhu nhau.

Chit y : Khi nhan duge cé.c két qua thi nghiém 13 hai miu ngéu nhién .
déc 1ap (X}, ... X,) V& (Y}, Y,,..., Y,,) tir phan phdi chudn, nhung chua
biét gi vé phuong sai DX, DY, d€ so sénh dugc su bing nhau ca hai
trung binh EX, EY bang tiéu chufn (6.14) ta phai xét xem hai phuong sai
DX, DY c¢6 bing nhau hay khong. Muén vy ta phai g1a1 bai todn kiém

dinh gia thiét H, : DX = DY véi K DX # DY & miic c.
Gidi : Gia thiét H, bj bdc bd & miic o néu :

. ) Sn (X) (E B _ ) .
Z= S > fuing | 3-8 — L m -1 . (6.15)

trong dé foang (%—,n —1,m-~ 1) tra & bang phan ph6i Fvéin— 1, m — 1
bac ty do va mife a. -

Vi du 6.12. D€ dénh gid chat luong thic an cho gia sic, ngudi ta
kiém tra ngdu nhién 10 con lon dugc an théc n loai A va 12 con dugc an
thic an loai B. S6 liéu do duge su ting trong tmh ra kg v6i thoi gian 1
-thdng cho & bang dudi day :

— Thirc &n loai A :
X 3,4 3.5 3,7 3,9
‘| L2 3 4 1
— Thitc an loai B : _ _
Y; 32 3.4 3,6 -
my -2 2 8

Gié sir céic quan sdt X;, Y, doc 1ap va c6 phan phéi chudn véi EX = a,, -
EY = a, va phuong sai DX, DY chua biét. Hiy so sanh hai trung binh EX,
EY & mic o = 0,02.
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Gidi : _
Trudc hét ta kiém dinh gia thiét H, : DX =DY véi K : DX # DY
Tinh X = 3.6, Y = 3,5 va phuong sai mau SPA(X) = 0,0267,

SZ(X) 0,0267
$*2 vy =0,0255. Tk = =1 == = 1,05. Tra bang pha
= (Y)=0,0255 Tu dé suy ra Z S:E(Y) 0.0255 1,05. Tra bang phan

phoi F ta 0m dUgce fygng(001, 9, 11)=4,63. Ta thiy Z = 1,05 < fyang = 4:63-
Vay chdp nhan gia thiét H,, nghia 1a DX = DY, '

Bay gi®s ta tr& vé bai todn so sdnh hai trung binh. Truéc het ta tinh :
1 X-Y 1X-Y! nm(n + m - 2)
1Zi = = - = _—_—
s ‘ﬁ 1 Jm-Ds2e0+m-DSa) T
n m

3,6-13,5 10x12(10 + 12 - 2)
= ~ 1,45
- J9 x 0,0267 + 11 x 0,0255 _10+12 : _

_ Tra bang gid tri tiéu chuin phan phdi Student ta tim duoc
(0,02 ; 20) = 2,53.

Ta nhan thiy 1ZI = 1,45 <t = 2,53

Vay chdp nhan gia thiét H,, nghia 12 chat lugng cha hai loai thiic an
dé 1a tuong duong. |
6.2.5. So sanh hai trung binh clia 2 mau phy thude tis phan phéi chudn

Gid sif (X;, Xgpoms Xg) V2 (Y1, Yoo Yi) 18 B mau nglu nhién t
phan phéi chudn. X, Y 1a phu thudc. Hay so sinh hai trung binh EX va
EY d mica.

Dé giai quy&t van dé nay ta dua dén bai toan kiém dinh gia thiét H,:
EX = EY vé6i K : EX # EY & mic a.

D4 gii bai toAn nay ta tifn hanh theo cdc budc sau day :
- Tinh cic d;=X; ~ Y, i = Ln.

-
1 Il. ' 1 L] . 1| n (Zdl)z
d n;dlvhs n~1iz=;(d‘ dy = — l):“_; : -
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— Két luan : .
Gia thi€t H,, bj bdc bé & mitc o néu :

7] = 'd‘G"ma (6.16)
Sd

Con néu IZI < ty thi chdp nhan gié thiét H,, trong d6 ty tra & bang phan
phdi Student véi n — 1 bac ty do vA mitc o (bdng tiéw chudn hai phia).

Vi du 6.13. Cho miu quan sit d6i véi cép bién ngdu nhién X, Y nhu sau :
X2 4 717 2 5 6 .7 6
Y|8 4 10 5 8 8 9 9

Haéy so sdnh hai trung binh cGa 2 miu & miic a = 0,05.

Gidi : |

n=8,d =2-8=-6,d;=4-4=0,dy=7-10=-3,
dj=2-5=-3,d5=5-8=-3,dg=6-8=-2,d;=7-9==2

8
dg=6-9=-3,3d =-6+0-3-3-3-2-2-3=_22
. i=1

_22y? .
s2 = %(so - @-J =2,7857; Sy = 1,669,

ldvn | 2,75x 438
VaviZl = =2 a .
tylel=—¢ Lego =66

‘Tra bang gi4 tri tiéu chudn Student ta tim dugc (5% ; 7) = 2,36. Ta

thdy IZI = 4,66 > t, = 2,36. Vay béc bd gid thi€t H, nghia I trung binh
EX va EY 14 khéc nhau.

Tiéu chudn ndy c6 thé &p dung dé giai cac loai bai todn, vi du : cédn
dinh gid hi¢u qua cita 1 phuong phép tdc dong dén céc ca thé cha méot
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dam dong, hoac téc dong clia | loai thic an gia sic..., ma X, i = l,_n, la
k€t qua do lan thit nhat khi chua chiu tdc dong cha phuong phdp dé, hoac
chua cho an loai thitc an d6 va Y;, i = 1,n 1a két qua thi nghiém (kiém
tra) chinh cdc cd thé ndy trong ddm dong sau khi chiu tdc dong cha
phuong phip d6... Ngodi ra né con cé thé dp dung cho bai todn so sanh
hai dac tinh nao d6 clia 1 ¢4 thé trong ddm dong. Vi du » ning luc hoc
todn X va nang lyc hoc vat 1y Y ciia hoc sinh & khéi nao dé.

6.2.6. Tidu chun X? (khi binh phuong) kiém dinh vé phin phéi

Gid sir dai luong nglu nhién X nhan gid tri trong khéng gian S nao
d6. Ta chia khéng gian S thanh q phén rdi nhau, khéng nhat thiét phai

bang nhau §,, S,, ..., S8 uSu..us =8).

Gia sur (X, ..., X)) 1a miu quan sét d6i véi dai lugng ngiu nhién X.

Goi n, s6 cdc gia tri miu Xi cua bién ngdu nhién X roi vao bd phan
Sk.TaCé’ﬂ' +n2+...+nk=n.

Va py 1a xdc sust d€ mot gi4 tri x cha X roi vao bo phan S, (nghia 12

'pk=P[ﬂ) 1 X 1 Sk])

Hay kiém dinh gia thiét :
Ho i py = p{spy = P3veesPq = P
K:p #Pp},p; # P2, Py * P

¢ mic o, trong d6 cac p{ c6 thé la céc con s6, hoac c6 thé 1a céc phan

phéi da cho, ching han nhu phan ph6i chudn, phan phsi nhi thic, phin
phéi Poisson v.v.

— Trudmg hop cdc pf, i = 1,q 1a nhiing con s6. Ngudi ta ching minh
dugc ring : ton tai tieu chudn dé kiém dinh gi thiét H,.
Tiéu chudn duge phit biéu duéi dang :

Gia thiet H; bi bdc bd & mifc o néu :

0,2 2 | :
Z= i(_“ : F:pk_) =-n+ -‘356- > Cy (6.17)
k=1 Py k=1 DPg
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Con néu Z < Cy thi chap nhin gia thiét H,.. _
Cq 1a hing s6 tra & bang phan phdi x vdi q — 1 bac tu do va mic §
nghla .

- — Trudng hop céc p} la nhitng phan phéi da cho va gia sit py = py (0),

= (01, - 0)).
Trong truo‘ng hgp nay ta phai ti€n hanh cic budc sau :

+ Tim w6c luong clia tham s6 6 1a O (co thé ding phuong phép hop 1y
cuc dai).

+ Tinh uéc lugng ctia pl(8) : B = pl(H).
+ Két lugn :
Gia thiét H, bi bac bo & mic o néu ;-

Zii( - nBR) _ n+ﬁ:—>c {6.18)
k=1 npy k=1 npy
Con néu Z < C, thi chdp nhan gia thiét H,.
C'a tra & bang phan phéi xz véi q — 1 - r bac tu do va mic «.

Vidu 6.14; Gieo mot con xiic x4c 6000 14n. SG 14n xust hién cdc mat
¢6 86 chdm bang 1, 2, 3, 4, 5, 6 tuong img 13 :

S6 chdm |. 1 2 3 4 5 6
n ‘1045 942 1016 1064 988 945

C6 thé coi con xic xic do la xiic xéc that khong ? Nghna Ia x4c sudt
dé m&i mat xu4t hién bang < Cho a = 5%. “

Gidi : D& giai bai todn nay ta di dén kiém dinh gia thi&: :

1 1 1 1 1 1
Hoipi=g m=g-m=¢.Pa=g Ps=¢g:Ps= g

| SR
'K:pi#g,1=1,6. |
~ Theo gia thi€i n = 6000, n; = 1045, n, = 942, ny = 1016, n, = 1064,
ns = 988, ng = 945.

170



Tinh gid tri cha Z:

2
. 1
| 1045 - 6000 x —
7 [ ° xﬁ) , (942 - 1000)° (1016-1000)2

6000 x - 1000 1000
6
(1064 — 1000)> (988 — 1000)* = (945 — 1000)>
* Tooo " 1000 T 1000 12,91

Tra bang phan phéi khi binh phuong ta tim duge C(5% ; 5) = 11,07.
Ta thdy Z = 12,91 > Co = 11,07. Vay gla tlué't H, bi bic bo. nghia 1a con
xuc xic dé 1a xic xac gla

Vi du 6.15. Ngudi ta diéu tra ngiu nhién 1600 gia dinh c6 4 con. Két
qua cho & bang sau day :

S4 con trai trong mét gia dinh | 0 1 2 3 4
S6 gia dinh |11 367 576 428 118

Hay kiém dinh sy déng déin clia tap hop hai gi thi€t sau day 5 =0,05: -
' H, : “Xéc suit 3 mot tré em 12 con trai bing 1/2".

Ho : "Giéi tinh c4c tré em trong ciing 1 gia dinh ¢6 tinh d6c 1ap”.

Néu ta quyét dinh loai bé tap hop hai gi thi€t trén thi hay kiém dinh
su diing d4n cla gia thiét H & mic a = 0,05.

Gidi :

a) Ta hay kiém dinh sy dung dén cha hai gia thiét H, va H,.

Goi p,. i =0, 1,2, 3, 4, 1 xéc sust dé mot gia dinh 4 con c6 icon trai.
Theo c6ng thitc x4c sudt nhi thitc va gia thit Ho , H tacé:

Y Yt
pl=C:‘(§') (1'—5) =C115'I,i=0,1.2,3,4.

Vay gia thiét H, va H,, tuong dvong véi gid thi¢t H, :

S| i 3 1 1
Hoibo=1g P =7 B =5 P3 =P = 5"
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Ap dung tiéu chuan (6.17) tac6 :

7 =

(111 - 100)* , 367 - 400)° , 76— 600)* , (@428 - 400)?
100 T 400 600 400 -

, (18- 100)?
100

Tra bang phan phéi khi binh phuong ta tim duge C(5% ; 4) = 9.49. Ta

= 10,09.

nhan thdy Z = 10,09 > C, = 9,49. Vay béc bo gia thiét H,, nghia la tap

hop

2 gi thigt H,, va H, bi bdc bo.

b) Bay gi® ta kiém dinh sy ding dén cia gia thiét H" Trudc hét ta

gia sir xdc sudt sinh con trai l1a 9,0 <0 < 1. Duéi gia thi€t H thi xéc
suat dé trong gia dinh 4 con c6 i con trai bang p; = 9‘ a-e*1,i=0,
1,2,3,4.

Ta kiém dinh gia thi€t H,:
p,=Ciola-0*",i=0,1,2,3,4
— Ta udc lugng 0 bing céch sau : (phuong phap hop 1y cuc dai) '

Ix367+2x576+3%x428 + 4x 118 ~0.51
6400 o

Thay gié tri 6 = 0,51 d€ tinh cdc p; :

6 =

p, = CL(0,51)(0,49)*%,1=0,1,2,3,4. Tacd:
= 0057 P, =0,23; py =037 p3 =026 py = 0,07.

- Tinh gid trictaZ:
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- Z (n —npy)’ _ (111~ 962 , (367 - 384)° , (576 - 592)°
n

£, 96 ~ 384 592

(428 - 416) L@ 18 — 112)%
416 112

Tra bang phan phéi khi binh phuong ta tim dugc :
C(5% ; 3)=17.381.
Ta thdy Z = 4,18 < C, = 7,81. Vay chdp nhan gia thiét H,.

=4,18.
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Toém lai : Xdc sudt sinh con trai 14 0,5] va giéi tinh cha cdc tré em
trong 1 gia dinh cé tinh doc lap.
6.2.7. Tiéu chudn %7 (khi binh phuong) kiém dinh tinh dac |ap va tinh thuan nhat

a) Kiém dinh tinh déc lgp. Ta xét n phép thir doc lap, trong méi phép
thir c6 mét va chi mét trong cdc bién c6 A[, A,, ..., A, v2 mot trong céc
bién ¢ By, B, ..., B, xay ra.

D@t P(Aia Bj) = pij'; 1= i?; ; _] = L_v

Ta ¢6 thé viét ddy xdc suat nay dusi dang bang sau :

. B
A B, B, B, Téng
Ay P11 Piz Piv P,
Aj P21 P22 o Pay P2,
Ar ) Pr1 Pr2 Pry Pr,
Tdng P.| P.i P.v 1

v r '
- Tacd P(A) = 3 p;;, P(B) = ) p;; . D€ xét tinh doc lap clia A va B
j=1 i=
ta di d&€n bai todn :
Kiém dinh gia thiét :
I'I0 : P(Al Bj) = P(A|)P(BJ)
K :P(AB) = P(A)P(B) i=Lr

Gc,)i' Xij 1a s6 1an xudt hién bién c¢ tich A;B, trong n phép thir.
Ta c6 bang quan sét sau :

B B, B, B, | Téng
A _
Aq Xip | Xp2 Xiv | Xy,
Ay Xo1 | Xpp | Xov | Xa,
Ar Xrl Xr2 er Te
Téng X l' X, N n
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Ngudi ta chiimg minh duge ring : t6n tai tiéu chudn dé kiém dinh gia
thi€t H, : P(A;B)) = P(A))P(B)) véi
K : P(AB) = P(A)P(B)
Tiéu chudn dugc phat biéu dudi dang :
Gia thi€t H,, bi bac bo & mitc o néu :

XioX-j :

r v { 1] ] ; '
Z=nx2 D %% > Col(r —1)(v - 1)) (6.19)

i=l j=1 iere]

néu Z < Cq thi chép nhan gié'thié’t H,.

. Cq tra & bang phén phdl x vai (r - 1)(v - 1) bac ty do va mifc ¥
nghia o. .

Chi ¥ : — Tiéu chuédn nay dp dung t6t trong trudng hgp méiu lén.
» 2 ‘s . XioX-j
— DPam bao diéu kje_n 0 =35.

Vi du 6.16. D€ nghién citu sy phu thudc giita viéc chia hoc sinh céc
nh6ém dé day véi tinh trang kién thifc clia hoc sinh vé mon Thé duc, ngudi
ta chia 30 hoc sinh thanh 3 nhém. Nhém I gém cic em cé nang khi€u dic
biét ; nhém II gém cdc em hoc khd ; nhém III gém nhing em hoc luc
trung binh. Sau m6t dot hudn luyén, ngudi ta ti€n hanh kiém tra trén 30
hoc sinh & 3 nhém dé. K€t qua kiém tra dugc cho & bang sau :

[ [ oo [
_ 1 3 3 4 10
Nhém 1l 4 4 2 10
III 2 8 10

Téng 9 15° 6 30 -

Hay kiém dinh gia thi€t H, : "Su phan nhém theo trinh d6 hoc sinh dé
day d¢c lap vdi tinh trang kién thitc ciia hoc sinh” & mitc a = 0,05.

Gidi : Tra bang phan phéi khi bmh phuong ta tim duoc C(5% ; 4) = 9,49.
Tinh gia tri cla Z.
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r."o.

. 2
XX, 2 2
> [Xij‘ r ”) ' (3"1%9) (3"'10;015)
Z=nx EE‘ XK, | TTioxe T 10x15
__10><6)2 ( _9_><10)2 ( _15><10)2 (_6><10)2
(4 30 M) T30 "%
10x6 9x10 1510 6x10
- 2 2 2
(2_9x10) (8_15x10) (0_6x10_) |
+ 30. + 30 + 30 =74
9x1 T I5x10 6x 10 '

Ta nhan thdy Z = 7,4 < C(5% ; 4) = 9,49. Vay chdp nhan gia thiét H, ;
nghia 12 hai dac tinh A va B 1a doc lap. Piéu niy ¢6 nghia 1a viéc phan
chia nhém hoc sinh theo nhém cling trinh d¢ khong anh hwéng dén tinh
trang kién thifc clia hoc sinh. '

Vi du 6.17. Trong dim dong 6c sén rimg ¢6 hai dac tinh : déc tinh A
vé mau cba vd : c6 hai bién dang vang (A,) va héng (A,) ; dic tinh B la
s6 vach trén vO tit O vach dén 5 vach. Quan sit ngdu nhién 169 con &c
sén. Két qua duge cho & bang sau :

S6 vach
Min 0 L 2 3 4 5
Vang 35 6 13 32 4 25
Héng 14 2 121 16 0 10

C6 thé chép nhan hay khong gia thiét H, : "trong ddm doéng &c sén,

mau clia vé va s& vach trén vo doc 1ap v6i nhau”. Miic kiém dinh o = 0,05.

_ Gidi : S6 6c sén ¢6 1 vach va 4 vach qué nhd. Dé c6 thé sit dung tiéu
chudn khi binh phuong dam bdo do chinh xdc theo ¥ mudn thi &
X. X, -
% > 5. Vay trong bang s6 liéu & trén ta phai don 1 s3 cot vao 1 cot.

Vidu:cot1va?2,cot3vadthanh 1 cot, cuthéla:

S6 vach
Mau 0 1-2 3-4 5 Téng
Vang 35 19 36 25 115
Hoéng 14 14 i6 10 54
Téng 49 33 52 35 169
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Trong vidunayr=2,v=4,
Tra bang phéan phdi khi binh phuong ta tim duoc (5% ; 3) = 7,81.

Tinh gid tri cia Z :

‘_\.
)

»

49 x 115 \° 33%x 115\
3 - g5 19 -—%5
Z= 169 Wx115 T 3mx115
2 RN N2
(36_52x115] (25_35x115) (14_49x54
. 169 .\ 169 . 160
57 x115 335x%115 49 x 54
(14*33x54j2 (16_52><54J2 [10_35x54]2
. 169 ) 169 ) . 160
"33 x 54 52 % 54 35 x 54
Z =213

Ta nhan thdy Z = 2,13 < Cy = 7,81. Vay chdp nhan gia thiét H,,
nghia 12 mau clia vé con &c sén doc 1ap vdi s6 vach & trén vo.

b) Kiém dinh tinh thudn nhdt

Néu moét thi nghiém c¢é thé thuc hién duge trong nhing diéu kién
khic nhau thi né xdc dinh cic phép thir khac nhau : G, Gy, ..., G, (cac
quy luat x4c suat clia cdc phép thir dé6 khac nhau mot cich tién quyét).
Vian dé dat ra 13 tim xem cdc xdc sudt ciia mot hé s kién ddy di A, A,,
.- A, ¢6 nhu nhau trong v phép thir, tic 12 ki€m dinh gia thiét.

H, : "xdc suat p;; cha bi¢n c6 A; trong phép thu G; la

1 s6 p; khong
phu thudc vao )" ; .

hoac ta con xét sy thudn nhat cha nhiéu tap con. Xét ddm dong Q céc
cd thé c6 cdc bién dang A|, A,, ..., A, clia mot diic tinh A v mot phép phan
hoach dam dong Q thanh v dam déng nho Q, Q,, ..., Q,. Trong cdc ddm
dong Q,, Q. ..., Q, dugc goi la thudn nhat dsi véi dac tinh A néu viéc
khao sdt dac tinh d6 khéng cho phép ta phan biét dugce cdc dam déng nho.

Chdp nhan hay bac bo sir thudn nhat ctia Q tic 12 kiém dinh gia thiét
H, : "Xéc sudt p;; cha céc ca thé ¢6 bién dang A, cia dac tinh A trong
ddm dong Q; 1a mot s6 p; khong phu thuge j°.
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ac tinh A va'B. Chia A thanh r mifc

Mot céch tdng quét, ta xét hai d
- BV' K}” hléll P(Ai, Bj) = pij’ 1= 1, r;

Agr Ags o Ay va B thanh v mifc By, ..
j=1v. |
Gia thiét H,vé sy thudn nhét déi véi Bla:

H,:p11 =Pi2= - = P voik:py#Pp* - #Pwi= LI

Pri =Pz = = Prv
Kiém dinh gia thiét H, & muc .
kiém dinh gia thi€t H, nhu sau

+

Ngutﬁ ta ciing tinh duge tiéu chuén dé

. gia thiét H, bi bdc bd & mifc o nél :
XX T

v_n /o> (6.20)

.

Con néu Z < Cq thi chip nhan gia thiét H,, |
r— 1)(v — 1) bac tu do va mic . Ta

Cq tra & bang phan phi 2 véi (
41 giong nhu 1

nhan thdy 10i giai cla bai todn kiém dinh tinh thuén nh
gihi cha bai todn kiém dinh tinh doc 14p.
Xét trudng hgp dac bigtr=v=2..
Gia thi€t H, bi bac bo & mic & néu
(ad — b(:)2 :
= . > Cq (1 6.21
Z=0X o0 + da + b)e + d) a () (6:21)

\FA - B B, B, Tong N
A, a b a+b

F A, c d c+d

L Téng a+c b+d no |

Cy(1) tra & bang phan phdi xz 1 bac tu do va mic a.
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Vi du 6.18. Dé nghién ciru hiéu qua ctia mot phuong phép dicu tri
m&i, ngudi ta chia bénh nhan lam hai nhém. Nhém I chira theo phuong
phap cii, con nhém II chifa theo phuong phip mdi. Dung céc tiéu chudn
x4c dinh ta c6 $hé chita qud trinh phat trién bénh ra lam hai loai : nang ‘
thém va nhe di. K&t qué theo d&i dugc cho & bang sau :

Nang thém Nhe di Téng

Nhém I 270 220 490
Nhém II 120 210 330
Téng 390 430 820

So s4nh hai phuong phép diéu tri d6 & mic o = 0,05.
Gidi : Tra bang phan phéi khi binh phuong ta tim duge C(5% ; 1) = 3,84

820(270 x 210 — 220 x 120)?

390 x 430 x 490 x 330 27,76

‘TinhZ =

Ta nhén thdy Z = 27,7 > Cq = 3.84. Ta bac bo gia thiét H,, nghia la
ty 1& khoi bénh cla 2 phuong phap diéu tri khic nhau. Ty lI¢ khéi bénh
diéu tri theo phuong phdp méi cao hon phuong phap ci.

Chit 3 : Néu mot s6 cdc X;; trong bang 1a qud nhd, sir dung ti¢u chudn
+> khong chinh xic, ta thay nd béng tiéu chudn sau day :

B, B,. Tong

Ay Xil X2 X,

A, X2 X2 Xa,
Téng X, X, n

Gia thiét H, vé tinh doc lap ciia A, B (hoac tinh thudn nhat ctia 2
nhém con A, A,) bi bic bd & mic o néu :
| X ! XX, !X, ! o

p _ — 6.22) -
gl, Xy =8&nl= Zn.gutgurgz,!gzz (6.22)
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trong téng trén ta 14y céc gid tri £, nhu sau :
Néu X, X5 — Xj5Xy; < 0 thi 1oy cdc gid tri &y < Xy
Con néu XXy — X,2Xs, > 0 thi ldy gid tri &, 2 Xy .
Con cic &5, &y, &y duge xdc dinh bdi céc dang thic sau :
En+En=X b tér =X bu bttt =0
" “Vi du 6.19. Trong mot nha mdy, ngudi ta diing hai loai mdy dé san

xuft, trong mot khoang thdi gian da cho (chdng han 1 nam), ngudi ta c6
cic két qua sau day doi véi sd tho lam viée trén cdc mdy dé.

Bi tai nan Khong bi tai nan Téng

Loai 1 5 245 250

- Loai2 1 299 300
Téng 6 544 550

C6 thé k&t luan 12 moét trong hai loai may it nguy hiém hon loai kia
khéng ? Cho o = 0,03.

Gidi :

Ta chon gia thiét H, : "Su nguy hiém cta hai loai may 1a nhu nhau”
néi cdch khic dam dong nho gém céc thg 1am viéc trén hai loai may do,
thudn nhat véi dac tinh bi tai nan.

Xét tich Xy Xy — X2Xp; =5 %299 - 1 245>0

Khi tinh téng cdc x4c suit trong (6.22) ta 14y gid tri cha & = 5, tic 12
gid tri 5 hosc 6 (chi c6 thé 12 2 gid tri d6 thoi, vi t6ng & cot thit | bing 6).

6154412501300!

Vay  PIXy1=31= 555151245111299! =0,0628
1 | 1 \
6154412501300! _ ¢ e

PIX11 = 61= 5557612441013001
Vay PiX 2 &) = PIX,, = 51+ P[X,; =6]=00714.
i % _ 0,025, Ta thay P[X,, > &,] = 0,0714 > % = 0,025.
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Vay gia thi€t H, duoc chdp nhan, nghia 1a ta khong thé quyét dinh
cdm dung loai mdy th{ nhat hoic 1a nén dang loai mdy nao.

6.2.8. Tiéu chuan Wilcoxon kiém djnh tinh thuin nhit cda hai miu déc lap

Tiéu chuan ndy kiém dinh tinh thuin nhat cla hai mau déc lap (X,
Xowew Xp) va (Y, ..., Y,,) v6i gia thiét X, Y doc 1ap va c6 phan phéi lién
tuc. Tiéu chudn ndy thudmg diing trong nghién ctru tam 1y, x3 hoi hoc,
khoa hoc gido duc v.v.. ~

Bai todn dat ra nhy sau : Gia s& X ¢6 ham phén phéi F;(x) vd Y ¢6
ham phan phéi F,(x) ; F 1(x) va F»(x) 12 lién tuc.

Kiém dinh gia thiét : H,, : F|(x) = F5(x) & mic a.
| K : F(x) # F5(x)

Nam 1945, Wilcoxon di tim duge tiéu chudn dé kiém dinh gia thiét
trén H, nhur sau ;

a) Truong hgp kich thuée n, m < 25 .

Dé ki€m dinh gia thiét H, v6i d6i thi€t K ta tién hanh theo céc
budc sau : '

— Dén hai mdu X va miu Y thanh mot miu chung va sip xé&p chiing
theo thit tr tang déin.

Gia sir kich thudc cha mau X nhé hon kich thuée clia miu Y, nghia la
n<m (Néum < n thi lai thay Y; cho X,). Ta goi W la t8ng céc chi s thu
tr (dugce goi 1a hang) cha céc quan sét X; trong miu chung.

n{n +m+ 1) vaDW = nm(n+m+1)\
2 12

— Tim diém tieu chudn trén W, va diém tidu chuin dudi W 4y6i theo

cong thic : '

Ta tinh dugc E(W) =

Wien = +m+ ’n— W,

trong dé :
. . s - o o
Wiuei{Q ; n ; m) tim trong bang gi4 trj cha ham QveiQ= 3
- Két luan : . _
Néu W < Wiy hodic W > W, thi bdc bd gia thiét H,. *
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Nguoc lai, Waysi < W < W e, thi chép nhan H,.

Vi du 6.20. Kiém tra ngdu nhién 6 hoc sinh & 1
sinh & 16p thit hai bang 1 bai thi todn. K&t qua cho & bang sau
X |15 23 25 26 28 29
y | 12 14 18 20 22 24 27 30

Xét xem 16p nao dat khd hon. Cho mic kiém dinh o = 0,05.

Gp thir nhat va 8 hoc

Gidi :
Goi F(x) 1a ham pha‘n phoi ¢
kiém dinh gia thiét: '
H,:Fix)= Fy(y) v6i K : F,(x) # F2(y) & mic o = 0,05.
Ta d6n 2 miu vao 1 mau chung va sép x&p ching theo thd 1y tang dén :
1)y @) 3 @& 6 © D 8 (9 (10 AH d2) (13) (14)
18 20 22 23 24 25 26 27 28 29 30

fa X, F5(x) 1 ham phan phdi caa Y. Ta

12 14 15
Tac6W=3+7+9+10+12+13=54
Tra bang giélricﬁah‘avaéia:0,0S.n:G,m=8
ta cé Wduéi(0,0ZS 1 6;8)=29.
Wt,én=n(n+m+1)—Wdu6'-1=6(.6+8+1)—29=

y chép nhan gia thiét H, nghia 13, phan bd
hau.

61

Ta thay 29 < W < 61. Va
tinh trang ki€n thitc cba hoc sinh vé mon toén clia hai 16p 12 nhu n
+ Tieu chuén mot phia @ ' |
~ Néu xu the X <Y,nghiala F
dinh gia thiét:
H,:F, )= Fy(x) véi K : Fl(?;) > B,(x) & miic o.

1(x) > Fa(x) thi ta di d&n bai todn kiém

Loi gidi - Gia thi€t H, bi bac bo & mic o néu W < Wy
_ Néw xu thé X > Y, nghia 1 Fy(0) < Fy(x), thi ta dua v& bai to4n
kiém dinh gi thiét Hy : Fi(x) = F(x) Vi K: F,(x) < Fp(%)-
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Laoi gidi - Gia thiét H, bi bac bd & mifc o néu :
W 3> W, ; trong d6 Wy, =n(n +m+ 1) - Wausi
b) Truong hop kich thudc mdun, m > 25 .
Vi W ¢é phan phdi nhi thirc nén theo dinh 1y giéi han trung tam cba
k - E(W)

~DW

Laplace ta c6 P[W < k] » q:{ ] v6i n, m 16n. O(x) 12 ham phan

phdi chudn N(O ; 1). |
Tiéu chudn kiém dinh gid thiét H, : Fj(x) = Fx(x) véi K : Fi(x) #
F,(x) gi6ng nhu trudng hgp a) nhung W, duge chon nhu sau ;

n(n+m+1)—1_xJnm(n+m+1):]
2 7 12

Wayei(Q 3 n;m) = [
trong d6 [a] 13 phdn nguyén cua a.

X tra trong bang chudn sao cho ®(xe) = 1 - %.

Con trong trudng hop tiéu chudn 1 phia véi d6i thiét
| | K:F>FBhx
hoic K : F;(x) < Fy(x) thi xq tra trong bang phan phéi chudn sao cho
F(xg) =1 — 0. | |

Vi du 6.21. Gia sir cho 2 miu (X, ..., Xp) va (Y5, ..., Y,,) doc lap ¢
kich thude n = 40, m = 50. Hay kiém dinh gia thiét :

| H,: F(x)=F,x) vdiK: F (x) # F,(x) ¢ mic o = 0,05. -

 Gia sit W = 1800. | "

Gidi :

o = 0,05 ta suy 1a D(x,) = 1 - % = 0,975. Tra trong bang phan phdi
chudn ta c6 xg = 1,96.

Tinh W g, nhu sau ;

' (40 + 50 + 140 -1 40 x 50(40 + 50 + 1)
W i =[ ) ) . —1,96\[ P

= 1578
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"e“ =(m+n + 1)n — Wy, 4 = (40 + 50 + 1)40 — 1578 = 2062.
Ta thay Wy = 1578 < W = 1800 < W, = 2062
Vay chap nhén gia thiét H,,. |
. Tleu chudn Mann — Whitney (nam 1947) :

Mann—Whntney gidi bai todn kiém dinh gia thiét H, dua trén théng ke
U. Ta van gia thiét kich thudc n < m.

n(n +1)

D_:fitU=nm+ - W

nm(n + m + 1)
12 ’

Ta suyra EU:% va DU =

Gia thiét H,, bi bic bd & miftc o néu :

nm
U-—
2

\Fm(n s+ m+ 1)
12

Con néu IZl < x thi chap nhan gia thiét H,,.

1Zl = > Xg (6.23)

Chii ¥ : Néu trong miu cé mot s quan sat trang nhau, dé dam bio do
chinh xdc thi cdc gid tri tring nhau trong cing 1 doan dugc gén cing |
hang bing s6 trung binh cha cdc hang ctia ching. Trong bi€u thic cla
phuong sai chia W hoic phwong sai cia U tw di 1 luong

2K K= P -1 , 114 86 céc gid tri tring nhau trbng cung 1 doan.
n+m-—1" 12 o
2K 12 téng s6 trong cic doan khéc nhau.

Vidu : Cho méu :

22233 4444 5 6 17789

mau trén cé 4 doan c6 gié tri trung nhau.

3 -3 _2-2
12 =2 1—2,K2— T

4 - 3 -3
> 4 _5.1,=3, Ky ="~ =2

K=K, +K,+K;+K;,=2+05+5+2=95

11=3;Kl=

=05;

l3=4,K3=

183



6.2.9. Tidu chudn Wilcoxon kiém dinh tinh thuin nhat cda hai miu phu thuée

Gia sir cho hai méu ngdu nhién Xi Xgoeors Xp) va (Y], Y., Y, X,
Y la khong doc lap, cé phan phéi lién tuc vi phan ph6i clia né ¢ tinh
chat déi xing, nghia la ; _ o
"PIX<c-x)=P[X2c¢+x] _
Vi du : Trong nghién ciu vé gido duc, cdc quan sdt X; c6 thé duge
xem nhu két qua 14n do tha nhét ciia dac tinh A cla cdc c4 thé : con Y; 1a

két qua do ciing dac tinh d6 trong Idn do thit hai.

Gia thi€t H, : "X va Y ¢6 phan bé nhy nhau".

Ta ¢6 the viét duéi dang H,:PIX<Y]=P[X>Y]

Dat Di = Yi - Xi' Cac cﬁp (Xi’ Yl) ma Xi = Yi thi khﬁng duc_!c ké o1,
Goi m s6 cédc cap (X;, Y;) ma X;=Y;, (m<n).

Ta sap xé&p céc ID),i=1m theo thi ty tang dén theo do 16n. ID,l nhod
nhat duge gin hang 1, sau dé 1a hang 2, ... va s cusi cung la hang m.
Néu ¢6 1 s cdc ID|l tring nhau thj nhiing s6 d6 dugc gin cing 1 hang 1a
s trung binh cia céc hang cda chiing. | '

Sau d6 méi hang dugc mang d4u "+" néu itng véi .Di > 0 va ddu "-"
néu dng véi D;< 0. Gia thiét H, duot viet Lai :

H,:P[D,>0] = P[D;< 01, (ttc 13 s6 trung vi béng 0),
hodc c6 thé viet dang tuong duong :

H, : "s6 trung vi cha D, = 0"

- Bai todn kiém dinh gia thiét dwoc phat bidu nhu sau ;
Kiém dinh gid thiét H, : P[D;> 0] = P[D;< 0]
K:P[D;>0]=P[D;<0]
0 mic o
Ky hi¢u R; 1a hang clia IDyl va T 1a téng cda cic hang R; ctia cic ID||

ma D, >0, nghiala T = > R;.
Di>0

Wilcoxon da tim dwoc tieu chudn dé kiém dinh gia thiét H, véi d6i
thi€t K & trén. ‘ :
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A
9,509

Tiéu chuan dugc phét biéu duéi dang :
a) Truong hop m < 20

Gia thiét H,, bi bic bd & mifc o néu :

T< W, hoicT>W (6.24)
2 =3 :
con W, <T <W , thi chap nhin gia thi€t H,, trong d6 W, , W tra
1.__.. —_ —_—
2 2 2 2

@ bang tiéu chudn Wilcoxon véi m < 20.

¢ Tiéu chuan mot phia :

~.Néu X, ¢6 xu the€ troi hon Y, thi ta dua vé bai todn klém dinh gia

thiét :

H, : P[D; > 0] = P[D; < 0]
K : P[D, > 0] < P[D; < 0], & mifc .
Loi gi&i :
Gia thiét H, bi bdc bd & mic o néu :
T < Wqy (6.25)
—Néu Y; ¢6 xu thé ﬁ@i hon X; thi ta dua vé bai todn kiém dinh gia thiét
H, : P[D; > 0] = P[D, < 0] |
K : P[D; > 0] > P[D; < 0}, & mifc a.
Loi gidi :
Gia thi€t H, bi bac bd & mic o néu :
T>W,_q« (6.26)
b) Truomg hop m > 20 |
Ta nhéan xét sau : Phan phéi gigi han ctia théng ke T khin —» l?.t

phan phéi chuin (xem trong [3])

V1 vay khi tim tiéu chudn kiém dinh gia thiét :
H, : P[D;> 0] = P[D; < 0]
K : P[D; > 0] # P[D; < 0], & mic o, ta chon :
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W = m(rr; U Jm(m + 12)4(f2m)+ 1) 6.27)
m{m + 1
WI—U. —_ ( 2 ) - Wa

trong dé x, la sé;ga & bang phan phéi chuén sao cho @ (xg) =1- %.
Gi thit H, bi bic & & mic o nél : i
T<WghoacT> W, _4
» Tiéu chuin mot phia :
— Bai toan kiém dinh gia thiét
H, : P[D; > 0] = P[D;< 0]
K : P[D, > 0] < PID; < 0], & mifc .
L&i gidi : Gia thiét H,, bi bac bb & mic o néu T < We.
— Bai todn kiém dinh gia thiét :
H, : P(D; > 0] = P[D;< 0]
K : P[D; > 0] > P[D, < 0], & miic .
Loi gidi -
Gié thi€t H,, bi bac bd & mic & néu :
T<W_q

Vi du 6.22. Dé dénh gi4 viéc tuyén truyén van doéng sinh dé c6 ké
hoach, ngudi ta phdng vén ngiu nhién 12 ngudi bing 1 cau héi dinh san.
Sau d6 m& mét dot hudn luyén vé ndi dung nay. Cudi dot huan luyén,
ngudi ta kiém tra 14n thi hai cling trén 12 ngudi ndy. K& qua hai ldn
kiém tra dugc cho & bang sau :

SC‘)'TT‘ 1 g8 9 10 11 12

2 3 4 5 6 7
PDiémKTlanI {3 8 5 4 2 1 6 7 1 3 4 2
PiémKTl4n2.| 4 8 6 2 6 3 6 10 6 10 7 8
Hiéu s6 diém 1 0 1 —2 4 2 0 3 5 7 3 6
Hang R, 1,5 1,5 35 7 3,5 55 8 10 55 9
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T=15+15+7+35+55+8+ 10+5,5+9=5135
m = 10, « = 0,05 ;Wl_a=44suyraT>W1_a
Vay béac bo gia thiét H, ;
1a dot huin luyén dé c6 két qua lam ¢

hoc vién vé vén dé k& hoach héa gia dinh.

nghia 1 diém dot hai cao hon dot mot, tic
huyén bi€n dédng ké nhan thic cha

Vi du 6.23. Vo ddu nam hoc gido vien, kiém tra trinh do ngit phap

cia hoc sinh bing mdt bai chinh ta. Sau
sinh vé van dé d6 trong mot thing. Hel
1am bai kiém tra dot hai. K€t qua hai ldn kiém tra

d6 gido vién luyén tap cho hoc
dot hoc, gido vién cho hoc sinh
duogc cho @ bang sau :

.
STT 186 16i1an 1| S616i14n 2 | Hiéuss D; |Hangctia D | R
1 7 0 =7 25 25,0
2 8 2 -6 23 -23,0
3 6 2 -4 16,5 16,5
4 4 5 1 2.5 2,5
5 2 4 2 7.5 7.5
6 5 3 ) 75 15
7 3 1 -2 7,5 ~1,5
8 10 4 -6 23,0 ~23,0
9 8 5 -3 12,5 12,5
10 7 2 -5 20,0 -20,0
11 6 4 -2 7.5 =15
2 10 5 -5 20,0 20,0
13 3 3 0 o
14 1 4 3 12,5 12,5
15 5 1 4 16,5 16,5
16 g 0 8 26,0 26,0
17 7 4 -3 12,5 ~12,5
18 6 4 ) 7,5 1.5
19 4 5 1 2.5 2,5
20 10 6 4 16,5 16,5
21 9 7 2 7,5 1,5
22 0 3 3 12,5 12.5
23 5 6 1 2.5 2,5
24 7 2 -5 20,0 ~20,0
25 /8 2 -6 23,0 ~23,0
26 3 4 1 2,5 2.5
27 5 9 4 16,5 16,5 |
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Xét xem dot husn luyén ngit phdp c6 hiéu qua tot khéng ? Cho a. = 0,05. .

Giai :

Ta dua vé kiém dinh gia thiét H;:P[D,;>0] = IP[Di< 0]
- K : P[D; > 0] < P[D, < 0]

-Tinh gidtricha T ;

T= ) R; _25+75+125+25+125+25+25+165 59
D;>0

m = 26, a. = 0,05. Tra bang ta tim duoc xy = 1,64,

Wy = ~ 110,93

26Q26+1) 164 J26(26 + D52+ 1)
4 24

Ta thay Wy > T = 59. Vay bac bd gia thiét H,, nghia 12 s& 1i chinh
ta dot kiém tra ldn 2 it hon 14n 1. Vay dot hudn luyén c6 hiéu qua t6t.

6.2.10. Tiéu chudn Conmdgordp (ki€m dinh vé phan phoi)

Tieu chudn nay gidp ta tim duoc ham phén phdi F, trén co s& méu

ngau nhién (X, X,,..., X,) da cho. Tim F_ bing cich kiém dinh gia thiét :
H, : F(x) = F,(x)
~Bay gio ta phét biéu bai todn nhu sau :

Gid str (X, X5,..., X,) 12 mﬁu ngau nhién tir phan phdi F(x). Ham
phan phdi mau cha X 13 Fﬂ(x) = ? y —00 < X < +o0 trong dé m 1a s& cédc
X, < X, n kich thudc miu.

~ Gid sir F,(x) 12 ham phan phéi Iy thuyét ciia X.

Hay kiém dinh gi4 thiét :

H, : F(x) = F,(x)
K :F(x) #F (x)
Véi gia thiét F (x) 12 ham lién tuc :

batD = sup IF, (x) — F(x)!

RO X <400
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Comogondp chiing minh duoc :

lim P[vnD,(x) < x] = Z (—D*e 2%~ K(x)

n—»o0
Gi4 tri ham K(x) dugc cho 0 phﬁn'Phu luc.
Tiéu chudn kiém dinh gia thi€t H, dugc phét biéu dang :
Gia thiét H, bi bac b6 & mitc o néu :
VoD, > C, (6.28)
trong d6 Cq tra trong bang gié tri cia ham K(x) sao Icho K(Cy)=1—-a

Néu n < 100 c6 thé sit dung biéu thiic (6.2) trong bing théng ké todn
Bonsep L.N va Smiécnép N.V (Nha XB.M.1965) dé tinh Dy sao cho
P[D,(x) > Dyl = o

Trong thuc hanh; dé tinh D, ta sir dung céng thic sau day :
D,= max(D;,D+) '

il

trong d6 : D} = max (— - B (X )) = mix(Fn Kis1)) — B X))
Zi=n.

I<i<p
- -1

X(l) << X(Z) < .. X(I‘l) 14 'mﬁu thfr [u dlI(_‘.o’c lap tif (Xl’ Xz,..., Xn).

Vi du 6.23. K&t qua do 1000 chi tiét mdy, dugc 1am trdn véi d¢ chinh
xdc 0,5mm vi dugc cho & bang sau day, trong d6 n; 12 tin s6 xuat hién
X;)- Hay dung tieu chudn Conmogordp dé kiém dinh gié thiét :

H, : "phan phéi clia cic quan sét 1a phan phéi chudn N(100 ; 25 ; 1)".

i X 0 : X I
1 98,0 21 1 6 100,5 | 201
2 | 985 47 7 10,0 | 142
3 99,0 87 8 101,5 | 97
4 99,5 | 158 9 102,0 | 41
5 1000 | 181 10 | 1025 2
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Giagi : Dat Y = —X—EQQ

JDX

Néu X ¢6 phan phoi chudn N(a ; 6°) thi Y ¢6 phan phoi chudn N(O; 1)
vay ta c6 thé gia thi€t : .

2

O(X) - \/'_ Eooc 2 du . |
Xsc dinh him phan ph&i mau :
FoXy) = (Zn +0,5n;)

Xay dung bang :

1 225 | 0p123 | 00105 0,0018

2 ~175 | 0,0401 | 0,0445 -0,0044

3 ~1,25 10,1056 | 0,1115 -0,00059

4 2075 | 02266 | 02340 -0,00074

5 -0.25 0,4013 | 0,4035 —0,00022

6 +0,25 0.5987 | 0,5945 0,0042

7 0,75 0,7734 | 0,7660 0,0074

8 1,25 08954 | 0,8855 0,0089

9 1,75 0,9599 | 0,9545 0,0054

10 2.25 09877 | 0,9875 0,0002

Khi d6 D,(x) = lmaJl(O IF(Xeiy) — F,(Xq) = 0,0089 va
<ig

JHDH(X) ~ V1000 x 0,0089 = 0,281 ; Coq; = 1,63 ta thiy

(3’
JaD, = 0,281 < Cq = 1,63. Vay ta chip nhan gid thiét H,.
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6.2.11. Tiéu chudn Conmdgbrép — Smiécndp kiém dinh tinh thuan nhét cla
hai mau

Cho hai miu ngdu nhién doc lap (X, X5...., X)) va (Y, Yy...., Yp)
Ham phan phéi ciia X 1a F,(x), clia Y 1a F,(x)."Gid thié¢t X, Y la doc lap ;
F|(x), F5(x) 12 ham phan phdi lién tuc.

Hay kiém dinh gi thiét :
H, : F;(x) = F5(x) v6i K : F|(x) # F,(x) & muc a.
Pat DI = sup IF () — Fpp(®)l .

=00 X<+

trong d6 Fy,(x), F,,,(x) la phan ph6i méu cia X, coa Y -tuong tng. V6i
gia thiét H,,, Smiécn6p ching duge rang :

1
. nm )2 _« B
S IR

Do d6 véi n, m da 16n ta c6 thé tim X sao cho :

. 1
nm )2 ..+
P{(n-},m) Dnm>xa:\=01.

S6 xq tra & bang gia tri ciia ham K(x) sao cho K(xg) =1 — .

Vay tiéu chudn kiém dinh gia thiét H, 1a :
Gia thiét H,, bi béc bd & mifc & néu : |

nin 2 .
(n+m] Dum > Xa

néu c6 dau bat ding thitc nguge lai thi chap nhan H,,.
X tra & bang gid tri cia ham K(x) sao cho K(xy) =1 - a.

Vi du 6.24. Hai mdy cdng sin xut ra mot loai phu ting. D€ kiém
dinh gia thi€t H, : "ca hai mdy d6 cho ta cic phu ting cing loai” (¢6 cling
do chinh xdc vé kich thudc). Ngudi ta chon trong mdi dém san phdm cua
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méi mdy 60 phu ting va két qua kiém tra kich thu6c cha mbi loai duge

cho trong bang sau day. Hay kiém dinh gi thi€t H, & mic « = 0,05.

S6 cdc |. S8 cic _
X X, <x | Y,<x F i, (x) Fom(X) IFja(X) — Fy (O |

71,95 1 0 0,1067 0 0,0167
72,11 i 1 01067 | 0,0167 0,0000
73,12 1 2 0,1067 | 0,0333 0,0166
72.54 46 52 0,7667 | 0,8667 0,1000
72,55 46 56 0,7667 | 0,9333 0,1667
72,56 49 57 0,8167 | 0,9500 0,1333
72,58 51 57 0,8500 | ©0,9500 0,1000
72.59 57 60 0,9500 1,000 0,0500
72,70 58 60 0,9667 1,000 0,0333
72,72 59 60 0,9833 1,000 0,0167
72,73 60 60 1,000 1,000 0,0000

Gidi : Nhin trong bang s6 liéu ta thay trong ¢t F,(x) - F, . (x) cd s6
0,1667 12 16n nhat. Vay D, = 0,1667.

Tirdésuyra:

| nm 2 s
[Mm) D’ =09130

Tra trong bang gid tri clia hAm K(x) ta tim dugc xq = 1,36.

1

. nm (2 .« . kv 1
Ta thay [m] D,, < Xq = 1,36. Viy ta chdp nhén gia thi€t H,,

nghia 1a “kich thudc cia cdc sin phdm do hai nha mdy san xufit ra la
nhu nhau”.
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13- LTXSVTK

Bal 14p chuong V1

Dot kiém tra sifc khoe ciia tré em & nha tré, ngudi ta khim ngiu nhién
100 chédu thdy cé 20 chau ¢6 hién tuong coOi xuong do suy dinh
dudng. Goi p 12 xéc suat d4é 1 tré em méc chiing bénh cdi xueng. Hay
kiém dinh gia thi€t Hy : p = 0,13 véi K : p# 0,15 & mic o = 5%.

TU 1¢ phé phdm trong mot ki¢n hang dugc ghi 12 0,02. Kiém tra ngiu
nhién 480 san phdm tit ki¢n hang.thdy c6 12 phé phdm. Hoi ty 1 phé
phim ghi trén kién hang c6 ding khong ? Tai sao 7 Cho mic kiém
dinh o = 0,05.

. Ngudi ta can ngiu nhién 10 tré em hai tdi. K&t qua duge cho & bang

sau (tinh ra kg) :
| Khéi huong X ‘ 123 125 128 130 135

Tamssn, | 1 2 4 R

Gia sir cac quan sat X; c6 phan phoi chudn N{a ; o%). ¢ chua biét. Hay
kiém dinh gia thi€tHy:a=12véi K a# 12 & miic 0,05.

. Cho miu quan sit doi véi bi€n ngiu nhién X tir phan phdi chudn v6i

do lech chudn o = 5.2 va kich thudc méu n = 100, trung binh méu
X =27,56. :

Hay kiém dinh gia thi€t H,:a=26viiK:a# 26 & mitc o = 5%.

Sau mé_ﬁ dot bdi dudng nghi¢p vu su pham ngudi ta kiém tra nglu
ahién 70 hoc vién, Két qua cho & bang sau {thang diém bac 10):

xi\s\'e\'f'\s]glox
ni]s\lo‘]l_s'zo‘\m 8

Gia sit cdc X; fuan theo phan phdi chudn NG o%). Hay kiém dinh gia
thiét H,:a=8 véi K: a # 8 & mic o = 0,05.
DE kiém tra cdc chét lugng san phdm do hai nha may san xudt, ngudi

ta kiém tra ngdu nhién 10 san phdm do nha mdy 1 sin xudt va 12 san
phdm do nha mdy II shn xust. K&t qua nhu sau :
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Kichthwée X; | 34 35 37 39

Thn s& Iy 2 3 4 i

Kich thuéc Y; | 3,2 34 3,6
Tén s6 m; 2 2 8

Gia sir céc X;, Y; doc lap c6 phéan phdi chuin dang téng quit va
DX =DY. .
Hiy kiém dinh gia thiét H, : .EX = EY véi K : EX # EY & midc
o =5%. :
Muén so sénh kh6i lugng 6c & nhing ngudi trén va dudi 50 tdi,
ngudi ta da khao sit mot miu dugc ghi trong bang sau day (céc dang
khéi lugng duge nhém thanh céc 16p cdch nhau 50 g, méi 16p dugc
xé4c dinh bdi trung di€m cia nd).
Tudi 1175 1225 1275 1325 1375 1425 1475
Trens0 | 6 15 27 25 28 18 8

Dusi50 | 15 - 36 42 50 54 44 24

Ta ¢6 thé cho 13 khéi lugng trung binh cla 6¢ ngudi trén 50 tudi va
ngudi dudi 50 tudi 13 nhu nhau khong ? cho « = 0,05.

Nguoi ta diéu tra nghu phien 250 ngudi & xd A thdy ¢6 140 nit va 160
ngudi & xd B thdy c6 80 nit. Hay so sénh ty 1¢ ni & hai x3 v6i mic
o =0,05.

Ap dung hai phuong phdp gico hat. Theo phuong phdp A gico 180
thi c6 150 hat nay mam ; theo phwong phdp B gieo 256 hat thdy cé
160 hat nay mam. Hay so sdnh hi¢u qua cha hai phuong phip ¢ mic
a = 0,05. e '

10. D€ so sénh nang luc hoc todn va vat 1y clia hoc sinh, ngudi ta kiém tra
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ngiu nhién 8 em bang hai bai todn va vat ly. K&t qua duge cho & bang
dudi day (X 12 diém todn, Y 1 diém vat1y) :
X |15 20 16 2 24 18 2 14

Y | 15 22 14 25 29 20 24 16

Gid sit X, Y c6 phan ph6i chudn N(a;, 6%) va N(ay, ¢°) tuong ime.
Hay so sanh diém trung binh a, a, 6 mic o = 5%. '




11.

Trén hai ciach phén tich kh6i lugng trong cing mét trinh ty, ngudi ta
can 10 méu héa chat. Két qua nhu sau :

X | 25 30 28 50 20 40 32 36 42 38

Yi|'28 31 ‘26 52 24 36 33 35 45 40

" Gia sit céc X, Y tuan theo phan phéi chuén.

12.

13.

14.

Hay so sdanh két qua phan tich & mitc a = 0,01.

D¢ xét phan b6 tinh trang kién thitc clia hoc sinh & hai. khdl A va B,
ngudi ta ti€n hanh kiém tra ngiu nhién 6 em & khéi A va 8 em &
khéi B. Két qua nhu sau :

Xi |3 4 6 10 13 17
Y, [ 1 2 s 8 16 20 22 23

Hﬁy kiém dinh gia thié&t H, : F;(x) = F,(x) v6i K : F; = F5(x) 0 mikc
a = 5%, trong 46 F;(x) 12 ham phéin phdi cia X, F,(x) la ham phan
phdi cha Y.

Ap dung hai phuong phép I va I dé sin xu4t ciing 1 loai sn phém,
ngudi ta can ngéu nhién 6 san phdm dwgc san xust theo phuong phip
I va 9 san phdm dugc san xudt theo phrong phép I1.

Kétquala: _ _
|02 03 05 08 10 13
|01 04 06 07 14 09 L7 18 19

Hay kiém dinh gia thi€t H, : "Hiéu qua cia hai phwong phdp dé 1a

nhir nhau”, ¢ mic a = 5%.

Ngudi ta néi rang, nhitng ngudi dn mot lugng kén cam quyt ¢é s6 ldn
méc bénh cim it hon ngudi binh thudng. Qua 5 nam thl.Ic hién trén 12
ngucn Két qua ghi dugc & bang sau :

5 nam binh thudng |10 712 8 1419 12 1513 8 12 14

5 nam &n lugng 1én
cam, quyt
Theo anh (chi) hié‘u nhan dinh d6 c6 ding khong ? Cho mic kiém
dinh o = 0,01.

2 3 2 2 5 2 2 21210 7 3
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15.

16.

17.

DE 50 sanh chdt lugng 16p xe, ngudi ta do s6 km di duoc ciia timg loai
l_(‘)'p. Két qua thuc nghiém trén hai loai 16p nhu sau :

Loai Y |41 50 33 59 46 54 58 53 54 55 59
Loai X |38 54 30 35 36 50 52 45 47 46 40

Hay kiém dinh gi4 thiét H, : "Loai 16p (X) c6 chat lugng giong nhu
loai 16p (Y)" & mic o = 5%. |
Ta xét hai cip gen alen A, a vi B, b, trong d6 ca A va B déu c¢6 tinh
troi ; nhung bay gidr ta khio sit su giao clia hai dj hgp tir kép AaBb.
Néu gia thiét A va a ciing nhu B va b ¢6 khi nang séng sét nhu nhau
va ¢6 sur doc 1ap cha cdc dac tinh thi xde suat ciia 4 kiéu hinh [AB],
[Ab], [aB], [ab] bing 9/16, 3/16, 3/16, 1/16. '
Hay ki€m dinh gia thiét H, & mic a = 0,05.

g 1
1

g + PUADI) = 3/16, P([aB]) = 3/16, P([ab]) = —

H, : P([AB]) = =

néu duoc cho & bang sau day : -

Kiéugen | [AB]  [Ab] [aB] [ab]
Tinsé | 328 122 77 33

Dé du béo sau bénh cia cinh dong ngo, ngudi ta kiém tra ngdu nhién
500 héc, méi héc hai cay. Két qua kiém tra nhu sau -

S6 cay bi benh | 2 caybibenh 1 cay bibenh 0 cay bi bénh
S3héc | 73 185 242

- Hoi tinb hinh sau bénh cha ngd nhu th€ did can bdo dong chua ? Cho

18.

mitc ki€ém dinh o = 0,05.

Trong k¥ thi tot nghiép dai hoc, hai nhém thi sinh I va II da dat két
qud sau day :
I 11 :
bo 92 119
Truot 127 108

Hay ki€m dinh gi thiét H, : "Két qua thi ciia thi sinh & hai nhém I va
1114 nhe nhau". Cho mitc kiém dinh « = 5%.
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19.

20,

Pé khio sdt xem mau cba mét va t6c ¢6 phai la cdc dac tinh doc lap
hay khong, ngudi ta quan sat mot méu gém 3200 ngudi va c6 két qua
sau day :

Mau téc
| Vang Nau | Den va hung
| Xanh da troi 872 380 112
Mait :
Xanh 14 cay, Nau| 500 815 521

Tir két qué d6 suy ra duge diéu gi ? cho mitc kiém dinh & = 0,05.

Nghién cifu tinh hinh lao dong nong nghiép & ving (X) ngudi ta 1dy
s6 liéu & hai nam 1975 va 1995 nhu sau :

1975 _ 1995
S6 lao dong ndng nghiép 28300 7840
S6 lao dong chung khéic 10000 4260

C6 thé néi gi vé lao dong nong nghiép & 2 thdi diém trén. Cho mic
kiém dinh o = 0,05. :

Hudng dan va tra 1gi bal tip chuong VI

n =100, p, =0,15, X =20, xq = 1,96 ; Z = 1,4 < x¢ = 1,96
Chép nhan H,, tiic 12 ty 1¢ codi xuong cta tré em 1a 15%.

n = 480, X = 20, p, = 0,02, Xo = 1,96, Z = 0,78:
Chap nhan H,, titc Ia ty 1 phé phdm cda kién hang 12 0,02.

S2(X) = 0,11111, Sp(X) =0,33333,4(5%; 9) = 2,26
1Zt = 7,59. Bac b gia thiét H,,.

Z =3 > xq = 1,96. Béc bé gia thiét H,
S:2(X) = 52,30, Sy(X) =7,23, X¢ = 1,96
IZ| = 0,37. Chdp nhan gia thiét H,,.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.

20.

X =36:7Y =35, (5% ; 200) = 2,09, IZ! = 1,45.

IZ} < tg = 2,09, chdp nhan gia thiét H,.

Ch#p nhan gia thiét H, "kh6i lugng 6c clia ngudi trén va dudi 50 tudi
12 nhu nhau".

Xo = 1,65, Z'= 1,188, Z < X¢ ; chép nhan gi4 thiét H, tiic 13 s6 nit &
xd A va s6 nit & x3 B ¢6 ty 1€ twong duong.

Xg = 1,65, Z = 4,725. Z > x4. Béc bo gia thiét HO tifc 12 phuong phap
A ¢6 hiéu qua hon phuong phép B.

>d, = -16, Zd} =66, $3=4,85;15%; 7) = 2,36

Z =2,57; Z >ty ; Bac bo gia thi€t H,,.

Td =9, Td? =65, $5=6,32 ; Z=1,1338 ; (1% :9) = 3,25 ; Z< to.
Chap nhan gia thi€t H,,.

n=6;m=8m<m); W=41; Wd,,él =29 5 Wy, = 61 ta cd W<
W < W,,,- Chép nhan gia thiét H,,.

W =39, a=0,05; Wy =31 ; Wiep, =65.

Wusi < W < Wiy Chp nhan gid thiét H,,.

Béc bé gia thiét H,, téc 12 ngudi dn cam, quyt vdi s6 lugng 16n thi it
bi bénh ctim hon ngudi binh thudng.

Béc bo gla thiét H,, ; tic 1a loai 10p (X) cd chat luong t6t hon loai (Y).

C(5% ; 3) = 7,81, Z = 10,87 > Cy = 7,81. Béc bo gia thiét H,. Diéu dé
c6 nghia 1a s6 liéu diéu tra khong phi hop véi gia thi€t H,.

Béc bd gid thiét H,. Bénh ngo dang cé lay lan. Do d6 c4n cé bién
phép bao déng ngan chin bénh lay lan.

C(5% ; 1)=3,84;z=485>Cy=384. BacbogiathxétH Ty 1& d6
o hai khéi khac nhau.

C(5% ; 2) = 6, n = 3200 ; Z = 463,95 > Cy = 6. Bic bd gia thi¢t H,
nghia 12 mau cha téc vd mau cha mit ¢6 lién hé, phy thuoc nhau.

n = 50400, Cq = 3,84, Z = 375,06 > Cy ; bic bo gia thiét H,, tic la ty

1¢ lao dong nong nghiép trong ndm 1975 cao hon 1993.

198



Cbxra’ng. %7/8
‘PHAN TiCH PHUONG SAIVA
PHAN TicH HOI QUY

Nhing nfi dung chinh trong chuong :
* Phan tich phuong sai theo 1 yéu t6.
+ Phan tich phuong sai theo 2 yéir 0.
* H6i quy 1 bién, hoi quy tuyén tinh nhiéu bién.

-

* He s6 twong quan hai bitn, hé s@ tuong quan bf,‘i:',.
hé s6 ttong quan riéng.

7.1. AT VAN BE

Trong nhiéu bai toan kiém dinh gia thi€t c6 quan hé t6i gid tri trung
binh clia phan phdi chudn vA dic biét 1a gia thiet tuyén tinh. Gid st day
X s Xoperrn Xy dOC fap, c6 phan ph6i chudn véi ky vong EX;= &; va phuong
sai nhut nhau, DX = o’ i= 1,n . Cic trung binh §; théa min phuong trinh

n e —
YagE; =bpi=12 . bizi=bn, 1 nhitng hiing s6 chua biét.
=1

1 .
Gia thiét H,, - Zaijgj =b;1=1+ 1,..,s(rss< n). (Gia thiét H,
_ port :
néi vé gid thiét cha t3 hop tuyén tish cha céc trung binh &) dugc goi 1a
gia thiét tuyén tinh. Trong trudng hop déc biét nd 1a gia thiét vé cac trung '
binh £, i = 1, 2... Ngudi ta chitng minh dugc rang ton tai tiéu chudn dé
kiém dinh gia thiét tuyén tinh H,.

Bai todn phan tich phuong sai va phan tich héi quy (tuyén tinh) 1a mo
hinh dic biét ctia bai todn kiém dinh gia thiét tuyén tinh. Song vé mat ng
dung cua né lai it 16n va quan trong, cho nén ta xét riéng nd trong
chuong nay. Dé doc gia khong nghién ctu chuyén vé mon toan c6 thé
hiéu duge thuc chdi vin dé va biét cach van dung vao linh vuc nghién cifu
chia minh, ching t6i gi6i thi¢u sC bd nhu sau :
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Trong nhitng linh vuc nghién ciu v& : sinh vat, nong nghiép, lam
nghiép, kinh t€ gido duc v.v... ta quan tam tdi nang sudt cha loai ngi coc
nao dé, chit lugng san phdm do nha mdy san xudt ra, chit lugng hoc tap
cha hoc sinh v.v.. Mut6n dat duge yéu céu d6 ta phai khdo sdt sy anh
hudng clia cic yéu t6 c6 anh hudng dén van dé dang xét. Bai todn phéan
tich phuong sai gidp ta giai quyét van dé dé, nghia 13 dinh gid sy anh
hudng ‘ciia cdc yéu t6 dén nang suit clia ngil coc, dén chdt lugng san
pham dén chét luong hoc tap ciia hoc sinh v.v.. Quan diém ctia phan tich
phuarng sai 14 & chd khai trién phuong sai ctia bi€n ngiu nhién X thanh
tdng cha nhimg phuong sai clia nhitg bién ngdu nhién thanh phan doc
lap, ma méi céi trong chiing dic trung su dnh hudng clia y€u t6 nay hay
y&u t§ khac hodc tdc dung chung gifta ching. Sy so sdnh nhimg phuong
sai nay cho phép ta dinh gid su ton tai anh hudng ciia cic y&u 16 d6i véi
bién ngiu nhién X dang xét.

Vi du : Gia st X Ia bién nglu nhién dugc xét va gia sl chiu tac dong
cla hai y&u t6 A va B, hiéu X — m (trong d6 m 1a ky vong cua X) duge
~ khai trién thanh tdng :
' X-m=U+V+W
trong d6: Uladd lébh chiu tdc dong bdi yéu 16 A,

V 1a d6 léch chiu tdc dong boi y€u té B,
W 12 d6 léch chiu tdc dong bdi cdc y€u t6 nghu nhién khac.

Gia st U, V, W 12 nhilmg bi€n ngiu nhién doc 1ap véi phuong sai
turong ing DU, DV, DW.

Ta c6 DX =DU + DV + DW

Su so sanh DU hodc DV véi DW cho biét mitc do inh hudng cia A
hoiic B dén X so vdi su anh hudng cla yé&u t6 nglu nhién khic t6i X. Phan
tich phuong sai cho ta tiéu chudn dénh gid sy t6n tai anh hudng cia cic
yéu td d6 dén dai luong ngéu nhién X dang xét. :

Du6i day ta chi xét vin dé phan tich phuong sai theo mot v2 hai y&u 16.

7.2. PHAN TICH PHUONG SAl
7.2.1. Phan tich theo mét yéu t3 tic dong

a) Phitong phdp chon ngdu nhién titmg phdn uk tir 1dp t6ng quat

Gia sir xét miu nglu nhién dugc tao nén bdi mot yéu t8 A tdc dong
gém v mitc A, A,, ... A, dugc cho bdi bang sau :
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Ay A, A,
X1 X2 Xy
Xs1 X» Xov
anl_ Xn22'" Xn\,v

Gia thiét ring cic quan sit X;;5i= 1, .,y j = i,v, c6 phan phéi

chuén N(mj : 0‘2) vdi ky vong EXij =my, DXij = o*. Néu dat bj =m; - m,
Y 1 ¢ - s v '
trong do m = ;J;njmj . Tasuy ra EXjj=m + b;va Xj; =m + b; + Wijs
trong dé Wij c6 phan ph6i chuan EW;; =0va DW;; = c° (7.1)

D& khao st su anh hudng clia yéu 16 A, ta xét sy anh hudng cha timg
mic. A, Ay ..., A,. Néu tic dong & tiing mifc A, Ay, ..., A, dén X khic
nhau; thi c6 nghia 14 A ¢6 inh hudng dén X. Vi vay bai todn dua vé so
sanh céc trung binh clia cdc quan st trong timg mdc véi nhau. Néu cic
trung binh nay khéc nhau thi c¢6 nghia 1a A ¢6 tdc dong dén X.

Kiém dinh gia thi€t H,: m; =my =...=m,

K:m; #m, #..#m, & mic a.
hoac c6 thé viét dudi dang tuong duong :
HD:bl =b2=...=b‘,=0
K:b #by#...#b,20
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. v j ‘_
Pat Q, = Zn X.; ZZ(XU—X,,-)2
_ j=1i=1

=l
S6 hang thit 3 & v€ phéi cla déing thic trén bang 0.
Vay Q=Qx+ Qg
trong dé Q duogc goi 1a téng binh phuong do léch toan thé.
Q, dugc goi 1a téng binh phuong dé léch nhém giira.
. Qg dugc goi 1a téng binh phuong d6 léch nhém trong.”

Duéi gia thiét H, ngudi ta ching minh dugc rang : )

Q A/0‘2 ¢é phan phdéi xz véiv—1 bac tr do.

Qg/o” ¢6 phan phi x° v6i n - v bac ty do.

gf% c6 phan phéi F véi v — 1,
T

Qa, QpladéclapvaFy =
n — v bac tu do.
Tiéu chuén ki€ém dinh gia thiét H,,.
Gia thiét H, bi bac bdé o mic a néu :
Fo>fq(v—1,n-v) (7.2)

trong d6 fy 13 6 tra trong bang phéan phdi F v6i v — 1, n — v bac ty do va
muc o. -

Ta ciing nhan dugc 1 s6 wéc lugng cha cdc tham s6 cin thi€t :

+ Udc lugng ciam 12 X.

+ Udc luong clia m; la X .

~ +Ubc luong cha by 1a X,; - X.

Vi du 7.1. Ngudi ta tién hanh-day thi diém ba phuong phdp bing
cdch bo tri day song song 3 16p ciing loai d6i twong nhu nhau (nhu nhau
vé trinh do xuét phat va thiét bi hoc tap). Sau khi day xong mot phéin

chuong trinh, nguoi ta kiém tra ca 3 ldp, mﬁl 16p 15 hoc sinh. (Diém cho
théo béc 20). Két qua cho & bang sau day : -

1202



..‘-o..
S iy,
Seg,

B C A B C
9 | 15 18 13 13 16
11 16 14 - 11 15 8
10 15 17 13 15 14
12 10 9 11 14 10
7 13 14 " 10 11 | 16
11 | 14 | 17 12 | 15 15
12 15 16 13 10 17
20 7 | 15 |

Xét sur anh hudng cua ba phuong phip d6 dén tinh trang ki€n thiic cia.
hoc sinh, cho mifc kiém dinh o = 0,01. '

Gidi : Dua vao bang dit liéu trén ta tinh dugc Q, = 89,2 ; Qg =262 ;
X = 12866 ; X,; = 11 ; X;=132;X,3=144;b =-1866;

132 =0,334; b= 1,534 ; F, = Qp /2 = 7,15. Tra bang F ta f§im dugc
Qr /42

f(0,01 ; 2 ; 42) = 5,15. Ta thdy F,> fy. Vay bic bd gia thiét H, nghia la

hi¢u qua cha 3 phuong phdp d6 khic nhau.

Vi du 7.2. Thdi gian trong bung me clia 16 con bd con thudc gidng
ctia 3 con bo duc, tinh ra ngay nhu sau :

Bo duc 1 | Bd duc 2 | Bo duc 3 Bo duc 1 | Bd duc 2 | Bo duc 3
292 281 282 293 298 287
289 289 295 294 280 | 297
299 292 292 284 285 287
296 281 287 286 289 289
302 286 | 292 | 287 | 288 290
289 280 285 291 287 286
288 291 284 301 292 278
293 288 284 290 288 290
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Ta ¢6 thé coi thdi gian trong bung = - T
me 13 mot dic tinh ¢6 tinh di truyén Bol Bo 2 Bd 3
hay khong ? (Ta c6 thé coi thoi gian 2 g _g
¢6 chira cia 1 con bd cdi la 1 bién 1 1 5
ngiu nhién chudn cé phuong sai o’ 9 9 2
doc lap“vc’ii con bo cai ‘dang xét). Cho 6 _9 3
murc kiém dinh o = 0,05. 12 4 2

Gidi : Ta cho rang con cla con -1 -10 -5
bo duc tht i ¢ mot thoi gian ngau | = 2 | -6
nhién & trong bung me cé quy luat 3 -2 _6
chuén N(m, ; ¢"). Néu dic tinh thdi 3 8 _3
gian trong bung me la khong di 4 ~10 7
truyén thi cic ky vong m; phai bing _6 _5 3
nhau (gia thiét H,). Ta s& kiém dinh 4 1 -1
giad thi€t H, va coi thdi gian trong 3 2 0
bung me 12 dac tinh di truyén, néu ta 1 _3 4
bic bd gia thiét H,. DE tinh todn 1 9 12
thuan tién ta dat Uy = X;; - 290, di o o

liéu cla Uj; duge cho & bang bén, ta
tinh duoc. '

U, =340, =2,125;U,=-45; U,, =-28125;0,=-2187;
16 16 r )
U,=-35; 3 UY =488 U} = 499; S UYL =431; 3 Uf =1418;
i=1 i=1 i=1 i#j
Qu = 231,29 ; Qg = 1142,63.

Qa2 _ 2312972 _ , 55
Qp/(n—v) 1142,63/45 ’

Tinh Fp =

Tra bang F ta tim dugc £(0,05 ; 2,45) = 3,21

Ta thdy F, > fq. Vay béc bd gia thi€t H,, nghia la thdi gian trong
bung me clia céc bd con 1a mét dic tinh di truyén.

b) Phuong phdp khéi (bloc) ngdu nhién |

Trong muc a) ta 14y ngiu nhién timg dGi tugng bat k¥ trong tap tong
quét dé thi nghiem. Doi khi do yéu cau thyc t€ hay do hoan canh nhat
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dinh nio dé, ngudi ta phan cdc ddi tugng thi nghiém thanh timg khéi
truge khi thi nghiém theo mot tiéu chudn nao d6. Phuong phdp lam thi
nghiém nhu the duge goi 1a khdi ngau nhién.
Moéi khoi gém cdc d6i tugng thi nghiém khic nhau. Kich thudc ctia
moi khéi (bloc) bang s6 cdc ddi tugng thi nghiém. Vi du ¢é r khéi, mébi
“ khoi ¢6 v d6i tugng thi nghi¢m. Gia skt y€u t6 A duge phan lam v mifc :
A, Ay, ..., A,. K&t qué thi nghiém cho & bang sau day :

A A A, v A,
Khai |
Khéi 1 X, | X . X,
Khéi 2 Xy, Xan X,,
Khéi r X, X, o X,

Gia si cdc quan sdt X;j ¢6 phan phéi chudn N(u;, 02) c6 ky vong
EXI_] = 'J']_p DXI = 0'2..

Dat n= %ZZHU i Hie = zp'u » !’L.J ZP-U

i=t j=I

va g = - b=p -
Vfly EX‘J =L + ai + bj
Suy ra CXjj=u+a b+ W (7.3)

trong d6 W;; ¢6 phan phéi chudn N(O ; o).

Trong mo hinh (7.3), b. 13 thanh phan sinh ra do yé’u t8 A tdc dong &

=y

mic A;, con a; 1a phan do khdi thi i tao ra. ' -

Do d6 muén khao sdt sy anh hudng cla yéu t6 A dén X, su 4nh hudng
ctia viéc phan khéi dé lam thi nghlém dén X, cdn phai kiém dinh hai gia
thiét sau :

Hy:by=by=...=b,=0
H, ray=ay=...=a.=0

o
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Trude khi di dén tiéu chudn kiém dinh céc gia thiét trén, ta lam cic
phin b4 trg sau :

o I &Y 1 1
DathEZZ i X ;ZXU,X =?ZXD‘

i=1 j=1 j=1 i=1
[ § v
Xét Q = (X.: -

Ta c6 thé tdch'Q thanh téng ba thanh phén nhu sau :
Q=Qa+ QB + QR

trong d6:Q, = rz (X.J ;Qp = VZ (Xl,

J=1 i=1 _ g
Qr=Q-Qa-Qp= 2 (X; -X;, ~X,; + X,
Ngudi ta ching minh duoc ring : ,
Qa/c” ¢6 phan phéi khi binh phuong véi v - I bac tr do.
-Q%- ¢6 phan phdi khi binh phuong véi r — 1 bac tr do.
0] B .
Qg/0” 6 phan phdi khi binh phuong v6i (r — 1)(v - 1) bac tw do.

__Q/e-D Q- _
F QR/(r—l)(v~—1) . (r 1) co phan ph61 F véoi (v 1),
(r— 1)(v - 1) bac tu do.
QB/(r - 1) _ QB (v—
T Qr/r-DV-D Qg
(r — ){(v—1) bac wr do.

Cic Q,, Qp, Qg 12 doc 1ap véi nhau.

1) ¢6 phan phéi F véi (r — 1),

Tir d6 suy ra tieu chudn kiém dinh gi4 thiét H, va H, nhu sau :
— Gia thi€t H, bi bic bd & mifc « néu : _
Fpo>fo(v—1, (= 1)(v-1) (7.4)

trong do6 fy tra & bang phan phdi F véi v — 1, (r — 1)(v — 1) bac tu do va
miuc o.

Néu F, < fq thi chdp nhan gié thiét H,,.
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- Gié thiét H,, bi bdc b & mic o néu :

Fg> f,(r—1, (r— I)}(v—-1)) (7.5)
Né&u Fy < f, thi chap nhan H, .
f(; tra & bang phan phéi F véi (r — 1), (r — 1)(v — 1) bac ty do va miic .
Uéc lugng chapla X.
U'éc lugng cha a; 1a (X i X))
Uéc lugng cla bjlz‘i()_(.j— X). - :

Vi dll.l 7.3. Ti€n hanh day thi diém ba phuong phdp Aj, A,, A;. Hoc
sinh dugc phan thanh 15 mic B,, B,, ... B;s5. Két qua thi nghiém dugc cho
¢ bang sau (X; la diém kiém tra cho theo thang 100). .

B, & A Ay A; | Téng | Trung binh X;,
B, 13 15 16 44 14,66
B, 15 13 | 17 45 15
B, 12 14 15 41 13,66
B, 14 | 15 16 45 15
B, 12 14 15 41 13,66
Bs | 13 13 17 43 14,33
B, 11 14 "9 34 11,33
B, 13 12 13 38 12,66
By 11 12 15 38 12,66
By 12 14 13 39 13
By 9 10 | 13 32 10,66
Bys 11 14 | 14 39 13
B3 10 9 9 28 9,33
B,, 7 9 14 | 30 10
Bs 10 6 8 24 8

Tong X; | 173 184 204 561 X =12,46
% 11,533 | 12,266 | 13,6
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X¢ét su anh hudng ciia ba phuong phdp dén chat lugng hoc tap clia hoc
- sinh. Cho mifc kiém dinh & = 0,01. ‘

Gidi : Dua vao bang dit liéu cia ddu bai ta tim dugc X0 X.2 X,3
Xiv X5, X300 X5, X nhu trong bang va Q, = 32,9, Q = 1952 :
Q=3032; Qg =75,1. | |
Qp/2 Qg /14
F ‘-:———--—-.=6!I3,F =-———-—=5,2
AT Qr/28 BT Qe /28
Tra bing phan phdi F ta tim dugc fo0,(2 ; 28) = 545 ; £(0,01 ; 14 -
28)=2.8.

Ta thdy : |

— Fy > fo Vay gia thiét H, bi bic bd, nghia 1a ba phuong phap A|,
Az, Az ¢6 hiéu qua khdc nhau. Udc lugng di€m trung binh ciia 3 16p
X =11533: X, = 12,266 : X, = 136.

~Fg> f,. Vay H, bi béc bd & miic «, nghia 1a viéc chia cdc mue
(trinh_ do), B,, ..., B, ciing c6 anh hudng dén chat luong hoc cla hoce sinh.

¢} Hinh vuéng Latinh

Trong trudng hop c6 r loai déi tugng va s6 mic ciia hai yéuts Ava B
déu bing r. Ding 1§ ra ching ta phdi cAn dénr x r x r = 1° don vi thi-
nghiém dé nghién ciu t4t ci cic trudng hop ¢6 thé. Nhung viéc lam dé6
nhiéu khi din dén lang Phi cong sic va tién ciia Iam thi nghiém, song k&t
qua ciing khong chinh xdc hon bao nhi¢u. Dudi day ta s& trinh bay
phuong phap lam s6 thi nghiém it hon nhung vin dam bao dugc cdc két
luan cé d6 chinh xdc mong mudn. D6 1a phuong phép bs tri thi nghiém
theo hinh vuéng Latinh, ' '

Pinh nghia 7.1. Xét hinh vudng nhiing s6 {1, 2, o I}, trong d6 r 12
56 chi€u clia hinh vuong. Goi hinh vuong Latinh 1a hinh vuéng ma méi s6
trong hinh chi ¢6 mat mét 14n trong méi hang trong r hang va mét 14n
trong mdi cot trong r ¢ot ciia hinh vudng dé.

I 2 3
Vidu: |2 3 1
3 1 2
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Gia sit mAu quan sat dugc cho duéi dang hinh vudng sau day :

Khoi cot 1 Kndicot2 | .. | Knsicotr
Khdihang 1| yu(D) ¥12(2) Y1 (O
Khéihang2| yu® y22(1) e | Y21
Khéi hang r le(r) yrz(l' -1) e . yn(l) J

Trong d6 y;; (k) 1a quan sAt xudt hien 6 (i,j) 12 lam trép d6i tuong k.

Vi du 7.4. C6 ba loai bo A, B, C chia thanh 3 nhém theo Ia tuds va
cho an theo ba ché d¢ 1, 2, 3. vy 12 lugng sita clia con bo k & tubi i va

ché do an ).
Ta c¢6 méu quan sét :
F Miic an 1 Miic an 2 Mitc &n 3
Tubi 1 ¥1:1{O) y12(B) Yia(A)
Tubi 2 ¥21(B) y22(A) ¥23(C)
Tudi 3 YSI(A) Y32(C) Y33(B)
L_ .
Gid sit ylj(k) c6 phan ph6i chudn N(u;(K) ; a?), Eyik) = pyyk)s
Dyu(k) o’
Dat H= "'_ z “'l_](k‘) Pt“ =- Z p‘],_](k) p,']. == Z p’lj(k) *
r’ Li(K) J(k) Ty

n (k) = Z () 3
(l i)

vadata =g, — 1 b= i, 8 Ceo = Ram T
Ta ¢6 thé viét Eyjpy =R + & + + b + iy
Tu d6 suy ra yl](k} u+a + b + C(k) + wl_] (k) (7.6)

trong d6 Wi €0 phén phdi chudn véi k¥ vong bang 0 va phuong sai 1a o’
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Trong d6 : i 14 trung binh toan thé.
' a, 12 hiéu qua riéng theo kh6i hang i.
b; 1a higu qua riéng theo khoi cot ).
c(k) 13 hiéu qua riéng cha d6i tugng k.
Wiy do yéu t6 ngiu nhien khéc gay nén. N6 cé phan phdi
chudn véi k¥ vong bang 0 va phuong sai bing 6°.
) , -1 : '
Uéc lugng clia pla § = -r—zi: j(zk)yij(k) .
Udc lugng cua a; la y;,, — Y.
Udc lugng clia bjla §,;, — V-

Uéc lUUng cua C(k) 1a ?u(k) - ?.
Trong vi du 7.4 ta tinh céc trung binh miu :

— 1

Your = 5()’13(}‘\) + Y22(A) + ¥31(A))
— 1

Yoio =300 + ¥21(B) + ¥3,{A))

- 1
Yiee =3 (y11(O) + y12(B) “'_Yls(A))

Viéc xét sy anh hudng cla viéc phan mdc theo cot va theo hang ta d
xét & muc b) ; bay gids ta chi xét sy anh hudng dén timg loai d6i tuong thi
nghiém cu thé. Mudn giai quyét vin dé nay ta di dén bai todn kiém dinh
gia thiét : ‘ ' _
H,:C =C=..=C=0.

Néu chdp nhan gia thiét H; ndy, nghia 1a hi¢u qua tac dong lén cic
dé&i tugng 14 nhu nhau.

D€ gii quyét bai todn nay ta tién hanh theo cdc bude sau : .

Phan tich : ' ‘

Q= ZX(ijw — 7 =Qu+Q+Q+
trong dé : ' -
T T
Qu = 1Y, Fiw - PHQc =12, T = T
i=1 Y gml
Qp= 1 ZFwek) — 28
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Qy — dic trung anh hudng cta khdi hang.
Qg — déc trung anh huédng clia khéi cot.
Qp — dac trung anh hudng d6i véi timg d6i tegng.
= = < =v2

Qr=Q-Qu-Qc~-Qw~= Y Gijy ~ Tiee = Yoje T Vel +Y)

i jk)
Ngudi ta chimg minh dugc ring :
QB/02 c6 phan phéi 'x_z v6i 1 — 1 bac ty do.
Qg/c? c6 phan phéi 2 véi (r - 1)(r — 2) béc wy do; Qp, Qg la doc

lap v6i nhau.

Q ?({; /(rl)_(rl) 2 c6 phan phéi F véir—1, (r — 1)(r — 2) bic tu do.
o =D -

Ta rGt ra tiu chudn kiém dinh gid thiét H, nhy sau : gia thiet o bi

bac bd & mifc o néu : :
Fofur—1;(— D(r-2)) _ 7.7

néu F < £y, thi chdp nhan gia thiét H,,. |

“Frong d6 fu(r — 1 (t — (T~ 2)) tra & bang phan phdi Fvéir— 1,
(r — 1)(r — 2) bac ty do va mdc d. :

Vi du 7.5. Mu6n so sinh chat luong cao su clia ba loai 16p nguoi ta
tam thi nghiém nhu sau : Mot trong ba loai 16p A, B, C duge sit dung O
mot trong ba loai xe : 5t6 con ; Oto co tai trong trung binh, 0t0 ¢ Al

trong 16n va cho di trén mot trong ba loai dudng. Di cho téi khi hong 16p.
Mgudi ta ghi dugc mot 56 km di dugc & bang sau

| 516 con 616 TB oolon |
Dubng loai 1 A1l B:22 C:28
Pudng loai 2 C:24 A:16 B:17
Dudng loai 3 B:15 C:23 A:l5 )

D& tién cho viéc tinh todn ta 1am phép bién d6i :
Df_l_t Zij(k) = Yij(k) -17. '
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Tacé A:0 B:5 C: il
T C:7 A:-1l B:0
" B:-2 C:6 A:-2

Ta tinh duge Q= XX Ziy - 92% 1 Z = -254—.

2
Q=02+25_+1'21+49+1+0+4+36+_4—9x(%)

Q=240 -64=176
Qp=3 (7%, -3Z%)

Z,,A=§(0—1—2)=—1 ;

Z..5 =%(-2+5+0)=1

Zooc =%(7+6+11)=8
Y7, = (-1 +12+8°=66

Qp = [66 —6—34) =134

Qu = 3T Z2, - 3Z%)
- 16 = i
Z.. =-§(0+5+11) =5 2 =3

3
Zy. =5 (-2+6-2)=2,Qy = 3[4 + —9—) =347

Z2, -3Z%)

e

Qc= 3(

—

7.1 (+7-2) = 5 2_2,=%(S—1+6)=£;
(114+0-2)=3; ZZ,J,.ﬂ25+@+9 135 9 =22,89

= G 9

+ uli—- wlv—' S

~47

ml"‘

Qc=
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Qr=Q-Qu—-Qc-Qp=176- 134 -34,7-4,7=2,6
Qpl2 _ 134/2
QR/?- 2,612
Tra bang phan ph6i F ta tim duge £(0,05;2;2) =19.

Cudi ciing ta tinh dugc F = =51,5.

Ta nhan thiy F= 51,9 > fa = 19.

Vay béc bd gia thi€t H,, nghia 14 chét lugng cao su d6i vdi timg loai
16p khac nhay. '

Pé dinh lugng su khéc nhau ta tim udc hmng cua C(A) C(B), C(C)
tyc 1?‘ Yeo(ay — Y » : Vee®) ~ Y + Yool ~ y.
7.2.2. Phan tich phifong sai theo hai y&u t6 tac dong

Gi4 sif c6 hai yéu 16 A, B tic dong. Yéust6 A dugc phén lam 1 muc la
Aqy Ay, .. Ag, cOn yéu 16 B duge phéan lam v mdc By, By, ..., By

Gia sit mbi 6 (i, j) chiu tic dong bdi A;B; cé s6 quan sét nhu nhau va
bang s. '

Gmsucécquansétxug,i-l r‘j=12 LV g=12,. .5, co
phan ph6i chuin N(m;;, © 2y ¢6 ky vong EX;j, = my; v DX = o°.

Patm; = Zmu ym,; = Zmu ,m—%iZmu va dat
_]=l i=l j=1

<<

aj=m;, —m;b=m;-m
Fj = my—my —bj=my—m;—2
TixdélacéEXUg=m+ai+b-+Fij
vésuyra)‘(%—m+a]+b+Fu+Wljg S .8

trong d0 a; sinh ra do A; tdc dong ; b; sinh rado B; tic d€mg K smh
ra do sy tic dong chung A;B: ;

W, sinh ra do téc dong cha cic y&u td nglu nhlén khic. N6 ¢6 phan
phéi chué’.n véi k¥ vong bing 0 va phuong sai biing o°.

D& biét dugc cic yéu t6 A, B c6 tac dung dén X khong va gita A, B
¢6 sinh ra luc tic dung cé ¥ nghia dén X khong, ta di dén bai todn kiém,
dinh ba gia thit sau day :
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Hyiaj=a,=...=a,=0

T

H,:b=by=..=b,=0

H Fu-Ovmmou:l _,j=f;.

o o = I1de = 1do
Dﬁt B ij ;lel_lg X ; Xij’ X.J =;inj’
j=

Ly
[}
—_
-
il
—

— 1 r V¥
X = F@lfi:l i

Xét : Q=Y >3 Xy - X)?

i=1 j=1 g=1
Ta phan tich Q thanh téng :
Q=0Qa+Qp+Qap+ Qg

—

[ =, =
trongdé: Qu = S"Z Xie ~ X)? (dac trung sy anh hudng cita A).
i 1
Qg = srz Xe; j— X) (dac trung sy anh hudng cia B)
_|—l

Qap = SZZ(XU ~Xio = X, + X7
e (dac trung sy anh huéng chung cia AB)
Duéi gia thiét IHO, H,,H, ngudi ta ching minh dugc réng :
Q4> Qp, Qap, Qg 1a doc 1ap va :
Qu/o® ¢6 phan phéi x2 véi r - 1 bac trdo ;
Qg/o” ¢6 phan phéi 3 véi v — 1 bac trdo ;.
Q AB/cz c6 phan phi ¥% véi (r — 1)(v - 1) bac tu do ;

QR/<32 ¢6 phan phoi x2 v@i rv(s — 1) bac tu do.

F, = QA /(I' - 1)
AT Qr/rvs—D
BT Qr /v - 1)

cé6 phan phSi FvGir -1, rv(s — 1)-bac ty do.

co phan phoiF véiv — 1, rv(s — I) bac tu do.
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F =QAB/(V“'1)(Y—1)
ABT TQr/rv(s—1)

c6 phan phéi F véi (r — 1)(v — 1), rv(s — 1)
bac ty do.

Ta suy ra c4c tiéu chufn sau :
* Gia thi€t H,, bi béc bd & méc o néu :

Fp> folr — 1, rv(s — 1)) (7.8)

* Gia thiét H, bj béc bd & mic « néu :
P> (v—1,1v(s - 1)) (1.9)

* Gia thi€t H, bj bac bd & mitc o néu :
Fap> £, ((r — 1)(v = 1), rv(s — 1)) (7.10)

trong dé fy, f;,f; 14 s6 tra tir bang phan phéi F #6i s6 b4c tw do tuong
imgr-—1, v(is — 1), _

v—1,rv(s - 1),

T-Dv-1xrv(s—1)

va mic ¥ nghia a.

Vi du 7.6. Nghién ciu sy tic dong cla hai yéu t§-A va B dén X &
mitc o = 0,05, dya trén bang quan sdt sau :

. B B .
A 1 B,
A 190 260 170 170 170|190 150 210 150 150
A,y 150 250 220 140 180|230 190 200 190 200
Ay 190 185 135 195 195! 150 170 150 170 180
Gidi :

Gdayr:B,v=2,5=5_
X =192; X, =170 ; X1o = 181 : Xa. = 195 ; X3. = 172

Xy =188; X, =202; Xu =1867; ?_2 ~1787; X =1827
Xy =180; X, =164,
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Qa = 2686,6 ; Qg = 480 ; Qap = 1860 ; Qg = 22360.
Fp =288 Fg=0,26; F5p = 0,999. Cho o = 0,05, tra bang phéan phéi F
ta tim duge £(0,05;2;24) =34 £(0,05; 1;24) = 4,26 ; f* (0,05 ; 2 ; 24) = 34.

Ta thdy F, < fo, Fg < f Fap <f Vay cdc gia thiét H,, H H
dugc chip nhan, nghia la A, B, AB khéng cé tdc dong c6 ¥ nghia tdi X

7.3. PHAN TICH HOI QUY
7.3.1. Khai niém ham héi quy va phirong phép binh phuong bé nhat

a) C6 nhiéu bai todn trong c4c linh vuc sinh hoc, kinh t€, gido duc,
khi tugng hoc v.v.. Khi biét dugc mot s6 gid tri thuc nghiém ca cic dai
lugng, vi du : X;, Y}, ..., X, Y, cdn biéu thi dai lugng Y théng qua X
(hoac nguogc lai), nghia la ta phaj tim ham y = f(x) + € (hoic x = @(y) + g1).
Ham y = f(x) + ¢ tim dugc nhu thé, thudng duge goi 1a ham héi quy cia
dai lugng ngau nhién Y theo dai lugng ngdu nhién X. Trong muc nay ta
dinh nghia ham héi quy trén quan diém ky vong c6 diéu,kién.

binh nghia 7.2. Goi ky vong diéu kién E(Y/X) 13 him héi quy clia
dai lugng ngau nhién Y theo dai lugng ngiu nhién X.

Ky hiéu y = E(Y/X = x) = ¢(x). : .

Tuong tu : goi ky vong c6 diéu kién E(X/Y=y) = y(y) la ham héi quy
clia dai luong ngdu nhién X theo dai lugng ngéu nhién Y.

Dinh nghia 7.3. Ham héi quy clia Y theo X dugc goi 1a tuyén tinh

néu E(Y/X) = aX + b, trong d6 a, b 12 hing s6. Tuong tu : Harn héi quy
cia X theo Y duge goi 1a tuyén tinh néu :

E(X/Y)=cY +d, trong dé c,d 1 hing sé.
b) Phuong phdp binh phuong bé nhdt
Phuong phidp nay dua trén ménh dé sau :
Menh dé : E(Y - ¢(X))* = min khi o(X) = E(Y/X).
Chitng minh :
E(Y - 9(X))* = E(Y - E(Y/X) + E(Y/X) - (X))2 = |
= E(Y - E(Y/X))” + E(E(Y/X) ~ (X)) + 2E(Y - E(Y/X)E(Y/X) — ¢(X))
S6 hang thi ba bing 0, con hai s6 hang con lai la > 0. Ta bo di s6

E(E(Y/X) — (X)), néi cich khic, n&u chon @(X) = E(Y/X) thi s6 hang
do triét tiéu. Vay ta cé :
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E(Y - ¢(X))* - min khi ¢(X) = E(Y/X)
Tér ménh dé nay ta it ra phuong phép tim ham héi quy.
Tim @(X) € sao cho E(Y - ¢(X))* - min. Phuong phdp nay dugc
goi la phuong phdp binh phuong bé nhat.
Ta s& dng dung phuong phap nay dé tim ham héi quy tuyén tinh.
Tim a va b sao cho Q = E(Y — aX — b)2 dat cuc tiéu. Dao ham cia Q
theo a, theo b va cho bang 0 ta duge hé phuong trinh :
{—2E(Y ~aX-b)X =0 _  [aB(X?)+ bE(X) = E(XY)
~2E(Y —aX - b) = 0 aE(X) + b = E(Y)
Giai he nay ta tim duge :
a= E(XY) - E(X)E(Y)
E(X?) - (EX)?

Tasuyraa=p(X,Y) -g—; .

Tuong tu ta ciing tinh dugc him héi quy tuyén tinh cha X theo Y :

» b= E({Y) - aE(X).

Xx=cy+d,

E(XY) - E(COE(Y)

E(Y?) - (EY)? ,

Néu cho miu ngiu nhién (X, Y,), (X;, ¥5), ..., (X,, Y,) thi ta u6c
lugng dugc cic hé s6 a, b, ¢, d nhu sau : '

trong d6 ¢ =

; d = E(X) - cE(Y)

l n . — n . i n
~¥Y'XY, - XY XY, - X0y,
n ; 171 . nz [ | (; ])(Zl: )

- _i=l
SYR-® e Xt -
1 i=1 ' 1

\ b=Y-aX
- va ham héi quy tuyén tinh miu cia Y theo X 1a ;
| y=dx+b
Tuong tu, ta cling nhin dugc ham héi quy tuyén tinh miu cia X.theo
Ylia:

X=¢&y+d, trong d6 :

Ra»
]
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%iXiYi -XY niXiYi'“(iXi)(iYi)
1 =1 1 1
ISve@ afv-gvy
1 1 1

d=X-&Y
Chii $ : Ta c6 thé tim tryc ti€p &,b,¢,d bang cich budc diéu kién

N 1
]

.Z(Y aX; l:')2 va Z(X -cY; - d)2 dat cuc tiéu.
i= i=1 -

7.3.2. Ty 8 tuang quan va d sai dyf béo

DPinh nghia 7.4. Néu DY > 0 thi goi -]&g{{/& 1a ty s6 tuong
quan cia Y d&i véi X va kv hiéu :
y_ [DEXY /X))
Kx(Y) = oY

Ngudi ta chiing minh dugc ring :
| 0<Ky(Y)<1

Trong linh vuc du béo, ngum ta goi E(Y/X) 132 ham du bdo cita Y theo
X va goi 8 = E(Y — E(Y/X))” 1a d6 sai du bdo.

Tur tinh chét clia ky vong cé didu kién va ding thic :
DY = E(Y - E(Y/X))? + D(E(Y/X)) ta suy ra :
8§ =DY(1 - K3 x(Y)) (7.11)
Trong trudng hop héi quy tuyén tinh E(Y/X) =aX + b thi :
: Kx(Y) =p(X, Y)

DY

DX’ ,» b=E(Y) - aE(X).

Thuc viy, ta blé’t a=p(X,Y)

Ta suyra:
E(Y - (aX + b))? = E(Y — E(Y) — a(X ~ EX))°
= E(Y - E(Y))” - 2aE(Y - E(Y))}(X = E(X)) + a’E(X - E(X))’
=DY - 2DYp’(X, Y) + DYp*(X, Y) |
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E(Y - (aX + b))? = DY(1

- p%(X, Y)) (7.12)

Tir (7.11) ta suy ra trong truong hop E(Y/X) = aX + b ring :

E(Y - (aX + b))*> = DY(1

- K% (YY) (7.13)

So sanh (7.12) va (7.13) ta nhén duge p(X, Y) = Kx(Y). Vay khi héi
quy E(Y/X) = aX + b thi d9 sai du bdo 1a :

8 = DY(1 - p*(X, Y))

Khi bi€t mau quan sit (X, Y)),

béola:
8 = S2(Y)(1 - r?)
Vi du 7.7. Véi sé liéu trong vi

(7.14) .
e (X, Y,) ta uéc lugng d6 sai dy

(7.15)
du 4.9. Tim ham héi quy tuyén tinh

mau cla Y theo X. Tinh d6 sai dir bso méu cha Y theo X.

Ta d4 tinh duoc trong vi du 4.9 ;

TX;=44;LY;=88; LX? =284 ; T Y2 = 1142 ; TX,Y, = 568

r=0,98 Tatinh 4 vab :
- nZXiYi — (le)(z

oy

Y;) _8x568-44x88

nZX? - (TX)?
b= 0,00

8 x 284 — 442

“Ham héi quy tuyén tinh miu cla Y theo X 12 § = 2x.
Do saidubdo: & =S2(Y)1-r?) =21,75(1 - 0,98%)

8 =0,8613

7.3.3. Khodng udc lugng va kiém dinh gia thiét vé hé s& hdi quy
‘a) Ta bi€t ring uéc lrgng diém ciia he s6 héi quy a 14

v6i n kha 16n thi phan phéi cia 4 x4p xi v6i phan phdi chudn c6 ky vong

S (Y) 1-r

2
bing a va phuong sai bing o2 = [-—“— ———J . Do d6 khoang udc

lung chaa vdido tincay 1 -~ la:

5% Va
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o S 1-r2.<a<éi+x $p(Y) 1-r?
R CS RN, *SX) v

trong d6 x4 tra & bang phan phéi chudn sao cho D(xq) =1 - -(;-.

.(7.16)

* Véi kich thudec miu b€ n < 30 thi khoédng wéc lugng céa a véi d6 tin

ciyl -ala:
5o S0 V1-7 cin: S V12

. ot ——— 7.17
* 8,(X) vn-2 <8 &ftasn(x) Jn-2 - (117

trong d6 ty tra & bang phan phcii Student v6i n - 2 bac ty do.

Vi du 7.8. Véi s6 lieu cho trong vi du 4.10. Viét phuong trinh héi
- quy tuyén tinh miu cia Y theo X va tim khoéang uéc lugng cha hé s héi
quy a véi do tin cdy 95%.

- Gidi : Ta da tinh dwgc trong vi du 4.10 :
TX; =56 3Y, =87 ; IX! =122:2Y? =273 ; IX.Y, =179
X=187;¥=29:r=087.
_30x179-56x 87

Ta tinh & = 5 = 0,95,
' 30 x 122 - (56)

b=29-095x187= 1,1235 |
Phirong trinh héi quy tuyén tinh méu ciia Y theo Xla:
§=0,95x + 1,12

.
Tinh S2(Y) = 315[273 - %J = 0,69 ; S,(Y) = 0,83,

2
S2(X) = 5'16(122 - %%-]:o,ss : 8,(X) = 0,76. Tra béng ta c6 Xy = 1,96,

Vay khoang uéc lugng cha heé s6 héi quy a v6i d¢ tin cay 95% 1a :
| 0,83 1-0,87?
076" \f3p
b) Kiém dinh gid thiét vé hé s& héi quy .

Hy,:a=a,v6iK:a#a, dmica.

a=095+1,96

- =0,95 £ 0,095
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Loi gidi - Gia thi€t H, bi bac bd & mitc o néu :
'(a";’)m' > iq (7.18)
I

\ZI =

1]
trong 46 M = D (X; - XY’

e i=l

Sf = i i(’[i“'?i"ﬁ(xi %
=255 .

Y X’

0l iz 1 aley2 1
_n—ZEY"— n a zllxi n

S% ¢6 phan phdi xz v&in — 2 bic tu do.
to tra trong bang phéan phdi Student véi n — 2 bac ty do va mic o (bang
tieu chudn hai phia).
7.3.4. Héi quy khong tuyén tinh

Xét ham héi quy dang :

y=E(X/X) = aka + a],:_IXI’:-1 + ..+, X+a,

Gid sif cho miu nghu nhién (Xy, Y1), s (Kpr Yo). TIm 8, 1, s 3

bing phuong phap binh phuong bé nhat. “
: n .
Pat Q=D (Y, — 8, ~ 3 Xj — o™ a X5y

i=1
Pao ham ciia Q theo céc bién a,, ay, ..., 3 va cho bing 0 ta dugc h¢
* phuong trinh dé fim a; ..., ag-

a°n+alixi +...+akiX:{ =in
i 1 1
- 1 n 1] 1
2, > XK +a ) X 4ok 2 > XH* =Y XY,
1 1 1 i=1

Gi4i h¢ phuong trinh nay ta tim dugc 4,8y V2 phuong trinh héi

* quy miu cha Y theo X 14
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Vi du 7.9. Cho miu quan sét d&i véi cdp bi€én ngdu nhién X, Y 1a ;

X
v 1 2 3 4
5 1
4 3 6 6
3 3 8 6 3
2 5 4 3
1 2 ‘

Tim ham héi quy méu ca Y theo X dang :
’ y=a0+alx+a2x2

Gidi : Dé tinh todn dé dang ta 14p bang phu sau day :

v 1 2 3 4 ny | nyy |ngXy nxyxzy
5 ' 1 1 5 20 80
4 3 6 6 15 60 : 192 | 648
3 3 8 6 3 [ 20 60 147 411
2 5 4 3 12 24 44 96
1 2 2 2 2 2

B (10|15 | 15 | 10 | 50 [ %151 | 405 | 1237
nx | 10 | 30 | 45 | 40 [ 125

nx’ 1 10 | 60 | 135 | 160 | 365.

nx’ | 10 | 120 | 405 | 640 | 1175

nx [ 10 | 240 | 1215 | 2560 | 4025

Trong truirhg hop vi dy ndy ta cé hé phuong trinh :

50a, + 125a; + 36552 =151

125a, + 365a; + 11752, = 405

365a, + 1175a; + 4025a, = 1237
Giai ra ta tim dugc a, = 1,407 ; a, = 0815; a, = —0,058.
Vay phuong trinh dudng héi quy miu ciia Y theo X 1a :

¥y = 1,407 + 0,815x — 0,058x%
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7.3.5. HGi quy tuy@n tinh nhiéu bién

Pinh nghia 7.5. Goi ky vong ¢6 diéu ki¢n E(Y/X, ... X;) 1a ham hdi
quy chia bi€n ngdu nhién Y theo céc bi€n nglu nhién X, ..., X,

Pinh nghia 7.6. Ham héi quy ctia Y theo X, Xy,..., X, dugc goi la
tuyén tinh néu E(Y/X|, ..., Xp) = 8, + 3, X + 2,X5 + ... + 3;X;, ciing nhu
trudng hop ham héi quy clia Y theo X, ta ciing c6 thé ip dung phuomg
phdp binh phuong bé nhét dé tim cic h¢ s6 a,, al, cees -

Gia slt cho miu ngdu nhién : :
.(Yl" X“, ceey an)., - (YN" XIN' . XI'IN)' Tim Ay, Apy wves A sao cho
N

= Z (Y; —a, 3 Xy, — - — a“-Xni)2 dat cyc ti€u. Dao ham Q, theo cic

bién a,, ..., 2, va cho bing 0 ta dugc he phuong trinh dé tim &, 3, .., 8,

N
Na, '*'alth"' .+ a ZX ZYi
i=1

i=1 i=1

N N N 2 N
aQZ Xl’li + alz Xlani + ...+ anz Xlli = z XniYi

i=1 i=1 i=1 i=1
.Giai hé nay ta dugc 4,,4,,..,a, v haim héi quy tuy&n tinh mdu cua
Y theo X, ..., X, 1a: |
y= ﬁo + ﬁlxl + ..+ ﬁnxn
~ D€ tinh todn don gian ta thudng ddi bién s6 d€ dua vé phuong trinh
dang chinh tic va ta dugc dang méi cia phuong trinh héi quy :
Y_BY X -EX, R > ¢
VDY JDX, ! DX,
Phuong trinh hdi quy tuyén tinh d6i v6i bi€n mdi :
| 2 =Pty + Baty + .o + Puty
Ding phuong phép binh phuong bé nhét dé tim B, ..., By,

tacéd a; =P, ’D;(( trong d6 B; = ]1?)

batz =
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1 iz - Nn
D= 1 o - ' .
. , D; nhan dugc tir D bang cédch bd di
cot i thay béing cot hé s tu do.
Int rnz ‘e 1 : e

" Ta cé thé chi ti€t héa viéc tim cdc B;, ..., B, nhu sau :
N
Dat Q, = Y. (Y; — Pty — oo — Batni)’
i=1
dgo ham Q, theo cic ﬁ’i va cho béng 0 ta dugc :

LN N N
1A 2 ”~ _
By tip + .t Bad totyi = 2.t
=1 i=1 i1

T N LN, X
LB;Ztl-.tni +..+ antni = Ztnizi
i=1 3 i=1 i=1

N N
k=1

i=1 .
hé phuong trinh trén dua vé dang :

g By + ot By =y
gnlBI + .ot gnnB-n = hn
: A N A N
Gidi he nay ta duge B; = > ayhy,.nBy = Y aphy
~

trong do a;; thda mén diéu kién :

| véir=i
ngja‘j - {0 viir#i
* Khoang wdc lugng chia hé s6 hdi quy B; véi do tincdy 1 —a 1a:
ﬁi —tmﬁ;5<ﬁi <|§i +tuﬂ5,i=fﬁ
1y tra & bang phan phdi Student v6i N — n bac tut do.
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* Kiém dinh gia thiét vé he s6 héi quy B, i= Ln
Ho:Bi=B? i=.1$n
K:p;=f

Loi giai :
Gia thiét H, bi bac bd ¢ mitc a néu

.
zi= BBl

aii S

to

con néu {7l < ty thi nguge lai.

7.3.6. Hé s tuong quan
a) Hé so twong quan cua X, Y
Hé so tuong quan maucia X, Y :

—ZXY - XY nxiXiYi-(iXi)(zn:Yi)
i= i=1

= - i=1
¢S e R T " .
\l[nz Xt - Xi)z:l[nz Y2 -3, Yi)z:l
i=1 i=1 i=1 i=1 :

Véi kich thuéc méu n 1ét 16n, r c6 phan phéi xdp xi phan phdi chudn

242
v6i k¥ vong p va phuong sai df = (l;nrl—
- — Khoang udc lugng cha he s§ tuong quan véi do tincay 1 —ala:
r—xal:i<p<r+xal;rz-
Jn Jn

trong dé xq tra & bang phan phéi chudn N(O ; 1) sao cho ®(xg) = 1 - 2

2
- * Trudng hop kich thyéc mdu bé n<30:
Pat r = thZ (tang hyperbolic cta Z), trong d6 Z 1a bi¢n ngiu nhién cé

phan phdi khong phu thugc vao p va n ; néu n — o thi phan phCu Z tié€n
tdi phan ph(’)l chuin v6i k¥ vong :

1 1+p p
EZ=3ln NTCES)
e - o~ _l -
va phuong sai DZ ~ — VoL Z = 2ln - (ham nguoc).
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Tir d6 suy ra khoang udc lugng cha %lnitz véidotinedy 1 —ala:
__ I Xy 1, 1+p . 1 ° 'x‘_.JE
L 3m-D no3 <3y <Z 20-1 n-3

trong d6 xy tra & bang phan phdi chu’_a’n N({O; 1)saocho ®(xy) =1 - %.

— Kiém dinh gi4 thi€t vé hé s6 tvong quan :
Ho-:p=0v6iK:p¢06fml’rca
Loi gidi : | i
Gia thi€t H, bi béc bd & mitc o néu :

trl

1Zl = e > Xqg, con IZI < xq thi ch4p nhan H,,.

r
o
3

Vi du 7.10. Véi s6 liéu cho trong vi du 4.11. Tim khoang uée hrong
cia h¢ s6 tuong quan p véi do tin cdy 95%. Kiém dinh gia thiét H, : p =0
voi K : p # 0 o mic a = 5%.

Gidi :

Xg tra & bang ph&n phéi chudn N(O ; 1) sao cho ®(xg) = 1 —

* Trong vi du 4.11 ta dd tim dugc r = 0,77 ; n = 200 v tra & bang
phan phéi chudn ta tim duoc x4 = 1,96. Vay khodng wéc lugng ciia hé s6
tuong quan p vGi do tin cly 95% 1a :

1-0,772 . 1-0,772
0,77-1,96 ——— <p<0,77+ 1,96 — ="'
| J200 P 200

0,7136 < p < 0,8264
* Kiém dinh gia thi€t Hy: p=0v6i K : p # 0 & mic o = 5%.
Néu |ZI = %-I > Xq thi bac bo gia thiét H, hodc Irl > x4dr thi bic bd

T

gia thiet H_
2
Tinh xod, = 1,96. L2277 0.0564
: 200

Ta thdy r = 0,77 > Xod, = 0,0564. Vay gia thiét H, bj bac bd.
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b) Hé s6 tiwong quan bgi (tuong quan nhiéu chiéu)
. DE(Y / X}, -, X))

Pinh nghia 7.7. Goi can bac hai cua ty s0 DY
s6 tuong quan boi cba Y theo X, ..., X, va ky hiéu :
R - D(E(Y/Xl,'"!_xn))

DY

Ngudi ta chiing minh dugc rang :
+0<R=1
+R= Biryx, +Batyx, + -+ Balyx,
+R=+VA*/A

1 2 Ty

.1 By 1 vee By
rongd6: A=(-1"""]
Ini I . 1

1 he

Dinh thic A* nhan dugc tir A bang cich bé sung thém 1 hang & trén
cdng va 1 cot & ngoai cling bén tréi phén tit cBia né 12 nhing hé 56 tuong

quan d6i mot gita Y va X, i = Ln.

¢) Hé s6 twong quan riéng

Dinh nghia 7.8. He s& tuong quan giita Y v X, -.s X, khi c6 dinh

Xp 4 15 -+ Xy duge. goi 12 he s6 tuong quan riéng cia Y, Xl,_ &

Ky hi¢u Tyxy..XpXpe1-Xn (hodc Vi€t tht Toi2_p(p+ 1) . n)

Ta ¢6 cong thic :
L; — Tl

. r'l'. -
jk ﬁl_ ii)(l-—rﬁ()q
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Bal tap chuong VIl

Dé khdo sdt do thudn nhdt vé mat hudng clla moét cénh dong lua,
ngudi ta ngan ra 3 bang song song va trong mbi bing lay ra 5 manh

mot cdch ngiu nhién, méi manh cé dién tich mot a (100m ). Vily do

" khac nhau (suong gid, cay cd moc tu nhién, k¥ sinh trung) két qua

228

cha 3 manh duge coi 1 vo gid tri va bj loai bd. Cic két qua giit lai 1a :

San lugng cdc manh

51 1
s,

N

1 46 42 48
Bing 2 57 53 | 43 54 48
3 50 41 47 42

Gi4 sir cac quan sat trén cé phan phéi chudn, cé phuong sai chung o’
méi quan sit & méi bang c6 ciing ky vong todn. Hay kiém dinh gia
thiét H, : “Cénh déng thuan nhat theo hudng vudng géc véi cac bang”
& mire o = 0,05. '

DE nghién ctu hi¢u qua cha mot loai thic an cho tré em, ngudi ta -
chia lam 5 ch€ do #n khic nhau : A, A,, Ay, A4 As. Két qua cia
thic an thé hién & do tang trong cia tré em. S8 liéu do duge 0 14
chau nhu sau :

Miic an
7.3 5.4 6,4 1,9 7,1
7,6 7.1 8.1 9.5 :
8.3 7.4 9.6
8.3
84

Xét xem thic 4n ¢6 téc dung tang trong cho tré em khong ? Cho mic
o = 0,05.

D& nghién ctu hiéu qua ciia ba phuong phdp day tré & mét nha ire,
ngudi ta chia cdc chdu 1Am 4 nhém theo lia tudi. Sau mot ky gidng



3
5o

day, ngudi ta ti€n hanh kiém tra sy phét trién tu duy, phat tri€n v6n tir
vung. K&t qua kiém tra dugc cho & bang sau :

Phuong phap A B C
' ! 30 20 21
2 36 24 2
Nh “ . .
om 3 15 26 31
4 31 30 34

Hoi hiéu qua cla ba phuong phdp dé cé giéng nhau khéng ? Cho miic
o =5%.

Dé nghién ciu sy anh hudng cia trinh do van minh, ki€n thiic van
héa dén sy phét trién dan s3, ngudi ta thi nghiém trén 4 16p ngudi ¢
trinh do khdc nhau A, B, C, D & trén 4 ving khic nhau, c6 mic song
kinh t€ khdc nhau. K&t qua thyc nghiém dugc cho & bang sau .

Kinh €1 | Kinht€II | Kinh t€ Il | Kinh t€ IV
Ving 1 A:52 | B:40 C:30 D: 65
Ving 2 B: 49 C:55 D:40 |- A:60
Ving3 | C€:40 D: 40 A:50 B: 45
Ving 4 D:35 A 55 B:36 C:55

Sir dung phuong phép hinh vuéng Latinh dé kiém dinh gia thi¢t H :
“Trinh d¢ van minh va kién thic van héa, méc kinh t€ khong énh
hudng dén su phét trién dan s6”. Cho mic a = 5%.

D& so sdnh san lugng sita cia 4 loai bd A, B, C, D, ngudi ta lam thi
nghiém & 4 vang va cho &n theo 4 mic khic nhau. Két qua do dugc
(tinh ra 1t) trong mot khodng thoi gian nhét dinh duge cho & bang

sau day :

Thic an I | Thitc an II | Thic an IIT | Thic an v
Vingl | C:219 D: 166 D:2383 | A:2177
Ving2 | D:190 C:2143 | A:2452 | B:203
Ving3 | A:232 |'B:1818 | D:2218 | C:190
Ving4 | B:191,3 | A:2195 | C:1903 | D:203.3
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Sir dung phuong phép hinh vuéng Latinh dé ki€m dinh gia thi€t H, :
“San luong sita cla 4 loai bd 12 nhu nhan”. Cho a = 0,05.

6. DE nghién cite nang sudt clia ca chua (tinh ra kg) ngudi ta xét hai ;é’u
t3 : gi6ng va phan. Ngudi ta thi nghiém trén 2 loai giéng A, A, va2
mitc phan B, B,. K€t qué thi nghiém dugc cho & bang sau day :

Phén B

B
Giéng A ! B,

A 120 - 123 118119

125 - 123 118 - 118

A,

Xét sy anh hudng clia yéu 6 gidng (A) dén ning sudt ca chua. Xeét
su anh hudng cua phah (B) dén nang sudt cai chua. Xét sy anh
hudng chung ca phan va giéng dén ning su4t ca chua. Cho mic kiém
dinh o = 5%. :

7. Dé nghién ciu sy anh hudng cta thic in B va sy phan nhém dé chan
" nuoi dén su tang trong cha lon, ngudi ta 1am thi nghiém trén 45 con
ion. Két qua tang trong sau 3 tudn ngudi ta cn duge nhu sau

Thitc dn B, B, B,
Nhém

Ay 86 4595446321012

Ay 56 556|43445|343434

Az 767 7843234120121

Kiém dinh cic gia thiét sau :

H, : “Thitc an khong 4nh huéng dén sy tang trong cla lon".

Ho : “Viéc phan nhém khong anh hudng dén sy ting trong ciia lon”.

Ho : “Viéc phan nhém va thitc an khong anh hudng dén sy tang trong
ctia lgn". Cho miic a = 0,05. |
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Héi quy va twong quan :

8. Tim ham héi quy tuyén tin

h miu ciia Y-theo X va tinh hé s6 tuwong
quan mau cfia X, Y trén ¢o s cdc miu quan sat sau :. '

a) X 2 3 7 6 s
Y 5 6 15 - 13 10
b) X
v 1 3 5
2 10 2 -
3 5 5 :
4 8 10
IC) | v X
5 10 15 20 25 30 35 40
100 2 1
120 3 4 3
140 5 10 8 .
160 6 1 1
180 4 1

9. Tim hdi quy bac hai clia Y theo X, ¥
quan méu cla X, Y dya trén miu quan st sau day

— ax® + bx + ¢ va h¢ s0 tuong

X 2 3 5
Y
25 20
45 30
110 48

10. Tim ham héi quy tuyén tinh mau cha Z theo X, Y dya

st sau day :

RO WR W

X, Y)=

W b -

[Se ) S

trén mau quan

[
~

(SRl S S R
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Hudng dan va trd 161 bal t3p chuong VII

L £(5%:2:9)=426; X, =45,33,X,, =51,00 ; b; == 2,25;
by = 3,417 Q = 294,92 ; Q4 = 100,25 ; Qg = 194,67 ;
Fh=232<fy=426;
X .3 = 45,00 ; by = — 2,583. Chap nhan gia thiét H,.

2. (5% :4:;10)=3,48; X = 7,743, X, =798 ;X,, = 6,633
X3 =725:%,,=900;X,5="710;b=0237;b,=-1L11;
by =-0,493 ; by = 1,257 ;b5 =-0,643;Q=16,19;Q, =9,61;
Qg = 6,58 ; F, = 3,29 < fo = 3,48. Chap nhan gia thi€t H,.

3. £4(5%:2:;6)=5,14;1(5%;3:6)=4,76; X =2833; X,, =23,67;
X, = 27,33 ; X,, =3067; X,, =3167; X, =33:X,, =25
X,3 =27 ;b =4,67;by;=-333;b3;=-1,33; 2, =-4,63;
ay=—1,00; a3 =2,33 ; a4 = 3,33 ; Q = 342,67 : Q = 138,67 ;

Qg = 118,00 ; Qg = 86,00.
F, = 4,84 < f, = 5,14. Chdp nhan gia thi¢t H,,.
Fp = 2.74 < £y = 4,76. Chép nhan gia thiét H,.

4. £, (5% ;3;6)=476; X =46,687;Q=147544;Qy=117.19;
Qc = 633,69 ; Qp = 321,69 ; Qg = 402,87 ;

Fp = 1,6 < fp = 4,76. Chdp nhan gia thiét H,,.

5. X =207,719;Q="7191,84 ; Qy = 324,73 ;
Qe = 1726,04 ; Qp = 2505,96 ; Qg = 2635,12 ;
Fp = 1,90 < fy, = 4,76. Chap nhan gia thiét H,,

6. n=8,r=2,v=2,5=2 |

X, =121,5 Xjp =118,5 Xio = 120
X, =124 X,, =118 Xa, =121
X = 122,75 X.2 = 11825 X =120,5
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Q=54;Q5=40,5;Q,=200;Qa5=4,5;Qg=70:
Fa=1,14 < fy =7,71. Chdp nhéan gia thi€t H_ ;
Fg = 23,14 > f,=7,71. Béc b gia thiét H,, ;

Fap=2,57< f, =7,71. Chéip nhan H, .

fA(5% 525 36)=3,27; f3(5% ;2 36)=3,27; f15 (5% ; 4; 36) = 2,65

X, =64 Xjp =44 X3 =12 Xt =40
)_(21 = 5,4 222 = 4,0 223 = 3,6 iz. = 4,33
)_(31 = 7,0 | )_(32 = 3,2 )_(33 = 1,2 ] ;:3. = 3,8
X =627 X=387 Xu3=20 X = 4,04

Q=203,91;Qp=137,24;Q, =2,18; Qa5 = 27,29 ; Qy = 37.2
Fa = 1,05 < fy = 3,27. Chdp nhan gia thiét H,:
Fy=66,71> f,= 3,27, Béc bo gia thiet H, ;
Fap = 6,60 < f, =2,65. Bdc bo gia thiét H, .
8. 2) X =46; Y=98;r=0,99; §=2,07x + 0,28
b) X =2,75; ¥=3,15;r=0,78 ; §=0,43x + 1,98
¢) X =21,02; Y=140,82;r=091; §= 1,92x + 100,36.
9. §=294x%+7.27x - 1,25.
10. = 16,3x + 1,46y - 0,92.
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PHU LUC
| Lo
Bdng 1. Gia tri ham ®(x) = —— E e?du
J2n
X D(x) X P(x) X D(x) X D(x)
000 | 00000 | 020 | 00793 | 040 | 01554 | 060 | 0.2257
001 | 00040 | 021 | 00832 | 041 | 01591 | 061 | 02291
002 | 00080 | 022 | 00811 | o042 | 01628 | 062 | 02324
003 | 00120 | 023 | 00910 | 043 | 01664 | 063 | 02357
004 | 00160 | 024 | 00048 | 044 | 01700 | 064 | 02389
00s | 00199 | 025 | 00987 | 045 | 01736 | 065 | 02422
006 | 00239 | 026 | 01026 | 046 | 01772 | 066 | 02454
007 | 00279 | 027 | 01064 | 047 | 0,1808 | 067 | 02486
008 | 00319 | 028 | 01103 | 048 | 0,1844 | 068 | 02517
009 | 00359 | 029 | 01141 | 049 | 01879 | 069 | 0254
010 | 00398 | 030 | 01179 | 050 | 01915 | 070 | 0.2580
011 | 00438 | 031 | 01217 | 051 | 01950 | 071 | 02611
012 | 00478 | 032 | 01255 | 052 | 01985 | 072 | 02642
013 | 00517 | 033 | 01203 | 053 | 02019 | 073 | 02673
0.4 | 00557.| 034 | 01331 | 054 | 02054 | 074 0,2703
015 | 00596 | 035 | 01368 | 055 | 02088 | 075 | 02734
o016 | 00636 | 036 | 01406 | 056 | 02123 | 076 | 02764
017 | 00675 1 037 | 01443 | 057 | 02157 | 077 | 02794
o018 | 007tf | o038 | o180 | oss | 02190 | 078 | 02823
0.19 | 00753 | 039 | 01517 | 059 | 02224 | 079 | 02852
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Tiép bdng 1
r X ‘ d(x) X O(x) X D{x) X D{x)
080 | 02881 | 101 | 03438 122 | 03883 | 143 0.4236
081 | 02910 | 102 | 03461 | 123 | 03907 L4a | 04251
082 | 02030 | 103 | 03485 | 124 | 03925 ) 145 0.4265
083 | 02967 | 104 | 03508 | 125 | 03944 | 146 0.4279
084 | 02095 | 105 | 03631 | 126 | 03962 | 147 0.4292
0ss | 03023 | 106 | 03ss4 | 127 | 03980 | 148 0.4306
086 | 03051 | ‘107 | 03577 | 128 | 03997 | 149 0.4319
087 | 03078 | 108 | 03599 | 129 | 04015 150 0.4332
088 | 03106 | 109 | 03e21 | 130 | 04032 ) 151 0.4345
089 | 03133 | 110 | 03643 | 131 04049 | 152 | 04357
090, | 03159 | 111 | o3ees | 132 | 04066 | 1.33 0.4370
0ot | 03186 | 112 | 03686 | 133 | 04082 | 134 0.4382
002 | 03212 | 113 | 03708 | 134 | 04099 | 135 0.4394
003 | 03238 | 114 | 03720 | 135 | 04115 | 136 0.4406
094 | 03264 | 115 | 03749 | 136 [ 04131 1.57 t 0.4418
095 | 03289 | 116 | 03770 | 137 04147 | 1.58 | 04429
096 | 03315 | 117 | 03790 | 138 | 04162 159 | 04441 |
097 | 03340 | 118 | 03010 130 | 04177 | 160 | 04452
0os | 03365 | 119 | 03830 | 140 | 04192 | 162 0.4463
0os | 03389 | 120 | 03849 | 141 | 04207 | 163 0.4474
100 | 03413 | 121 | 03869 | 142 | 04222 164 0.4484 |
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Tiép-bdng 1

X O(x) X D(x) X D(x) X O(x)
164 | 04495 | 1.88 | 04699 | 224 | 04875 | 272 | 0.4967
165 | 04505 | 1.89 | 04706 | 226 | 04881 | 274 | 0.4969
1.66 | 04515 | 190 | 04713 | 228 | 04887 | 276 | 04971
1.67 | 04525 | 191 | 04719 | 230 | 04893 | 278 | 0.4973
1.68 | 04535 | 192 | 04726 | 232 | 04898 | 280 | 0.4974
169 | 04545 | 193 | 04732 | 234 | 04904 | 282 | 04976
170 ] 04554 | 194 | 04738 | 236 | 04909 | 284 | 0.4977
171 | 04564 | 195 | 04744 | 238 | 04913 | 286 | 0.4979
172 | 04573 | 196 | 04750 | 240 | 04918 | 2.88 | 0.4980
173 | 04582 | 197 | 04756 | 242 | 04922 | 290 | o.4981
1.74 | 04591 | 198 | 04762 | 244 | 04927 | 292 | 0.4982
175 | 04599 | 199 | 04767 | 2.46 | 0.4931 | 294 | 0.4984
176 | 04608 | 200 | 04772 | 248 | 04934 | 296 | 0.4985
177 | 04616 | 202 | 04783 | 250 | 0.4938 | 298 | 0.4986
178 | 04625 | 204 | 04793 | 252 | 04941 | 3.00 | 0.49865
179 | 04633 | 2.06 | 0.4803 | 254 | 04945°| 320 | 049931
180 | 04641 | 208 | 0.4812 | 256 | 04948 | 3.40 0.49966
1.81 | 04640 | 210 | 04s21 | 258 | 04951 | 360 |0.499841
1.82 | 04656 | 212 | 04830 | 2.60 | 04953 | 3.80 [0.499928
1.83 | 0.4664 | 214 | 04838 | 2.62 | 04956 | 4.00 |0.499968
184 | 04671 | 216 | 04846 | 264 | 04959 | 450 |0.499997
1.85 | 04678 | 218 | 04854 | 2.66 | 04961 | 500 |0.499997
1.86 | 0.4686 | 220 | 04861 | 2.68 | 0.4963

1.87 | 04693 | 222 | 04868 | 2.70 | 0.4965
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Bdng 2. Phan phdi Sudent P[IT! > Tg] = a

S6 bac wr do Miic ¥ nghia o (tiéu chudn hai phfa)
k 0.10 0.05 0.02 0.01 0.002 0.001
1 6.31 12.7 31.82 63.7 318.3 637.0
2 2.92 43 6.97 9.92 22.33 31.6
3 2.33 3.18 4.54 5.84 10.22 12.9
4 2.13 2.78 3,75 4.60 7.17 8.61
5 2.01 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 1.94 2.45 3.14 |- 3.71 521 5.96
7 1.89 2.36 3,00 3.50 4,79 5.40
8 1.86 231, 2.90 3.36 4.50 5.04
9 1.83 2.26 2.82 3.25 4,30 4.78
10 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.80 2.18 272 3.11 4.03 4.44
12 1.78 2.16 2.68 3.05 3.93 *4.32
13 1.77 2.14 2.65 3.01 385 | 422
14 1.76 2.13 2.62 2.98 3.79 4.14
15 1.75 2.12 2.60 2.95 1.73 4.07
16 1.75 2.11 2.58 2.92 3.69 4.01
17 1.71 2.10 2.57 2.90 3.65 3.96
18 1.73 2.09 2.55 2.88 3.61 3.92
19 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 1.73 2.08 2.53 2.85 355 | 385
21 1.72 2.07 2.52 2.83 3.53 3.82
22 1.72 2.07 2.51 2.82 351 3.79
23 1.71 2.06 2.50 2.81 3:49 3.77
24 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.74
25 1.71 2.06 2.49 ©2.79 3.45 3.72
26 1.71 2.05 2.48 2.78 3.44 3.71
27 1.71 2.05 2.47 2.77 3.42 . 3.69
28 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
29 1.70 2.04 2.46 2.76 3.40 3.66
30 1.70 2.02 2.42 2.75 3.39 3.65
40 1.68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
60 1.67 2.00 2.39 2.66 3.23 3.46
120 1.66 1.98 2.36 2.62 3.17 3.37
o0 1.64 1.96 2.33 258 | 3.09 3.29
0.05 | 0025 0.01 0.005 0.001 0.0005

Mifc ¥ nghia o (tiéu chuén mot phia)
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Bdng 3. Phan ph6i khi binh phuong véi n bac tir do P [X > Cq] = o

Bac Kic sudle

tw

dr:’ 0,99 | 098 | 095 | 0,90 | 080 | 0,70 [ 0,50 | 0,30 | 0.20|0,1010,05 0,02 0,01 |0,005 0,00210,001
1 [0,0001 U,(){]()G’(),O(JOQ 0,016|0,064|0,148 10,4551 1,07 | 1,64 2,7 (381 55 | 66 | 7.9 | 95 [10.83
2 |00 0,040 0,503 |0,211|0.4460,713[1,386 (2,41 [3,22| 4.6 | 6,0 [ 7.8 | 9.2 | 11.6 | 124 138
3 0,115]|0,18510,352 {0,584 [1,005[0,424|2,366[ 3,66 |4.64| 63 | 78 | 9.8 {113 12,8 [ 148 16,3
a4 |o301043 |07 |ons|165]219(336] 45|60 ]78]95]1L7]133|149( 169 18,5
5 1055075 1,14 ] 1,61[234[300]|435[61|73]92|11,1]|134]151)163 | 185 20,5
6 0487 1,13 | 1,63 | 2,20 | 307 [ 383 | 535 | 7.2 S,é 106112,6|150|16,8( 18,6 | 30,7} 22,5
7 124 | 156 ] 217 283 | 3,82 [4,671634( 8.4 | 98 |120]14.1|166 18,5/203 26(243
.8 165 1 203 | 2,73 | 349 | 459|553 (734 ] 95 11,0134 1551182(20,1 | 21,9 [ 243 216
g | 200|253 | 3321417538 |639]835(10,7[12,2]14,7]16,9|19,7|2L.7( 23,6 | 26,1 279
10 | 256 | 306 | 304 | 486 6,18 [ 7271934 111.81134]160]18,3|21,21232| 252 [ 27,7 296
b1 31 | 36| 46| 56|70 (81 ]103(129/1467173)197 226(24,7| 268 | 29,4 | 31,3
12136 | 42 | 52 | 63 73 90 11,3 1:4,0 158]18,5]|21,0|24,1}262| 28,3 | 31,0 | 32,9
130 41 ;48 | 59|70} 86} 99 |123(151]17.0 19:8 23,4255]27,7| 298 1 32,5 | 34,5
1] 47 | 54!l 66|18 |95 |108]133[162]182(21,1]237)|269]29,1] 310 34.0] 36,1
15| 52 | 60| 73 |85 |103 11;7 143 (173|193 (2231 25,0128,3|30,6 | 32,5 [ 355 | 377
16| 58 | 66 ] 80 |93 |11,2]1267 153 |184120,5]23,5)|263 29,6320 34,0 | 37,0 | 39,2
17 64 1 73 | 87 | 100 120113,5(163|195(21,6]|248]27,6(310|334] 355 3851 408
18570 | 79 | 94 11093129 | 144 | 17,3 |20,6|228[260(28,9(32,3|34,38) 370 40,0. 42,3
19 76 | &6 | 100 | 10,7 | 13,7 | 154 | 18,3 {21,7|23.9]27,2|30,1133,7|362| 385 [ 41,5 43,8
201 83 | 92 | 109 | 1241 146|163 | 19,3 | 22,8 250]28,4|31,4)|350(37,6| 400 430 | 453
21| 89 | 99 1116|132 154 | 1721203 §23.9|262(29,6]|32,7]136,3|38.9| 415 44.5 | 46,8
22| 95 | 106 | 12,3 14,0 163 | 18,1 | 213 | 249 (2731308 33,9 (37,7(40,3 ] 42,0 } 46,0 [ 483
23102 | 11,3 lﬁ,i 14,8 [ 17,2 | 19,0 1223 | 26,028,4|320 3;5.2 9,0(41,6| 440 | 47,5 | 49.7
24 | 109 | 120 | 138 | 1571 18,1 | 199 ]| 23,3 [27,1[29.6|33,2| 36,4 | 403]|43,0] 455 48,5 | 51,2
25 [ 11,5 | 12,7 1 146 | 16,5 | 189 | 20,9 | 243 | 28,1 [ 30,7 34,4 | 37,71 41,6 [ 44,3 | 47.0 50,0 | 52,6
26 122 1 134 [ 154 | 173 198 | 21,8 | 253 | 29,3 [31,8135,6(389(42,9[456) 48,0 515 | 54,1
27 | 129 | 141 | 162 | 18,1 | 207 | 22,7 | 26,3 | 30,3 1329 (36,7 |40,1|44,1 |47,0| 48,5 | 53,0 55,5
2% | 136 | 148 | 169 | 189 21,6 236 | 27,3 | 31,4 [34,0(37.9141,3 454 (483 51.0] 54,5 56,9
29 | 143 | 156 | 17,7 1 19.8 [ 22,5 | 24,6 | 283 | 32.5035,1 | 39,1 [42.6| 46,7{49.6 | 52,3 56,00 1 58,3
30 0150 [ 163 ] 185 [ 206|234 | 255|293 [33,5]363]403 :1-3,8 480|509} 54.0 | 57,5 | 597
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Bdng 4. Phan phdi F (Fisher — Snedecor), mutc ¥ nghia o = 0,01

K, _ o
y 2 3 4 s | 6 7 8 9. 1 10 | 1L | 12
K3

1 4052 | 4999 | 5403 | 56.25| 57.64 5889 | 59.28 | 5981 | 6022 6056 | 6082 | 6106

2 |98.49|99.0199.17|99.23 09.30 {99.33 | 99.34 | 99.36 199.38 | 99.40 [-99.41 [ 99.42
3 (34123081 (2048|2771 23.24 | 27.91 | 27.67 | 27.49 27.34127.23127.13} 27.05
4 |21.20]18.00}16.69]15.98 15.52 | 14.21 | 14.98 [ 14.80 14.66 | 14.55 | 14.45 [ 14.37
5 |16.26113.27|12.06|11.30 10.97 | 10.67 | 10.45 } 10.27 10.15| 10.05 | 9.96 9.839
6 |13.7411092]9.78 | 9.15 8.75 | 847 | 226 | 8.10 | 7.98 | 7.87 7.19 | 7.72
7 -112.25]9.55 | 9.45 | 7.89 7.46 | 7.19 | 7.00 6.84 | 671 | 6.62 | 6.54 6.47
g 1126|865 7.59 | 7.01 663 | 637 1619|603 | 550 5.82 5.74 5.67
o |10.56] 8.02 699 | 642 6.06 | 5.80 | 5.62 | 547 535 | 5.26 | 5.18 | 5.11

10 |10.04 7.56 655 | 599 | 5.64 | 539 | 5.21 5.06 | 4.95 | 4.85 | 478 | 4.71

1 1985720 622|567 §.32 | 5.07 | 4.88 | 474 463 | 4.54 | 4.46 [ 4.40
12 1933|693 (5951541 506 | 4.82 | 4.65 | 4.50 439 | 430 | 422 | 4.16
13 | 8.86 | 6.51 | 5.56 | 5.03 4.69 | 4.46 | 428 | 414 | 4.03 3.94 | 3.86 | 3.80
16 | 853623529477 444 | 420 | 403 | 3.89 378 | 3.69 | 3.61 3.55
20 .| 8.10 | 5.85 | 4.94 | 4.43 410 | 3.87 1 371 | 3.56 | 3.45 337 | 330 (3.23

24 1 7.82 5.61 | 4.72 422 | 3.90 | 3.67 [ 3.50 336 | 3.25 | 3.17 | 3.09 3.03
10 | 7.56 | 5.39 | 4.51 | 402 370 | 3.47°) 3.30 | 3.17 3.06 2.98 2.90 | 2.84
a0 | 7.31 ] 5.18 | 431 | 3.83 351 | 329 | 3.12 | 2.99 288 | 2.80 | 2.73 | 2.66
50 | 7.17 | 5.06 | 4.20 | 3.72 341 | 3.18 | 3.02 | 2.88 278 | 2.70 | 2.62 2.56
70 | 7.01 | 492 | 4.08 | 3.60 329 | 3.07 | 291 | 2.77 267 | 2.59 | 2.51 | 2.45

100 | 690 | 4.82 | 398 | 3.51 320 | 2.99 | 2.82 | 2.69 2.59 | 2.51 | 2.43 | 2.36
200 | 6.76 | 471 | 388 | 3.4] 3.11 | 2.90 | 2.73 | 2.60 250 | 2.41 | 2.34 | 2.28
400 | 6.70 | 4.66 | 3.83 | 3.36 3.06 | 2.85 | 2.69 | 2.53 2.46 | 2.37 | 229 | 2.23

3 6.64 | 4.60 | 3.78 | 3.32 } 3.02 280 | 2.64 | 2,51 [ 2.41 232 1224 ) 2.18
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F - Phan phéi « = 0,01 (Fisher ~ Snedecor)

Tiép bdng 4
K, |
K, 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 o0
| 6142 | 6169 | 6208 | 6234 | 6258 | 6286 | 6302 6323 | 6334 | 6352 | 6361 | 6366
2 99.43 | 99.44 | 99,45 [ 99.46 | 99.47 | 99.48 | 99.48 99.49 | 99.49 | 99.49 | 99.50 | 99.50
3 26.92 | 26.83 | 26.69 26.60 | 26.50 26.41_ 26.35126.27|26.23 | 26.18 | 26.14 | 26.12
4 14.24 1 14.15 | 14.02 | 13,93 | 13.83 | 13.74 | 13.69 | 13.61 13.57 | 13.52 [ 13.48 | 13.46
5 977 | 968 | 955 | 947 | 938 | 929 | 924 | 9.17 9.13 | 5.07 | 9.04 | 9.02
6 760 | 752 | 7.39 | 7.31 1 723 | 714 | 7.09 | 702 | 699 | 6.94 | 6.90 | 6.88
7 6.35 | 627 { 6,15 | 607 | 598 | 590 | 5.85 578 1 575 | 5.70 | 5.67 | 5.65
8 556 | 548 | 536 | 528 | 520 | 5.11 | 5.11 | 5.06 5.00 | 496 | 4.88 | 4.86
9 500 | 492 ; 480 | 473 | 4.46 | 4.56 | 4.51 445 ) 441 | 436 | 433 | 4.31
10 460 | 452 | 441 | 433 [ 425 | 4.17 | 412 | 405 401 | 3.06 | 3.93 | 3.91
11 4.29 | 4,21 . 410 | 402 | 394 | 386 | 3.80 | 3.74 { 3.70 | 3.656 | 3.62 | 3.60
12 405 [ 398 | 3.86 | 3.78 [ 3.70 | 361 ) 3.56 | 3.49 346 | 3.41 | 3.38 | 3.36
1377 370 | 3.62 | 351 | 343 ] 3.34 | 3.26 3.21 3.14 | 311 | 3.06 | 3.02 300
16 345 1 337 [ 325 3.18 | 3.01 | 3.00 | 296 | 2.89 . 286 | 280.( 277 ] 2.75
20 313 | 3.05 (294 | 286 | 277§ 269 | 263 | 2.56 2.53 | 2.47 244 | 2.42
24 293 [ 283 | 274 | 266 | 258 | 249 | 244 | 236 { 2.33 2.27 2.23 | 2.21
30 274 1 266 | 255|247 ) 238 229 | 224 | 2.16 213 | 207 | 203 | 201
40 256 | 249 | 237 | 229 | 220 | 211 | 205 | 1.97 194 | 1.88 | 1.84 | 1.81
50 246 | 239 | 226 | 218 | 2.10 [ 2.00 | 194 1 1.86 | 1.82 | 1.76 | 1.71 | 1.68
70 | 2.35 228 12151207 | 198 {188 [ 182 | 1.74 | 169 | 1.62 [I.56 | 1.53
100 | 226 | 219 | 206 | 198 | 180 | 1.79 | 1.73 1.64 | 1.59 | 1.5t 146 | 1.43
200 | 207 [ 209 [ 197 | 188 | 1.79 | 1.69 162 | 1.53 | 148 | 1.39 | 1.33 | 1.28
400 2,12 | 204 | 192 | 184 | 174 | 1.64 | 1.57 147 | 142 | 1.32 | 1.24 | 1.19
X 200 1199 | 187 | 1.79 | 1.69 1 L3O [ 152 ) 141 5 136 | 1.25 ! 115 | 1.09
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18- LTXSVTK

Bang phan phéi F (Fisher—Snedecor), mic ¥ nghia o = 0,05 °
' Tiép bang 4
Kl ’
1 s 13l at) s e 7|8 )9 10N
K2

| 16t | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 242 | 243
5 | 185 | 19.00 | 19.06 | 1925 | 1930 [ 1933 [ 19.36 } 19.37 | 19.38 1 19.39 19.40
3+ lio43] 055 | 928 | 912 [ 901 | 894 | 888 | 8.84 | 881 ) 878 | 876
s 1791 L 6oa | 659 | 639 | 626 | 6.16 | 609 | 604 | 6.00 | 596 | 593
s | 661 | 579 | 541 | 509 | 505 | 495 | 488 | 482 ) 478 | 474 4.10
6 | 5991514 476|453 439|421 415 | 410 | 410 | 406 | 4.03
2 | sso | 474 | 435 | 412 | 397 [ 379 | 373 | 368 | 3.68 ) 3.63 3.60
o | 532 | 446 | 407 | 384 | 369 | 3.50 | 3.44 | 339} 339 ) 3.4 3.31
o | 512 | 426 | 386 | 363 | 348 | 329 | 323 3.18 | 3.18 | 3.3 | 310
10 | as6 | 410 | 371 | 348 | 322 | 3.4 | 3.07 | 302 | 3021 297 2.94
11 | asa | 398 | 350 | 336 | 320 | 3.09 | 3.01 | 295 | 290 2.86 2.82
13 1 a7s | 388 | 3.49 | 326 | 301} 3.00 | 292 | 285 } 280 ) 276 272
i | 460 | 374 | 334 | 301 ) 296 ) 285 | 277 | 270 265 | 2.60 | 2.56
6 | a40 | 363 | 324 | 301 | 285 | 274 | 2.66 | 259 ) 2.54 | 249 2.45
a0 | 435 | 349 | 310 | 287 | 271 | 260 | 252 | 245 ) 240 | 23 2.31
2a | 426 | 3.40 | 301 | 278 | 262 | 251 | 243 ) 236 | 2.30 226 | 2.22
w0 | a7 1332 | 292 | 260 | 253 | 242 | 234 | 226 | 221 2.16 | 2.12
w | aos | 323 | 284 | 261 | 245 | 234 | 225 | 218 212 | 207 2.04
so | a03 | 38 | 279 | 256 | 240 | 229 | 220 | 213 ) 207 | 22 2.98
0 | 308 | 313 | 274 | 250 | 235 | 223 | 214 | 207 | 201 } 297 1.93
100 | 394 | 200 | 270 | 246 | 230 | 2.19 | 210 | 203 | 1.97 1.93 | 1.88
200 | 389 | 3.04 | 265 | 241 | 226 | 214 | 205 | 1.98 | 192 ) 187 1.83
00 | 386 | 302 | 262 | 239 | 223 | 212 | 203 | 196 3 190 | 1 85 | 1.81
. T3384| 209 | 260 | 237 | 221 [ 209 | 201 | 1.94 | 188 | 183 1.79
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. Bang phan phéi F (Fisheq~Snedccoﬁ), mifc ¥ nghia o = 0,05

Tiép bdng 4
« Kl g i3 16 1 20 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 { 200 { 500 | o
2
| 244 | 245 | 246 | 248 | 250 | 251 252 | 253 ) 253 | 254 | 254 | 2.54
2 | 1941 |19.42119.43|19.44 [ 19.46 | 19.47 | 19.47 { 19.48 | 19.49 | 19.49 | 19.50 | 19.50
3 | 8741871 | 866 8.66 | 8.02 [ 8.00 | 8.58 | 8.57 | 8.59 | 8.54 | 5.54 8.53
4 | 391|587 | 584|580 1574 | 571|570 | 5.68 | 5.66 | 5.65 | 5.64 | 5.63
3 468 1464 1 4.60 | 4.56 | 4.50 | 4.46 | 4.44 | 4.42 | 4.40 | 438 | 4.38 | 136
6 [ 400 1396 | 392 387 | 381 1377 | 375 | 3.72 | 3.71 | 3.69 | 3.68 | 3.67
T | 357352 349 344 1338 334 | 332 [ 329 | 3.28 | 3.25 | 324 | 3.23
8 1328 1323320315308 3.05|3.03 300298 | 296|294 203
9 |3.07 302|298 293286 282|280 27727 (273|272 | 271
10 1291 | 286 [ 2.82 | 2.77 | 2.70 | 2.67 | 2.64 | 2.61 | 2.59 | 2.56 | 2.55 | 2.54
1 {279 | 274 | 270 | 2.65 2.57 | 253 | 250 { 247 | 245 | 2.42 | 2.41 | 2.40
12 1269 1264 | 2.60 { 254 | 2.46 | 242 | 2.40 | 2.36 [ 2.35 | 232 | 2.30 | 2.30
13 1253|248 | 244 | 239 {231 | 2.27 [ 224 [ 221 | 219 { 2.16 | 2.14 | 2.13
16 1242|237 [ 233 (228 [ 220 | 216 | 213 | 2.09 | 2.07 | 2.04 | 2.02 2.01
20 | 298 (223|218 | 212 (204 | 1.99 | 1.96 | 192 ) 190 | 1.87 | 1.85 | 1.8¢
24 (208 | 213 | 2.09 | 2.02 (.1.94 | 1.89 | 1.86 | 1.82 1.80 | 1.76 | 1.74 | 1.73
30 12091204 1199 | 1.93 [ 1.84 [ 1.79 | 1.76 [ 1.72 | 1.69 | 1.66 | 1.64 | 1.62
40 | 2.00 [ 1.95 | 1.90 | 1.84 | 1.74 | 1.69 | 1.66 | 1.61 | 1.59 | 1.55 | 1.53 | 1.5]
30 1195 1190 | 1.85 | 1.78 | 1.69 | 1.63 | 1.60 | 1.55 | 1.52 | 1.18 | 1.46 | 1.44
70 | 189 | 184 | 179 | 172 | 1.62 | 1.46 | 1.53 | 147 | 1.45 | 140 | 137 | 135
100 | 1.85 | 1.79 | 175 | 1.68 | 151 | 1.51 [ 1.48 | 142 | 139 | 134 { 130 | 1.28
200 1 1.80 | 174 | 1.69 | 1.62 | 145 | 145 | 142 | 135 [ 1.32 | 126 | 122 | 119
400 | 178 | 172 | 1.67 | 1.60 | 1.42 { 142 | 138 | 132 | 128 | 122 | 116 | 113
X RT3 169 | 164 | 157 [ 140 [ 140 [ 135 | 128 | 124 | 117 | 11t | 100
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Bdng 5. Gi4 tri tiéu chudn Wilcoxon véi n < 20 (so sanh cip doi). Tieu

chuén mét phia
@ =0,05 a=0025 | =001 a = 0,005
n : :
Wo Wig| Wa Wil Wy Wio| Wo W
6 3 17 1 20 0 21 0 21
7 4 24 3 25 0 21 0 21
8 6 30 4 32 2 34 1 35
9 9 36 6 39 4 41 2 43
10 11 44 9 36 | 6 49 4 51
11 14 52 ! 11 55 8 58 6 60
12 18 60 | 14 64 | 10 68 8 70
13 22 69 | 18 73 { 13 78 | 10 81
14 26 79 | 22 8 | 16 8 | 13 92
15 31 8 | 26 94 | 20 100 | 16 104
16 3 100 | 30 106 | 24 112 | 20 116
17 42 111} 35 118 | 28 125 | 24 129
18 48 123 | 41 130 | 33 138 | 28 - 143
19 54 136 | 47 143 | 38 152 | 33 157
20 61 149 | 53 157 | 44 166 | 38 172
' Tiéu chudn hai phia :
a=0,1 o =005 o =0,01
Wo W o Vo W o Vo W oo
2 2 2 2 2 2
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Bdng 6. Diém tieu chudn cia tiéu chuin Wilcoxon

Kich ' . Kich

thude miu Q thuéc miu | Q

m | my |0,005{0,01 (0,025{0,05| n; | ny |0,005{ 0,01 [0,025] 0,05

6| 6 |23 |24 26|28 |7 |20 5|56 62]67
7 124 |25 |27 30 21 | 53 ] 58 | 64 | 69
8 |25 | 27 1 29 | 31 22 | 55 | 59 | 66 | 72
9 1261 28| 311/ 33 23 | 57 | 61 | 68 | 74
10 | 27 |29 | 32 | 35 24 | 58 | 63 | 70 | 76
11 | 28 | 30 | 34 | 37 25 | 60 | 64 | 72 | 78
12 130 |32 | 35| 38 | 8 8 | 43 | 45 | 49 | 51
13 | 31 | 33 | 37 | 40 9 [ 45 | 47 | 51 | 54
14 | 32 | 34 |38 { 42 10 | 47 | 49 | 53 | 56
15 | 33 | 36 | 40 | 44 11 | 49 t 51 | 55 | 59
16 | 34 | 37 | 42 | 46 12 | 51 | 53 | 58 | 62
17 | 36 | 39 | 43 | 47 13 | 53 | 56 | 60 | 64
18 | 37 ) 40 | 45 | 49 14 | 54 | 58 | 62 | 67
19 1 38 | 41 | 46 | 51 15 | 56 {.60 | 65 | 69
20 | 39 | 43 | 48 | 53 16 | 58 | 62 | 67 | 72
21 | 40 | 44 | 50 | 55 17 | 60 | 64 | 70 | 75
22 | 42 | 45 | 51 | 57 18 | 62 { 66 | 72 | 77
23 [ 43 | 47 | 53 | 58 19 [ 64 | 68 | 74 | 80
24 | 44 | 48 | 54 | 60 20 | 66 | 70 | 77 | 83
25 | 45 | 50 { 56 | 62 21 | 68 f 72 | 79 | 85

7 7 | 3234 | 58 | 39 22 | 70 | 74 | 81 | 88
8 | 34| 35 38 | 41 23 | 71 | 76 | 84 | 90
9 | 35| 37 {40 | 43 24 | 73 [ 78 | 86 | 93
10 | 37 { 39 | 42 | 45 25 [ 75 | 81 | 89 | 96
HE |38 (140 | 44 | 47 | 9 | 9 | 56 59 | 62 | 66
12 | 40 | 42 | 46 | 49 | 10 [ 58 | 61 | 65 | 69
13 | 41 | 44 | 48 | 52 11 | 61 | 63 | 68 | 72
14 [ 43 | 45 | 50 | 54 12 | 63 | 66 | 71 | 75
15 | 44 | 47 | 52 | 56 13 | 65 | 68 | 73 | 78
16 | 46 | 49 | 54 | 58 14 | 67 | 71 | 76 | 81
17 |-47 | 51 | 56 | 61 15169 ¢ 73| 79 | 85
18 | 49 | 52 | 58 | 63 16 | 72 | 76 | 82 | 87
19 | 50 | 54 | 60 | 65
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Tiép bdng 6

Kich ' Kich

thudc miu - Q thitdc miu Q

n, | n, [0,005|001 |0,025/005| n; | 2, 0,005} 0,01 |0,025| 0,05

9 {17 i 74! 78 | 8 |90 | 11| 20 | 114 | 119 | 128 } 135
18 | 76 | 81 | 87 | 93 21 | 117 | 123 | 131 | 139
19 | 78 | 83 | 90 | 96 22 | 120 { 126 | 135 | 143
20 | 81 | 85 | 93 { 99 23 | 123 | 120 | 139 | 147
21 | 83 | 8 | 95 | 102 24 | 126 | 132 | 142 | 151
22 | 85 | 90 | 98 | 105 25 | 105 | 136 | 146 | 155
23 | 88 | 93| 101 | 108 | 12 | 12 | 112 | 109 | 115 | 120
24 1 90 | 95 | 104 | 111 13 | 115 | 113 | 119 | 125
25 | 92 | 98 | 107 | 114 14 | 119 | 116.] 123 | 129

10 10| 71 | 74 § 718 | 82 15 | 122 | 120 | 127 | 133
11| 73] 77| 8 | 8 16 | 125 | 124 | 131 | 138
121 75| 79| 8 | 89 17 | 129 | 127 1 135 | 142
13|79 {8 | 8 | 92 18 | 132 | 131 | 139 | 146
14 | 81 | 85 | 91 | 96 19 | 136 | 134 | 143 | 150
15| 8 | 88 | 94 | 99 20 | 139 | 138 | 147 | 155
16 | 8 | 91 |- 97 | 103 21 | 142 | 142 | 151 | 159
17 | 8 | 93 | 100 | 106 22 | 146 | 145 | 155 | 163
18 | 92 | 96 | 103 | 110 23 | 149 | 149 | 159 | 168
19 | 94 | 99 | 107 | 113 24 | 125 | 153 | 163 | 172
20 | 97 | 102 | 110 | 117 25 | 129 | 156 | 167 | 176
21 | 99 | 105} 113 | 120} 13 | 13 | 133 | 130 | 136 | 142
22 | 102 | 108 | 116 | 123 14 | 136 | 134 | 141 | 147
23 1105 | 110 | 119 | 127 15 | 140 | 136 | 145 | 152 |
24 | 107 { 113 | 122 | 130 16 | 144 | 142 | 150 | 156
25 | 110 | 116 | 126 | 134 17 | 151 | 146 | 154 | 161

1nl1r | 87 |91 | 96 | 100 18 | 144 | 150 | 188 | 166
12 | 90 | 94 | 99 | 104 19 | 148 | 154 | 163 | 171
13 ] 93| 97 | 103 | 108 20 | 151 | 158 | 167 | 175
14 | 96 | 100 | 106 | 112 21 | 155 | 162 | 171 | 180
15 1 99 | 103 | 110 | 116 22 | 159 |. 166 | 176 | 185
16 | 102 | 107 | 113 | 120 23 | 163 | 170 | 180 | 189
17 | 105 | 110 | 117 | 123 24 {166 | 174 | 185 | 194
18 | 108 | 113 | 121 | 127 25 | 170 | 178 | 189 | 199
19 | 111} 116 | 124 | 134
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Tiép bdng 6

- )
thud::ctl:aéu Q thulgcl:czliu Q
n, | n, |0,005|0,01 }0,025{005| n; | my |0,005{ 0,01 }0,025 0,05
141 14 L1470 1521 160 | 166 | 16 | 20 | 215 | 223 | 234 | 243
15 | 151 | 156 | 164 | 171 21 | 220 | 228 | 239 | 249
16 | 155 | 161 | 169 | 176 22 1225|233 | 245 | 255
17 | 159 | 165 | 174 | 182 23 | 230 | 238 | 251 | 261
18 | 163 | 170 | 179 | 187 24 | 235 | 240 | 256 | 267
19 | 168 | 174 | 183 | 192 25 | 240 | 249 | 262 | 273
20 | 172 | 178 | 188 | 197 | 17 | 17 | 223 | 230 | 240 } 249
21 | 176 | 183 | 193 | 202 18 | 228 | 235 | 246 | 255
22 | 180 | 187 | 198 | 207 19 | 234 | 241 | 252 | 262
23 | 184 |192 | 203 | 212 20 | 239 | 246 | 258 | 268
24 | 188 | 196 | 207 | 218 21 {244 | 252 | 264 | 274
25 | 192 | 200 | 212 | 223 2 | 249 | 258 | 270 | 281
15| 15 | 171 | 176 | 184 | 192 23 | 255 | 263 | 276 | 282
16 | 175 | 181 | 190 | 197 24 1260 | 269 | 282 | 294
17 | 180 | 186 | 195 | 203 25 | 265 | 275 | 288 | 300
18 | 184 | 190 | 200 | 208 | 18 | 18 | 252 | 259 | 270 | 280
19 | 189 | 195 | 205 | 214 19 t258 | 265 | 277 | 287
20 | 193 | 200 | 210 | 220 20 | 263 |"271 | 283 | 294
21 | 108 | 205 | 216 | 225 21 | 269 | 277 | 290 | 301
22 | 202 | 210 | 221 | 231 22 1275 | 283 | 296 | 307
23 | 207 | 214 | 226 | 236 23 | 280 | 289 | 303 | 314
24 | 211 | 219 | 231 | 242 24 | 286 | 295 | 309 | 321
25 | 216 | 224 | 237 | 248 25 1292 | 301 | 316 | 328
16 | 16 | 196|202 211 ]219] 19| 19 | 283|291 | 303 | 313
‘ 17 | 201 | 207 | 217 | 225 20 | 289 | 297 | 309 | 320
18 | 206 | 216 | 222 | 231 21 | 295 | 303 | 316 | 328
19 | 210 | 218 | 228 | 237 22 | 301 | 310 | 323 | 335
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Tiép bang 6

Kich Kich
thudc méu thude miu

Q

n; | ny 10,0051 0,01 0,025]0051( n; | M 0,005| 0,01 |0,025) 0,05

19 | 23 | 307 | 316 | 330 | 342 21 | 24 | 370 | 381 396 | 410
24 | 313 | 323 | 337 | 350 25 | 377 | 388 | 404 | 418

25 | 319 | 329 | 344 | 357 | 22 22 | 386 | 396 | 411 | 424

20 | 20 | 3151 324 337 | 348 23 | 393 | 403 | 419 | 432
21 | 322 | 331 | 344 356 24 | 400 | 411 | 427 | 441
22 | 328 | 337 | 351 | 364 25 408 | 419 | 435 | 450

23 1335|344 | 359 | 3717 23 | 23 424 | 434 | 451 | 465
24 | 341 | 351 | 366 | 379 24 | 431 | 443 | 459 | 474

25 | 348 | 358 | 373 | 387 25 ] 439 | 451 468 | 483

21 | 21 [ 349 | 359 | 373 385 | 24 | 24 | 464 | 475 492 | 507

22 | 359 ] 366 | 381 | 393 25 | 472 | 484 | 501 | 517

23 1363 | 373 | 388 | 401 | 25 | 25 | 505 517 | 536 | 552
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Bdng 7. Phan phdi gi6i han ciia théng ke D, (x) cGa Como6gorop

Lim P[vnD, < x] = K(x)

n—rac
X K(x) X K(x) _ X K(x)
0.28 0.000001 0.58 0.110395 0.88 0.579070
0.29 0.000004 0.59 0.112760 0.89 0.593316
0.30 0.000009 0.60 0.135718 0.90 0.607270
0.31 0.000021 0.61 0.149229 0.91 0.620928
0.32 0.000046 0.62 0.163255 0.92 0.634286
0.33 0.000091 0.63 0.177753 0.93 0.647338
0.34 0.000171 0.64 0.192677 0.94 0.660082
0.35 0.000303 0.65 0.207987 0.95 0.672516
0.36 0.000511 0.66 0.223637 0.96 0.684636
0.37 0.000826 0.67 0.239582 0.97 0.696444
0.38 0.001285 0.68 0.255780 0.98 0.707940
0.39 0.001929 0.69 0.272189 0.99 0.709126
0.40 - 0.003972 0.70 |  0.288765 1.00 0.730000
0.41 0.003972 0.71 0.305471 1.01 0.740566
0.42 0.005476 0.72 0.322265 1.02 0.750826
0.43 0.007377 0.73 0.339133 1.03 0.760780
0.44 0.009730 0.74 0.355981 1.04 0.770434
0.45 0.012590 0.75 0.372833 1.05 0.779794
0.46 0.016005 0.76 0.389640 1.06 0.788860
0.47 0.020022 0.77 0.406372 1.07 0.797636
0.48 0.024682 0.78 0.423002 1.08 0.806128
0.49 0.030017 0.79 0.439505 1.09 0.814342
(.50 0.036055 - 0.78 0.455857 1.10 0.814342
0.51 0.042814 0.81 0.472041 1.11 0.822282
0.52 0.050306 0.82 0.488030 1.12 0.829950
0.53 0.058354 0.83 (.503808 '1.13 0.844502
0.54 0.067497 0.84 0.519366 1.14 0.851394
0.55 0.077183 0.85 0.534682 1.15 0.848038
0.56 0.087577 0.86 0.549744 1.16 0.864442
0.57 0.098656 0.87 0.564546 1.17 0.870612
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dcl‘l‘:xo v...’:
. “93;
.5

Tiép bdng 7

X K(x) X K(x) X K(x)

018 0.876548 147 | 0973448 | 204 | 0999516
1.19 | 0.882258 148 | 0974970 | 206 | 0999588
120 | 0.887750 149 | 0976412 | 208 | 0.999650
121 0.893030 150 | 0977782 | 210 | 0.999705
122 | os9si04 | 152 | 0980316 | 212 | 0.999750
123 | 0902972 | 1.54 | 0982578 | 2.14 | 0.999790
124 | 0707648 156 | 0984610 | 2.16 | 0.999822
1.25 0912132 | 158 | 0986426 | 218 | 0999852
1.25 0.912132 1.60 | 0.988048 2.20 0.999874

126 | 0916432 | 162 | 0989492 | 222 | 0.999896
127 | 0920556 | 164 | 0990777 | 224 | 0999912
128 | 0924505 | 166 | 0991917 | 226 | 0.999926
129 | 0028288 | 168 | 0992928 | 228 | 0.999940
130 | 0931908 | 170 | 0993223 | 230 | 0.999949
131 | 0035370 | 172 | 0994612 | 232 | 0.999958
132 | 0938662 | 1.74 | 0995309 | 234 | 0.999965
133 | 0941848 | 176 | 0995922 | 236 | 0.999970
134 | 0044872 | 178 | 0996460 | 238 | 0.999976
135 | 0947756 | 1.80 | 0996932 | 240 | 0.999980
136 | 0950512 | 182 | 0997346 | 242 | 0999984
137 | 0953142 | 1.84 | 0997707 | 244 | 0.999987
138 | 0955650 | 186 | 0998023 | ‘248 | 0.999991
139 | 0958040 | 188 | 0998207 | 250 | 0.99999335
140 | 0960318 | 190 | 0998556 | 2.55 | 0.99999956
141 | 0962486 | 192 | 0998744 | 2.60 | 0.99999974

1.43 - 0966516 |t 1.94 0.998924 2.65 0.99999984
1.44 0.968382 1.96 0.999079 2.70 0.99999990
1.45 0.970158 2.00 0.999329 .{ 290 0.999999990
1.46 0.971846 2.02 0.999428 3.00 |0.9999999997
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