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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi sẽ chứng minh một số tính chất cơ bản của m-dung tích, sau đó 
chúng tôi ứng dụng các kết quả về m-dung tích để đưa ra một số đánh giá cho năng lượng có trọng cho lớp hàm 

0 ( ).m   Ngoài ra, chúng tôi cũng đưa ra và chứng minh một nguyên lý so sánh cho lớp hàm ( ).m   

Từ khóa: m-subharmonic functions, hàm đa điều hòa dưới,m-dung tích, toán tử Monge-Ampere phức, 
toán tử m-Hessian phức. 

1. Giới thiệu 

Việc nghiên cứu toán tử Monge-Ampere phức của lớp hàm đa điều hòa dưới trên miền 
siêu lồi bị chặn n  là một trong những chủ đề được quan tâm nhất trong nghiên cứu lý 
thuyết thế vị phức. Cho đến nay, nhiều tác giả đã nghiên cứu và phát triển vấn đề này như U. 
Cegrell, J. P. Demailly, V.Guedj, A.Zeriahi, S. Benelkourchi, L. M. Hai, P. H. Hiep… Tiếp theo 
đó, các tác giả nói trên cũng mở rộng việc nghiên cứu toán tử Monge-Ampere phức có trọng, từ 
đó đạt được những kết quả quan trọng về năng lượng có trọng cho một số lớp hàm đa điều hòa 
dưới trong các tài liệu [2], [3], [5] và [7]. Gần đây, trong [4], [6] và [9], các tác giả đã đưa ra lớp 
hàm mới, tổng quát hơn các lớp hàm đa điều hòa dưới đó là lớp hàm m-điều hòa dưới. Tương 
ứng với việc nghiên cứu toán tử Monge-Ampere trên lớp hàm đa điều hòa dưới, người ta nghiên 
cứu toán tử m-Hessian trên lớp hàm m-điều hòa dưới, nói trên. Những kết quả đáng quan tâm 
đầu tiên thuộc về các nghiên cứu của Z. Blocki  trong [4] vào năm 2005 và L. H. Chinh trong 
[6] năm 2012. Tiếp theo đó, trong [9],... Hung đã đưa ra hai lớp hàm có trọng hữu hạn , ( )m  
và , ( )m   và chỉ ra sự xác định của toán tử m-Hessian trên chúng. Mặt khác, trong [6], tác giả 
đã đưa ra khái niệm m-dung tích và bước đầu nghiên cứu sử dụng m-dung tích vào nghiên cứu 
toán tử m-Hessian. Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một số chứng minh khác cho kết quả 
trong [10] về m-dung tích, sau đó chúng tôi ứng dụng các kết quả về m-dung tích để đưa ra một 
số đánh giá cho năng lượng có trọng cho lớp hàm 0 ( ).m   Ngoài ra, chúng tôi cũng đưa ra và 
chứng minh một nguyên lý so sánh cho lớp hàm ( ).m   

2. Một số khái niệm 

2.1. Hàm m-điều hòa dưới 
Cho   là một miền m-siêu lồi trong .n  Khi đó, với mỗi hàm thực khả vi liên tục cấp 

hai 2 ( ),u C   đạo hàm cấp hai tại điểm cố định 0z  . 
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,
,2

n
c

j kj k
j k

idd u u dz dz   

là một dạng Hermite bậc hai. Sau khi áp dụng phép biến đổi Unita ta thu được dạng chéo  

1 1 1 1[ ],
2

c
n n

idd u dz dz dz dz       

ở đó 1( ), , ( )nu u   là các giá trị riêng của ma trận Hermite thực ,( ),j ku tức là 

1( ) ( ( ), , ( )) .n
nu u u      Rõ ràng, ta có ( ) !( )! ( ) , 1c m n m n

mdd u m n m H u m n        (2.1) 
ở đó 

1

11

( )
m

m

m j j
j j n

H u  
   

 


 là Hessian cấp m của vector 1( ) ( ( ), , ( )) .n
nu u u      Vậy thì 

toán tử ( ) , 1 ,c m n mdd u m n      đối với hàm khả vi liên tục cấp hai được thay thế bởi 
Hessian của vector 1( , , ).n     

Bây giờ, chúng tôi nhắc lại định nghĩa của lớp hàm m- điều hòa dưới như trong [4], 
[6]. Trước hết, cho (1,1)  là không gian các (1,1)-dạng với hệ số hằng trong .  Với mỗi 
1 m n  , ta đặt: 

1
(1,1){ : 0,..., 0}.n m n m

m
          

Định nghĩa 2.1. Cho u  là hàm điều hòa dưới trên tập mở ,n u  gọi là hàm m - 
điều hòa dưới nếu với mọi 1 1;...; m   trong m  ta có: 

1 1... 0,c n m
mdd u 
        

theo nghĩa dòng. Ký hiệu ( )mSH  là tập các hàm m -điều hòa dưới trên   và ( )mSH   là tập 
các hàm m -điều hòa dưới âm trên .  

Với 1( , , ) n
n      và 1 m n    ta đặt: 

1

11

( )
m

m

m j j
j j n

S   
   

 


  

và 
1 2{ 0} { 0} { 0}.m mS S S         

Giả sử  ký hiệu là không gian vector (trên )  các ma trận Hermite cấp .n n  Với 
,A  ta đặt 1( ) ( , , ) n

nA      là các giá trị riêng của .A  Đặt: 
 ( ) ( ( )).m mS A S A  

Như trong [8], ta đặt: 
  1{ : ( ) } { 0} { 0}.m mmA A S S          

Định nghĩa 2.2. Giả sử 1 , , ( ) ( ).p m locu u SH L      Khi đó, toán tử m-Hessian 

1( , , )m pH u u  được xác định bởi: 

1 1 1( ).c c n m c c c n m
p p pdd u dd u dd u dd u dd u  

         
Chú ý rằng, theo Định lý 2.1 trong [1] thì 1( , , )m pH u u  là một dòng dương đóng song 

bậc  ( , )n m p n m p     và toán tử này liên tục dưới dãy giảm các hàm m-điều hòa dưới bị 
chặn địa phương. Do đó, với ,p m 1

c c n m
mdd u dd u      là một độ đo Borel. Đặc biệt, khi  

1 ( ) ( )m m locu u u SH L        thì độ đo Borel: 
( ) ( ) ,c m n m

mH u dd u     
được gọi là m-Hessian phức của hàm m-điều hòa dưới u. 
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2.2. Các lớp Cegrell 

Tiếp theo, dựa theo [6], chúng tôi nhắc lại các lớp hàm 0 ( )m  và ( )m   như sau: 

0 0

0

( ) { ( ) ( ) : lim ( ) 0, ( ) },

( ) { ( ) : , ,sup ( ) }.

m m
m mz

m m
m j m j m j

u SH L u z H u

u SH u u u H u

 








         

        



 

 

 
 

ở đó ( ) ( )c m n m
mH u dd u     là Hessian của u. 

Dựa theo [9], chúng tôi định nghĩa các lớp sau. Cho :      là hàm tăng và 
1 .m n   Đặt   

0{ ( ) : { } , : sup ( ) sup ( )( ) }.

{ ( ) : , , trong }.

m m c m n m
j j j j j

j j

m m

u PSH u u u e u u dd u

u PSH K v v u K

 
 

 





        

      









 

 
 

Chú ý rằng, như trong [6] và [9] thì ( ) ( ).m m
      Do đó, từ  [9] nếu ( )mu   , 

thì toán tử Hessian phức ( ) ( )c m n m
mH u dd u     được xác định như một độ đo Radon. Vì 

vậy, tích phân: 

( )( )c m n mu dd u 


  được hiểu theo nghĩa tích phân Lebesgue.   

2.3. Khái niệm m-dung tích 

Định nghĩa 2.3. Giả sử E là Borel. Khi đó,m-dung tích của tập E, ký hiệu là 
( )mC E và được xác định bởi: 

( ) sup ( ) : ( ), 1 0 .{ }c m n m
m m

E

C E dd u u SH u        

3. Một số ứng dụng của m-dung tích  
Trong mục này, trước hết chúng tôi đưa ra một đánh giá cho năng lượng có trọng của 

một lớp hàmm-điều hòa dưới. Trước hết, chúng tôi chứng minh kết quả tổng quát hơn trong 
[2] cho lớp hàm ( )mSH   và 0 ( ).m   

Mệnh đề 3.1. Cho , ( ).mu v SH   Khi đó: 

{ } { }1 ( ) 1 ( max( , )) .c m n m c m n m
u v u vdd u dd u v 
     

Chứng minh.  Đặt max{ , }, max{ , }.j ju u j v v j     Khi đó , ( ,)j j locu v PSH L     
từ đó theo [4],  do 1lim( ( ) ( )) 0j jz

u z v z
   ta có 

{ } { }1 ( ) 1 ( max( , )) .c m n m c m n m
u v u vdd u dd u v 
     

Mặt khác, 1{ } { }j ju v u v    bởi vì nếu 1, max{ , }, max{ , 1}j ju v u u j v v j       
thì 1max{ , } max{ , 1}.j ju u j v v j       Từ đó ta có: 



4 
 

{ } { }

{ } { } { } {max{ , } }

1 1 ( )

1 1 ( max( , )) 1 1 ( max( , , )) .

c m n m
u v u j

c m n m c m n m
u v u j u v u v j

dd u

dd u v dd u v j


 

 
   



   
 

Sử dụng lý luận như trong [2] ta được { }1 ( )c m n m
u j dd u 
   hội tụ mạnh theo độ đo 

Borel tới độ đo { } ) .1 ( c m n m
u u dd u 

    

Nhưng do { } { } { }1 1 1u v u u v    nên { } { }1 ( ) 1 ( max( , )) .c m n m c m n m
u v u vdd u dd u v 
     

Từ mệnh đề trên, ta thu được kết quả quan trọng sau: 

Định lý 3.2. Cho , ( ).mu v SH   Khi đó 

{ } { }

( ) ( max( , )) .c m n m c m n m

u v u v

dd u dd u v 

 

     

Chứng minh. Trước ta chứng minh 

( ) ( max( , )) .c m n m c m n mdd u dd u v 

 

                                               (3.1) 

Thật vậy, với mọi ( ), 1oh C h     trên giá của ( )c m n mdd u   ta đặt 
max{ , }u v  và theo công thức tích phân từng phần: 

1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ... ( ) .

c m n m c c m n m c c m n m

c c m n m c m n m

h dd dd h dd udd h dd

hdd u dd h dd u

    

  

  

 

            

        

  

 
 

Cho  1h  ta được (3.1). 

Áp dụng Mệnh đề 3.1 ta được ( ) ( max( , ))c m n m c m n mdd u dd u v     trên { }.u v  
Từ đó suy ra: 

{ } { }

{ } { }

( max( , )) ( max( , )) ( max( , ))

( ) ( ma ( ) .x , )

c m n m c m n m c m n m

u v u v

c m n m c m n m

u v u v

dd u v dd u v dd u v

dd u dd u v

  

  

 

 

    

   

  

 
 

Vậy từ (3.1) ta được: 

{ } { }

( ) ( .)c m n m c m n m

u v u v

dd v dd u 

 

                                                       (3.2) 

Từ đó thay v  bởi v  trong (3.2) ta có: 

{ } { } { }

( ) ( .) ( )c m n m c m n m c m n m

u v u v u v

dd v dd u dd u  

    

        

Cho 0  ta được: 
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{ } { }

( ) ( ) .c m n m c m n m

u v u v

dd v dd u 

 

     

Tiếp theo, chúng ta có kết quả sau đây về m-dung tích của hàm trong lớp  0 ( ).m   

Định lý 3.3. (i) Với mọi 0
mu   và 0t   ta có  

{ }

( ) ( ).c m n m m
m

u t

dd u t C u t



     

(ii) Với mọi 0
mu    và 0t   ta có 

{ }

1( ) ( ) .c m n m
m m

u t

C u t dd u
t





     

Chứng minh. (i) Do max{ , }u t u   trên { }u t  và 0
mu  nên lim ( ) 0.

z
u z


  

Mặt khác { }, 0u t t     nên: 

( max( , )) ( .)c m n m c m n mdd u t dd u 

 

      

Thật vậy, ta có thể coi u là liên tục. Khi đó, chọn    sao cho u t   trên .  
Vậy với mọi   đủ nhỏ, u t   gần ,  và nếu ( )oC    với 1  gần { }u t   vì vậy 
{ }u t   là tập mở nên 0cdd   trên { }u t   và  

{ } { }

1 1

{ } { }

1 1

{ } { }

{ }

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) max( , ) ( )

max( , )

c m n m c m n m c m n m

u t u t

c c m n m c c m n m

u t u t

c c m n m c c m n m

u t u t

c

u t

dd u dd u dd u

udd dd u udd dd u

udd dd u u t dd dd u

dd u t

  


 

   

 

   

 



       

       

        

   

  

 

 

 1 1

{ }

.( ) ... ( max( , ) )c m n m c m n m

u t

dd u dd u t u   



      

 

Vậy   ( max( , )) ) .(c m n m c m n mdd u t dd u 
          

Áp dụng Mệnh đề 3.1, ta có { } { }1 ( ) 1 ( max( , )) .c m n m c m n m
u v u vdd u dd u t 
     Khi đó: 

{ } { }

{ }

( ) ( max( , ))

( max( , 1)) ( ).

c m n m c m n m

u t u t

m c m n m m
m

u t

dd u dd u t

ut dd t C u t
t

 

 





     

      

 


 

(ii) Ta có: 

{ 2 }

{ 2}

{ 1}

( 2 ) sup{ ( ) : ( ), 1 0}

sup{ ( ) : ( ), 1 0}

sup{ ( ) : ( ), 1 0}.

c m n m
m m

u t

c m n m
u m
t

c m n m
u m
t

C u t dd SH

dd SH

dd SH













           

         

         






 

Khi đó, áp dụng Định lý 3.2 ta được: 



6 
 

{ 1} { 1}
( ) ( ) .c m n m c m n m

u u
t t

udd dd
t

 

 
    

 

và 

 

 

 

 

 

Vậy  
{ }

( 2 ) ( .)m c m n m
m

u t

t C u t dd u 



     

Tiếp theo, sử dụng kết quả trên, chúng tôi đưa ra một đánh giá cho năng lượng có 
trọng của hàm thuộc lớp 0 .m  

Định lý 3.4. Giả sử :      là hàm tăng sao cho (2 ) ( ), 0.t a t a     Khi đó 

0
m  

0

( ) ~ ( ) ( ) .m m
me t t C t dt



        

Chứng minh. Thật vậy, theo Định lý 3.3  

{ }

( 2 ) ( ) ( ).m c m n m m
m m

t

t C t dd t C t



           

Chú ý rằng: 

0 { }

( ) ( )( ) ( ) ( ) .m c m n m c m n m

t

e dd t dd dt


 


 

              

Khi đó: 

0 0

( ) ( 2 ) ( ) ( ) ( ).m m m
m mt t C t e t t C t

 

                

Mặt khác: 

1
0 { 2 } 0 { }

1( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

c m n m c m n m
m

t t

tt dd dt dd dt
 

 


 

              

Nhưng ta lại có: 

0 0 { }

1( )( ) ( ) ( ) .
2 2 2

c m n m c m n m

t

tdd dt dd dt
 

 



            

{ 1}

{ 1}

{ 1}
{ }

( 2 ) sup{ ( ) :

.

( ), 1 0}

sup{ ( ) : ( ), 1 0}

1 1( ) ( )

c m n m
m u m

t

c m n m
u m
t

c m n m c m n m
um m
t u t

C u t dd SH

udd SH
t

udd dd u
t t t









 




          

       

   





 
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Do đó, từ giả thiết (2 ) ( ), 0t a t a     ta được: 

1
0 { 2 } 0 0

1 1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .
2 2 2

c m n m c m n m c m n m
m m

t

t dd dt dd dt dd dt
a

  
  




                 

Suy ra: 

0 0

1( ) ( 2 ) ( ) ( ).
2

m m
m mmt t C t t t C t

a

 

              

Vậy: 

0

( ) ~ ( ) ( ) .m m
me t t C t dt



        

Tiếp theo, dựa vào Mệnh đề 2.10 trong [6], chúng tôi có kết quả sau đây về m-dung 
tích, mở rộng các kết quả về dung tích trong [1] và [10].  

Mệnh đề 3.5. 

a) Nếu 1 2 1 2E E   thì 1 2 2 1( , ) ( , );m mC E C E   

b) 
11

( ) ( );m j m j
jj

C E C E
 



  

c) Nếu 1 2
nE D      thì

1 21 , , 2( , ) ( , );m D mC E C C E    

d) Nếu jE E thì ( ) ( ).m j mC E C E  

Chứng minh. Đánh giá a), b) và d) dễ dàng suy ra từ định nghĩa của m-dung tích. 
Chúng ta chứng minh khẳng định c). Thật vậy, do ta có thể phủ  D  bởi hữu hạn các quả cầu 
chứa trong  1 nên theo a) và b) ta có thể giả sử rằng 0( , )D z r   và 1 0( , ),z R    ở đó 

( , )z r  là quả cầu tâm tại z bán kính r. Bây giờ lấy 1( )mu SH   sao cho 1 0.u    Đặt   

2 2 1 2 2
0( ) ( ) (| | ).z R r z z R      

Khi đó ( ), 0n
mSH    trên 1  và 1   trên D. Đặt: 

 1

2 1

max{ , }  khi ,
 khi \

u z
u

z





   
 

và 1(1 ) ( )v c u c   , với 
2( )

.
L

c   
‖ ‖  Khi đó ta có 2( ), 1 0mv SH v      và  

( ) (1 ) ( )m
m mH v c H u   trên D. Do đó 1 2 2( , ) (1 ) ( , ).m

m mC E c C E    

Cuối cùng, chúng ta có kết quả sau đây cho lớp hàm ( )m  , tương tự như Mệnh đề 
2.5 trong [6] cho hàm m-điều hòa dưới bị chặn triệt tiêu trên biên. 
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Định lý 3.6. Giả sử , ( )mu v   với u v  trên   và 1 1
c c n m

mT dd dd   
     

với   ( ), 1, , 1.j m j m        Khi đó ta có: 

.c cdd u T dd v T
 

    

Chứng minh. Thật vậy, theo công thức Stokes và u v  trên ,  ta được: 

c c

c

c

dd u T udd T

vdd T

dd v T

 





 





    

  

  

 





 

với mọi 0 ( ).m    Cho 1   ta được: 

.c cdd u T dd v T
 

     

Lời cảm ơn: Bài báo được hoàn thành với sự tài trợ của Đề tài B2017-TTB-09. 
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THE M-CAPACITY AND SOME APPLICATIONS 

Doan Thi Chuyen, Vu Tien Thanh 
Tay Bac University 

Abstract: In this article, we figure out some basic properties of m-capacity before applying the results 

of m-capacity to make several estimates for weighted energy in the class 0 ( ).m   Moreover, we also present and 

prove a principle of comparision in the class ( ).m   

Keywords: m-subharmonic functions, plurisubharmonic functions, m-capacity, complex Monge-Ampere 
operator, complex m-Hessian operator. 


