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Tóm tắt

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu về phép biến đổi Fourier (xem [2]), tính chất phổ của hàm trong không 

gian L (R). Đưa ra kết quả mở rộng cho định lý Paley-Wiener-L.Schwartz cho các hàm trong không gian Lp(R) và 
tập sinh bởi đa thức.
Từ khóa: Biến đỗi Fourier; hàm nguyên dạng mũ; tập sinh bởi đa thức; phổ.

Abstract

In this paper, we study the Fourier transform (see [2]), spectral properties of the function space L (R). Give results 
that expand the theorem Paley-Wiener-L.Schwartz for the functions space Lp(R) set generated by polynomial.

Keywords: Fourier transform; exponential function natural; set generated by polynomial; spectral.
1. ĐẶTVẤN ĐÊ

Năm 1934, R.Paley và N.Wiener đã tìm được điều 
kiện cần và đủ để một hàm nguyên dạng mũ có ảnh 
Fourier là một hàm thuộc £2(R)với giá nằm trong 
đoạn [-Ơ, ơ]. Định lý Paley-Wiener lần đầu tiên được 
L.Schwartz phát biểu khi ảnh Fourier là hàm suy rộng 
có giá nằm trong một hình cầu đóng. Sau đó, đến năm 
1983 L.Hormander đã mở rộng được định lý Paley- 
Wiener-L.Schwartz cho trường hợp ảnh Fourier là 
hàm suy rộng có giá nằm trong một tập compact lồi bất 
kỳ. Năm 1996 Hà Huy Bảng đưa ra kết quả mở rộng 
cho định lý Paley-Wiener-L.Schwartz cho các hàm 
trong không gian £2(R)và tập compact bất kỳ. Việc 
nghiên cứu về tính chất của hàm số thông qua giá của 
ảnh Fourier có ý nghĩa quan trọng trong nhiều lĩnh vưc 
khoa học và kỹ thuật. Đặc biệt hữu ích trong việc giải 
các bài toán trong lý thuyết mạch, bài toán xử lý hình 
ảnh và xử lý tín hiệu truyền thông.

Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra kết quả mở rộng 
cho định lý Paley-Wiener-L.Schwartz cho các hàm 
trong không gian Z2(R) và tập sinh bởi đa thức.

2. ĐỊNH LÝ PALEY-WIENERL-SCHWARTZ CHO CÁC 
HÀM TRONG KHÔNG GIAN Lp (R)

Trong bài viết này, chúng tôi sử dụng các không gian 
hàm sau đây:
R” là không gian Euclid n chiều, với chuẩn Euclid.
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j=i
n

Và tích vô hướng xệ = 22x.£..
j=i

Với mỗi số thực 1 < p < 00, ký hiệu.

£p(R") = {m:R" ->c, 
«\l/p 

ũJm(x)|/’Jx] <+co}.
Với p = oo, ký hiệu.

£k(R") = {m:R" -4 c,
l|4 = esssupịw(x)| <+co}

Trong đó:

ess sup Ị u (x) 1= inf {M > 01
xeR"

m{x E R" :|| u(x) II > M} - 0}.

Ký hiệu T là phép biến đổi Fourier, f (hay ) là 

ảnh Fourier của hàm f, supp/ là giá của ảnh Fourier 
(gọi là phổ) của hàm f.
Định nghĩa 1 (xem [2]). Cho P(x) là một đa thức n 
biến và có bậc q trong R.

P(x) = £ aaxa
l«|S«

Trong đó:

ữa e R,x e R".
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Ta định nghĩa

D = (íổ/ỠXị ,id/dxn),

DI ^io/cXj'D" = D“'...D°"

Với j = l,2,...,n .

Khi đó, (-/) Da f là đạo hàm cấp a của /' và các 

hàm P(-D}f,P(D} f được xác định như sau: 

P(-D)f= Ẹ a„D“f, 
l«i<i

I«l<9

Định nghĩa 2 (xem [2]). ChoP(x)là một đa thức với 
hệ số thực. Ta định nghĩa.

p;(x) = pm(x)xa, meZ+,aeZ"+, 

Ổ(P)r={xeR":|p(x)<r|}, r>0. 

Q (P) được gọi là tập sinh bởi đa thức Q (x).
Giả thiết rằng Q (P)r 0. Rõ ràng Q (P)rlà tập đóng và 
ta thấy rằng G(P) là tập compact nếu Jim (/’(x)! = 00. 

Chú ý rằng tất cả các hình cầu đều là trường hợp riêng 
của tập sinh bởi đa thức. Ta sẽ ký hiệu = Q(p\ ■

Như vậy, với mọi đa thức P(x) và hàm f e C^ÍR") 
ta xác định được dãy các p - đạo hàm của hàm f là 
toán tử vi phân P"' (-D)f(\iờ'\ m e z+). Ta có kết quả sau 

cho dáng điệu của dãy p - đạo hàm trong không gian 
một chiều Lp(R).
Ta định nghĩa hàm suy rộng với giá compact £ (R). 
Trước tiên, ta sẽ đi vào khái niệm hội tụ trong không 
gian £(R).

Định nghĩa 3 (xem [1]). Không gian £(R) là không 

gian tôpô tuyến tính các hàm (p e c°° (R) với khái niệm 
hội tụ như sau: Dãy [<pk }/ các hàm trong không gian 

C' (R) được gọi là hội tụ đến hàm (p G c°° (R) nếu. 

lim sup \pa(pk (x)- z>“ợj(x)| = 0 
k^° xeK ' 1

V«eZ"+Accr.
Khi đó, ta viết £_ Ịim(pk = (Ọ.

k—>ot

Với dãy hàm \(pk }/ được gọi là một dãy Cauchy trong 

không gian hàm cơ bản £(r) nếu.

lim supDu(pk(x) - D“ý?(x)| = 0

v«eZ';xccr.
Khi đó, không gian hàm cơ bản 5(R) là không gian 
đầy đủ và tập c* (R) là tập trù mạt trong không gian 
hàm cơ bản 5(R)-

Định nghĩa 4 (xem [1]). Một phiếm hàm tuyến tính liên 
tục xác định trong không gian hàm cơ bản 5(R) được 
gọi là một hàm suy rộng xác định trên không gian hàm 
cơ bản ố(R). Tập hợp tất cả các hàm suy rộng xác 
định trong không gian hàm cơ bản £ÍR) gọi là không 
gian hàm suy rộng với giá compact. Ký hiệu là s (R). 

Định lý dưới đây mô tả dáng điệu của dãy các đạo hàm 
trong không gian L (R), chỉ ra mối liên hệ của toán 
tử P" (-D)f với phổ của hàm f trong không gian một 
chiều Lp(R).
Định lý 1 (xem [4]). Cho 1<^<CO,/ e Lp(R), 
f eí'(R),/*0 và /’(x) là một đa thức n biến. 
Khi đó, giới hạn

Luôn tồn tại và

lim||p"(-fl)/||''"=>sup|p(x)| (1)

Định lý 2 (xem [5]). Cho/e£'(R),P(x)là đa 

thức với hệ số thực và Q(P) là tập compact. Khi đó 
supp/cQ(P)=;K nếu và chỉ nếu với mỗi ổ > 0 

đều tồn tại hằng số Cg < 00 sao cho.

|p;(D)/(o)|<

Cj(l+ố)msup|xa| Vữ,meZ+.

Nhận xét 1. Định lý 2 không đúng nếu ta thay điều kiện 
(2) 'bởi.

|^(fl)/(0)|sca(i+<5)" VmeZ\

Thật vậy, xét n = 1 và

/(x) = sinx, p(x) = X" +1.

Khi đó.

2(/’) = {0}, supp/ = {-1,1}
Và
|^”(^)/(0)| = 0<Cổ(l + ổ)m VmeZ+.

Định lý 3 (xem [1]). Cho 1 < p < 00, f 6 Ă,(R),/ef'(R) 

và G là tập compact bất kỳ trong R. Khi đó 

suppf cG nếu và chỉ nếu với mỗi ô > 0 đều tồn 

tại hằng số Cg < co sao cho.

v“sZ’ (3)

Nhận xét 2. Cho 1< /><00, /eL/RX/E^R) để có 

khẳng định supp f cxG khi G là tập compact bất kỳ 

trong R ta phải kiểm tra đánh giá.

H-WI ,SC>|| sup|p(x)|

với tất cả các đa thức P(x).
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Định lý 4 (xem [5]). Cho /eZ,p(R),r >0, /’(x)là 

một đa thức với hệ số thực và G là tập compact trong 

R . Khi đó supp f <z Q(p) =: K nếu và chỉ nếu với 

mỗi ỏ > 0 đều tồn tại hằng số Cg < 00 sao cho.

k(--D)/(0)ll,S7sup|P(x)| (4)
xeGờ.

Nhận xét 3. Định lý 4 vẫn đúng nếu ta thay thế các đa 
thức với hệ số phức, ở định lý này bởi các đa thức với 
hệ số thực.
Định lý 4 vẫn đúng nếu ta thay thế các đa thức với 
hệ số phức, ở định lý này bởi các đa thức có dạng 
Qp(x)xa, trong đó Q (x) là các đa thức bất kì có bậc 1, 
p ,a eZ+hoặc bậc 2, p eZ+ ,a eZ+.

Định lý 5 (xem [3]). Cho f eLp(K),r >0, /’(x)là 
một đa thức với hệ số thực và Q(P) là tập compact. 

Khi đó supp f cO[P]=:K nếu và chỉ nếu với mỗi 

ỏ > 0 đều tồn tại hằng số Cổ < co sao cho.

|/r(-W(0)|í

cs{ỉ' + ỖỴ‘sup|p(x)| V«eZ+.

Kết quả chính của bài báo được trình bày trong định 
lý sau đây.
Định lý 6. Cho 1<P<CC, f eLp(R),f và 
P(x) là một đa thức, Q(P) là tập compact. Khi đó 
supp f cz Q(p) =: K nếu và chỉ nếu với mỗi s > 0 
đều tồn tại hằng số Cg < 00 sao cho.

p>-7P)/[<C>Ựr + <VmeZ’. (6)

Chứng minh
Điều kiện cần.
Chọn hàm g(ệ) e Cq (R) thỏa mãn

g(£) = l nếu ceGó,4

Và

g(£) = 0 nếu Ẹ^Gs/2.

Vì

F (DV) = H)“/ V«eZ+

Ta được

F (P(-D)/) = P(ỉ)/VaeZ*.

Từ đây và supp f <^G suy ra:

F(P(-D)/) = A(pP(í)/VaeZ’.

Và do đó:
P(-D)/ =

(2x)""7»p--'(g(ỉ)P(ỉ)),VaeZ'.

Điều này dẫn đến

s(2*)*iiạM«(W))|1 <n

_ =(7ril4l«ll,.VaeZ-.

Trong đó:

ff(x) = ^'(g(í)P(í)).

Theo định nghĩa ta có:

H(x) = ^rl2Ịe-^g(ỉ)P(ỉ)dỉ

Với /3 e z+, p < (2,2,..,2) dẫn đến điều sau đây:

sup ị x0H(x) I 
xei

< (2^)-/2 sup I í e^D\g(ệ)P(ỉ))dệ I
xeR

= (2^r/2sup| í
xeả í<4/2

<(2^)-/2 J \e-*D\g(ệ)P(ệ)y^.

Áp dụng công thức Leibniz, có

sup I x0H(x) I
xeồ

wr" [
&Gs/i r^p Y XP ~~ Y ) ■

< (2^)~"/2 y (■■- sup I Ơ^P(x) IX
Ỵ<p Yỵ3P~Y)GeGsll

X J ựyg(W<0
£eG<5/2

< (2^)“”Z2 max sup I DeP(x) I y ( - ■ ——

X J
£eG<y/2

Mặt khác, tồn tại hằng số Á?d không phụ thuộc vào
P(x) thỏa mãn:
sup I D"p(x) |< Ks sup |p(x)| (9)

xe^ố/2 x&Gg/2

Với mọi ớe z+, 0< (2,2,..,2).

Từ (8) và (9), ta suy ra

sup IXPH(x) I
xeR

< (2^)-"'2 V ( tzf! Ks X
h r'X0-rY-

xsup|p(x)| f |zyg(£)|^) (10)
XEÓe ỉ^/2

< (2^’)_"/222"Ẳ?íCsup I p(x) I

Với:
C:= max í \tyg(£)\dệ.

r<(272,...2)J£^Ggp
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Ngoài ra.14s
7T sup I (1 + xị )(1 + xị )... (1 + X? )7Z(x)| 

xeR
Kết hợp (10) và (11), ta suy ra:

ị|H||1<C,sup|p(x)| (12)

ở đây:
Cg không phụ thuộc vào f,xa.
Từ (7) và (12), suy ra (6), (đpcm).

- Điều kiện đủ
Giả sử ngược lại, tức ơ e supp/, cr Ể ơ.
Do
ơtG = Qự\.

Và
G = {xeR" :|p(x)<r|}, r>0.

Sao cho.

p(cr)>r.
Từ công thức (6) ta có:

ĩm||A"(-r>)4'"<r + ố. (13)
w_>ooll x 7 llp

Theo định lý (1) ta có: 
limJ|Pra(-D)/||''''’'= sup|p(x)|. 

p xesuppf

Vì docresupp f nên.

lm||pm(-D)/||%|p(O-)|. (14)

Kết hợp (13) và (14), ta thu được.

|p(ơ)|<r+ố

Choj->0 , ta thấy |p(cr)|<7-

Điều này mâu thuẫn cho supp f c:G suy ra định lý 
được chững minh.

Hệ quả 1. Cho r > 0,7} (x),...,p (x) là các đa thức 

với hệ số thực và Q (P^...,Q(P^r là các tập compact, 
G là tập compact và cho f e £p(R),ỳ e £'(R).

Đặt
K = Gne(/;),n...ne(p/.

Khi đó supp/ cz K nếu và chỉ nếu với mỗi s > 0 đều 

tồn tại hằng số Cg < 00 sao cho.

||/T(x).../f'(x)/||í

Q \\f\\p (r + ố)m,+-+m’ sup|p(x)| (15)

) 6 z+.

Cho /eZ.p(R),/e£'(R) để có khẳng định 
supp/ <z K khi G là tập compact bất kỳ trong R ta 
phải kiểm tra đánh giá

F xeGồ

Với tất cả các đa thức P(x), trong khi đó với trường 

hợp riêng G = Q (<Ị>), là tập sinh bởi đa thức thi ta chỉ 
cần kiểm tra Ịp(-D)/|| < Cs ị|/|| sup|p(x)| với 

p _ xeGg
các đa thức p(x) = <T>m (x), m 6 Z+.

3. KẾT LUẬN

Bài viết trình bày tính chất của dây các đạo hàm trong 
không gian Lp(R), chỉ ra mối liên hệ của toán tử P" (-D)f 
với phổ của hàm /trong không gian một chiều L (R). 
Khi nghiên cứu hàm số qua hình học của phổ còn tính 
chất của dãy p- đạo hàm trong không gianLpO"). Tuy 
nhiên, do khuôn khổ bài báo, chúng tôi không đề cập 
ở đây.
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