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PHUGNG PHAP GIAI PHUGNG TRINH TRONG TRUGNG
HU'U HAN NHO NGHIEM CUA DA THUC AFFINE

A METHOD OF SOLVING EQUATIONS OVER THE FINITE FIELDS

USING THE SOLUSIONS OF AFFINE POLYNOMIALS

TOM TAT

M@t s6 bai todn nhu gidi ma ma BCH, Reed-Solomon, ma Goppa, gidi ma hé
mat dua trén ma hda gan lién vdi viéc gidi phuong trinh trong truong hiiu han.
Van dé tim nghiém clia da thic trong truong hitu han c6 do phc tap cao va
khong st dung dugc cac phuong phap s6 tim nghiém ctia da thic trong trugng vo
han. Da thic affine ¢4 tinh chét tuyén tinh do do cd thé tim nghiém cla né mét
cach hiéu qua hon. Bai bdo dé xuat mot phuong phdp tim nghiém clia da thc
trong trudng Galois mé rong thong qua cac nghiém cla da thic affine. Phuong
phép dé xudt cho phép gidm dugc do tré x Iy dang k€ so vdi cic phuong phap
truyén thdng, vi vay 6 thé ting dung trong cac hé théng thong tin téc & cao.

Tir khéa: Truong hiu han, triéng Galois, ma hda kiém sodt 16, co sé da thic.

ABSTRACT

Several problems such as decoding BCH, Reed-Solomon, Goppa codes and
decrypt code-based cryptosystems relate to solving equations over finite fields.
Finding of polynomials over finite fields is highly complicated because numerical
methods to find roots of polynomials over infinite fields can not be used. On the
other hand, affine polynomials are linear and finding their roots, therefore, is
much easier than of the other polynomials. The paper proposes a novel method
to find roots of polynomials over extended Galois fields using roots of affine
polynomials. This method can reduce processing time significantly compared to
traditional methods, and therefore, can be more suitable for high speed
communication systems.
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1. GIGI THIEU

Truong hitu han dugc ing dung rdng rai trong ky thuat
dién t&r va khoa hoc may tinh vi du nhu ma héa chéng
nhiéu, mat ma hoc. Mét s6 bai toan gan lién véi viéc giai
phuang trinh trong trudng hiu han, vi du véi ma hoéa
chéng nhiéu can phuong trinh khoa khi giai ma BCH, Reed-
Solomon, ma Goppa, gidi ma hé mat dua trén ma hoéa.
Berlekamp la mét trong nhiing tac gia c6 déng gép dang
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ké trong viéc gidi quyét van dé phan tich thira s8 trong
trudng hitu han, tir d6 c6 thé chuyén bai toan tim nghiém
cUa da thiic bac cao vé tim nghiém cutia cac da thuc cé bac
thap hon[1, 2].

Mét s6 phuong phap gian tiép dé giai phuong trinh bac
cao trén trudng hitu han bao gom: thuc hién cac thuat toan
l3p nhu tha tuc Chien, thuat toan Berlekamp, si dung bién
déi Fourier trén trudng Galois...[3-7]. Tuy nhién cic phuong
phap nay thudng gan lién d6 tré tinh toan kha 1én va c6 dé
phtc tap cao, dac biét khi trudng cé kich thudc I6n.

Da thuc tuyén tinh hda va da thuc affine cé moét sé tinh
chat dac biét cho phép don gian hoa viéc tim nghiém cda
ching. Tuy nhién chi c6 s6 it da thuc c6 thé 1a da thuc
tuyén tinh hoa va da thuc affine. Trén cg s& cac phép bién
déi dai s6 va tim da thuc affine 1a boi cia moét da thuc da
cho ¢é thé tim nghiém cla da thdc nay trong s6 cac
nghiém clia da thuc affine.

Bai bao nay nghién cttu van dé tim nghiém cda da thuc
trong trudng hitu han théng qua tim nghiém cla da thic
affine 13 bdi clia da thic da cho déng thai tao ca s& dé xay
dung céc thiét bi thuc hién nhiém vu nay mot cach hiéu
qua. Cac két qua nhan dugc cho phép ting dung trong cac
trudng hop khac nhau, c6 thé mé réng cho cac trudng kich
thudc tuy y.

Phan con lai clia bai bdo dugc t6 chuc nhu sau. Muc 2
khai quat nhiing van dé ca ban vé trudng hiru han. Muc 3
nghién ctu van dé tim nghiém cda da thuc tuyén tinh hoa,
da thuc affine trong truéng hitu han va gidi phuong trinh
trong trudng hitu han théng qua tim nghiém cla da thic
affine. Cu6i cung la moét s6 két luan.

2. MOT SO VAN DE CO BAN VE TRUONG HU'U HAN
2.1. Khai niém, tinh chat cia truéng hitu han

VGi s6 nguyén té p da cho, dinh nghia trudng hitu han
bac p, ky hiéu GF(p) (con dugc ky hiéu la F,) la tap s6
nguyén Z, cla cac s6 nguyén {0, 1,..., p-1} cung vdéi phép
toan mod p. V&i moi n chia hét cho p, véi moi <a e GF(p) ta
c¢6 na=0.Do d6, véi moi a,b € GF(p) ta co:

(@a+b)? =aP +bP (1
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Cac tinh chat co ban cla trusng hiu han
- Trudng hitu han F, gbm g = p" phan t& bao gém cac
nghiém cda phuong trinh

x9—x=0 (2)

- Nhém nhan cda trudng hiu han la nhém cyclic, phan
tir sinh cia nhom nhan goi la phan t nguyén thay cla
trudng. Tat cd cac phan td cha trudng bao gém

2 N _p"
0,0,0%,...,a° 7LaP =1;.

- Phéan t& nguyén thay cda trudng hiu han Fq 1a nghiém
cUa da thiic bat kha quy bac n trén vanh Fy[x].

- Ky hiéu Fq gébm q = p" phan td. V&i phan t c e F, vét
cUa phan t ¢ dugc dinh nghia:

2 -1
Tr(c)=c+c? +cP T 3)

Phuong trinh x> + x + D = 0 v6i D € GF(2") ¢ nghiém
khi va chi khi TR(D) = 0.
2.2. Biéu dién cac phan ti cGia truéng hiru han

Trudng hitu han GF(p") dugc sinh bdi mét da thuc da
thiic bat kha quy m(x) bac n. Dac biét khi sir dung da thuc
nguyén thiy m(x) trudng mé rong GF(p") tu trudng GF(p)
nh& lién két cac nghiém a ctia da thic ni(x). Chd y rang moi
trudng hiiu han cling bac 1a ddng ciu. Trong thuc té c6 hai
dang biéu dién st dung cg s& chinh tic (co s& da thic) va
co s& chuan hoa.

*Cosé da thuc

Pinh nghia: Xét trudng hitu han GF(p") va cho a € GF(p")
la phan t& nguyén thay cua trudng. Co s& da thuc cua
GF(p") trén GF(p) la {1, a, a? ... a™"}. Mét phan ti bat ky cla
GF(p") la t8 hop tuyén tinh cGa ching véi hé s6 thudc
GF(p).

*Co'sé chudn héa

Dinh nghia: Cho s6 nguyén duong n bat ky, trén GF(p"),
ludn ton tai mét ca s& chudn héa (normal basic) cho trudng
hiru han GF(p") trén GF(p). Néu y € GF(p") la phan tu sinh
(phan tir chuan hoa) trén GF(p), thi co s& chudn hoéa dugc
biéu dién la {Y,Y”1 ,yp2 Ly } .Vidu {a, a% la co s& chuan

hoa cla GF(2?) trén GF(2), {a,qz,q“,qs} I co s& chuan hoa
clia GF(2%) trén GF(2). Véi truong GF(2%) dugc sinh béi
n(x) =x* +x+1 6 2 ¢ s& chudn héa sinh bdi phan ti
nguyén thay y = a’ va phan tl phi nguyén thay y = a3,
2.3. Cac phép toan trong truong hitu han

Lua chon co' sé cho viéc cai ddt phdn cing:

Cac phép toan s6 hoc thong thudng trén GF(2") dugc
thuc hién theo modulo cla da thic bat kha quy mi(x) trén
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GF(2). Cac phép cong va trir s6 hoc dugc thuc hién theo
modulo 2. Phép cong 2 da thuc khd don gidn nho phép
todn XOR cla biéu dién nhi phan, nhung phép toan nhan
trén trudng GF(2") c6 d6 phuc tap cao va ton nhiéu thoi
gian. D6 phc tap con phu thudc vao viéc lua chon da thuc
bat kha quy va co s& dugc st dung dé biéu dién cac phan
t’ hiru han.

Trong thuc thi phan ciing khi lua chon co s& chudn hoéa
phép binh phuong moét phan ti don gian chi la phép dich
vong. Do vay, phép binh phuang trong cd s& chudn héa rat
dé thuc hién nhung phép nhan trong cd s& chuin hoa lai
kha phtic tap. Phép nhan hai phan ti cla trudng véi co s6
da thuc c6 thé thuc hién nhu phép nhan hai da thic théng
thusng va két qua nhan dugc ldy theo modul cla da thic
sinh 1(x). Trong thuc té thudng st dung cac thiét bi nhan
nhd bang logarit - antiloarit va ham Zech. Trong qua trinh
tinh toan néu xen ké thuc hién phép cdng va phép nhan
can chuyén tu bi€u dién vector vé bi€u dién s ma va
nguagc lai nhd logarit va antilogarit [4, 8].

3. DA THUC TUYEN TINH HOA VA NGHIEM CUA DA
THUC TUYEN TiNH HOA

Tha tuc Chien dé& tim nghiém da thic, phuong phép giai
tich tim nghiém cuda da thuc trong trudng hitu han cé do
phuc tap kha I&n khi kich thudc c@a trudng I16n, dac biét khi
bac phuong trinh cao. Tén tai mét I6p da thuc dac biét goi
la da thuc tuyén tinh hda, viéc tim nghiém cda no trd nén
don gian hon. Trong muc nay xem xét da thdc tuyén tinh
héa, tim da thuc tuyén tinh héa la boi nho nhat clia da thic
da cho, viéc tim nghiém cla da thuc dugc thuc hién nho
khao sat cac nghiém cuia da thuc tuyén tinh hoa.

3.1. Pa thic tuyén tinh héa

Pa thuc L(z) trén trudng GF(p") dugc goi la da thuc
tuyén tinh hoa néu cé dang

L(z) = Z Lizpi ) 4)

Vidu da thic L(z) = z+2* +z* 1a da thic tuyén tinh hoa
v3&i moi n

Chu y rang téac gia trong [1] da ching minh rang gia s
cac nghiém ctia L(z) thudéc trudng mé rong GF(p™), m > n
cac nghiém nay tao thanh mot khéng gian vector con
trong GF(p™). Nguagc lai, cho U la khong gian vector con n
chiéu trén GF(p™) khi d6 da thuc L(z) = [ [ (z—B) la da thic

BeU

tuyén tinh hoa trén GF(p™), nghia la

n-1

L(z) = ZLin' “Lyz+L2 4L, 2 42 (5)
i

Cac nghiém clia da thiic tuyén tinh héa L(z) tao thanh
mot khong gian con M trén GF(p"). Néu y € M thi yP € M béi
vi L°(y) =L(YP). Néu L, #0 thi L(z) khong cé nghiém boi
va sau day ta chi xét trudng hop nay.
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3.2. Nghiém ciia da thuic tuyén tinh héa

Cho L(2) la da thuc tuyén tinh hoa trén GF(p"), m6 ta bai
bi€u thuic (4), gid st y 1a mdt nghiém nguyén thay cta né,
L(z) la da thuic bac p", cac nghiém cla da thic nay cé dang:

Sy +0,Y° +...+<Sn,1ypn_1 (6)

trong do §, € GF(p).

Dudi day ta sé xem van dé tim nghiém cla da thuc
tuyén tinh hoa.

Ky hiéu a®,d',..,a"" 1a co s& da thuc cla trudng
GF(p"), ta c6 cdc ménh dé sau.

Ménh dé 1 [2].

Cho L(z) la da thuc tuyén tinh hoéa trén GF(p"), phan ti z
dugc bidu dién z=>"Z,a*, Z, €GF(p) khi d6

k

L(2) =Y. Z L(a"). 7)
k

Khi s dung biéu dién da thuc cla cac phan ti
. m_1 .
L(a')= D C o). Do d6 hé s6 khai trién da thuc L(z) theo
j=0
€O s6 da thuc dugc tinh nhu sau:

[Lo.Lsenslna] =[Z0. 21000 Z04] C, @)
trong dé:
CO 0 C0,1 CO 1 C0,n—1
C C C Cin
C= 1,0 1,1 1,2 1,n—1 )
Cn—1,0 Cn—1,1 Cn—1 2 Cn—1,n—1

Vidu 1. Xét da thic L(z) =z* +a’z’ + o'z trén trudng
GF(2%) c6 da thuic sinh x> +x% +1, ta c6:

L) =1+a’ +a'® =a+a® +a*;

L@)=a*+a’ +a'? =a? +a?;

L@®)=a®+a"+0?° =a+a?; .

L@®)=a"?+a”® +a?' =a+a?;

L@ =a'® +a"” +a® =1+a*;

vi vay ma tran C c6 dang:

01 1 01
001 10
C=/0 1T 1 0 Of.
01010
1T 0 0 0 1

Gida st can tim nghiém cbda phuong trinh
z'+d’2+a'®z+d'%, nghia la tm nghiém cua

L(z)=a'® =1+a*. St dung biéu thic (8) ta cé:
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01101
00110

(Zo Z, Z, Z; Z,]J0 1 1 0 O|=[1 0 0 O 1]
01010
1700 0 1

Gidi hé phuong trinh nay tim dugc hai nghiém [0 0 O
0 1lval0 1 1 1 1], nghiala phuong trinh da cho c6 2
nghiém a* va a®* trén GF(2°).

Pa thuc trong vi du trén dugc goi la da thic affine. Pa
thiic A(z) trén GF(p") dugc goi la da thic affine néu A(z) =
L(z) - u trong d6 L(z) la da thic tuyén tinh va u € GF(p").
Nghiém cla da thuc affine c6 thé tim dugc nhg gidi hé
phuaong trinh tuyén tinh nhu vidu 1.

Cac tinh chat co ban cta da thic tuyén tinh, da thic
affine [2].

1. Da thtc L(z) la da thuc tuyén tinh hoa khi va chi khi
cac nghiém cda né tao thanh khéng gian tuyén tinh trén
GF(p), cdc nghiém cla ching c6 cung bdi va la lay thua
clia p.

2. Pa thuc A(z) la da thuc affine khi va chi khi cac
nghiém cla né tao thanh khéng gian affine trén GF(p), cac
nghiém ctia ching c6 cung béi va la Iy thira cha p.

3. Udc chung I6n nhat ctia 2 da thic affine la mot da
thuc affine.

4. Udc chung 16n nhét cla 2 da thic tuyén tinh hoa la
mot da thiic tuyén tinh hoa.

Trudng hop dac biét véi da thuc affine bac 2 trén GF(2")
c6 thé tinh toan nghiém cta n6 ma khéng can gidi hé
phuang trinh tuyén tinh. Phuong trinh bac 2 c6 thé dua vé
dang

y2+y=u (10)

Phuong trinh (8) c6 nghiém trén GF(2") khi va chi khi
Tr(u) = 0 Gid s y; la mot nghiém cla (10), khi dé y? la
nghiém cla phuong trinh y? + y = U2 Trén co s& dé c6 thé
phan chia cac gia tri u (v&i Tr(u) = 0) thanh cac I6p

n-1
cyclotomic uu?,ult,. U

Vi du 2. Tim nghiém clGa phuong trinh trén trudng
GF(2%) véi da thic sinh x* +x + 1

x> +4x+12=0 (1)

Thay thé x = 4y phuang trinh (11) bién d8i vé dang
chinh tac

y2+y+u=0véiu=12/42=6 (12)

trong trudng nay 3 16p ké cyclomic véi cac truéng I6p
ké 1, 2, 6 c6 vét bang 0. Tham s6 u = 1, 2, 6 c6 cac cap
nghiém tuong tng (6,11); (8, 10); (2,5), biéu dién orbit cho
truong GF(24) dugc mo ta & bang 1.
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Bang 1. Biéu dién orbit cac phan ti cta trudng GF(2*) va cac nghiém

u Al Y2
{1} 1 6 11
2 8 10
3 15 4
{2,3,5,9
5 14 7
9 12 13
6 2 5
{6,11} » 3 9

Cha y rang, khi u = 2 phuang trinh cé nghiém y, = 8,
y> =10 khi u =22 cdc nghiémy,; =8>=15,y,=10*=4,....

Trong trudng GF(2") cé mét nlra cac phan ti ¢ vét bang
0 va moét ndra con lai 6 vét bang 1. Nh& phan chia truong
thanh cac I6p ké cyclotomic ¢é thé luu trit cdc nghiém hiéu
qud hon. Khi st dung biéu dién orbit theo cac I6p ké
cyclotomic s6 lugng phan tr can xét giam tur 2" xuéng con
khoang n dai dién 16p k&, do vay giam dung lugng bo nhé
can luu trit khodng 2"/n 1an. Bang 2 trinh bay biéu dién orbit
vGi tham sé u theo dai dién I6p ké va cac nghiém tuong tng
trén cac truong GF(2") véi cac da thiic sinh 33+ x + 1; x* + x +
1, +x2+ 1; X +x+ 1; X" + x + 1. Bang cach tuang tu co6 thé
xay dung céc orbit cho cac trudng kich thudc 16n hon va luu
trit trong cac bd nhé dung dé tinh toan nghiém clia phuang
trinh chinh tac bac 2. Cha y rang trong bang nay cac phan t
clia trudng dudc biéu dién bai s6 tha tu thap phan N dugc

goi la logarit bién dang:
N=log,(a')+1=i+1=log(a). (13)

Bang 2. Biéu dién orbit theo tham s u trén trudng GF(2") va cac nghiém

njfu |y [y njuly jyn ju |y |y
32 3| 7 12| 8 2 |17 |13
116 | M 2] 18 | 48 4 | 26 |106

4l 21 8|10 4115 | %3 6 | 7 |127
6 | 2| 5 |6 8] 2|7 10 | 27 [1m

2| 4 | 3 10| 23|57 |7]|12]4]9%
5081 3 | 6 14|31 | 4 16 | 37 107
16| 22| 2 28| 37 | 55 2% | 72|80
30 | 43 [ 115

56 | 81 |103

3.3. Pa thurc affine la bdi cia mat da thiic cho truéc

Hau hét cac da thic trén GF(p") khong la da thic affine. Vi
du véi p = 2, da thuic bac 3 khong la da thuc affine, tuy nhién
ta 6 thé tim dugc mot da thuc affine bac 4 13 boi ctia da thiic
bac 3. Nghiém cla da thuc bac 3 c6 thé tim dugc ti nghiém
clia da thuc affine bac 4. Téng quat, cho da thiic monic bac d
f(z)=f, +fz+ 622 +..+f, 2 +2° ta c6 thé su dung
thuat toan sau dé tim béi affine L(z) - u clia da thiic nay.

Thuat toan 1.

1. Tinh Z‘modf(z) v6i k =d,d +1,...,(d - 1)p;

32 | Tap chi KHOA HOC VA (ONG NGHE @ Tap 58 - Sé 3 (6/2022)

2. Dua trén két qud & budc 1 tinh cac phan du
r9(2),rV2),....r" (2), véi 1 (z) = z° modf(z);

3. Giai hé phuong trinh tuyén tinh

0 0 .. 0 -1
0) (0) (0)
fdy - - h o
1 1 1
[uloLysnlgq]| K8y o o B0 (14)
(d-1 (d-n  (d-1)
| fd-1) h o |

Thuat toan giai phuong trinh bac 3 (hé s6 cao nhat bang 1)
trong trudng nhj phan nhu sau.

Thuat toan 2.

1. Tinh zZ‘modf(z) véi k = 3, 4;

2. Tinh cac phan du r9@2).,r"2),...r'"@z), voi
' (z) = zpi modf(z);

3. Gidi hé phuong trinh

0 0 1
0 1 0
ubolil] o o o |50

(2@

4. Tim nghiém cla da thuc affine
A(z) =u+Lyz+L,z> +2* = 0 st dung biéu thiic (8).

5. Chon nghiém z, phan tich da thic
f(z) = (x+z1)[x2 +(f, —z,)x+f, /21].

6. Tim nghiém cla phuong trinh

x> +(f, —z,)x+f, / z, = 0 nh& phuong phép biéu dién orbit
theo cac lop ké.
Vidu 3.
Cho da

o +a+1=0. Tim da thuc affine la bdi ca f(z). Ta tinh:

thuc f(z)=2>+a"2? +z+ 03, vGi

13,2

Z2modf(z)=a'®2? +z+a3;

Z*modf(z)=a*2 +22 + a3z =

=a®Z +a"z+d'° +2> +a’z=

=(on”+1)z2 +(a13+a3)z+a=

122

=a"?Z2 +abz+a.

Tinh r(i)(z) = z2i modf(z);

(0)(

r'%(2) = ' modf(z) = z;

r'(2) = 22 modf(z) = 2%;

r(z)(

2)=7*modf(z)=a'?z? +a®z+a.

Ta c6 hé phuong trinh:
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0 0
1
[u’LO’L1'L2] 1 0

cl12 08

Gia s chon nghiém u=a’L,=0a® L, =a'’,L, =1 va
L(z) = a®z+a'?2% + 2.

Dé tim nghiém cda da thic tuyén tinh nay ta tinh cac
gia tri:

L =a®+a"? +1=1+a+a’;

La)=a’ +a" +a* =0;

L(az) =a%+a"®+a®=0;

L@*)=a'"+a"® +a'? =1+a’.

Tu d6 ta c6 thé tim nghiém cta phuong trinh L(z) = a
nha gidi hé phuong trinh

1T 1 0 1
20.2.2,,2]| > 0 © ©|=[0100].
0 0 0O
1 0 0 1
Hé phuong trinh trén o nghiém

Z=[1011]=a"; z=[1111]=a'’. Day la 2 nghiém trén
GF(2% trong d6 a'? Ia nghiém cua f(z). Ta c6 thé phan tich ra
thia s6:

f(z) =2 +a"*2? +z+a® = (z+a'?)(Z* + az+a®).

Tién hanh tim nghiém cda da thic z> +az+a° theo
phuong phap néi trén ta tim duoc hai nghiém o’ ,a'.

Téng quat hon da thiic bac 3 dang f(z) = 2° +az? + bz +c
6 thé tim dugc da thiic boi affine dang:

A(z) = (22 +az® +bz+c)(z+a)

=7* +(a* +b)z* + (ab+c)z+ac.

3.4. Giai phuong trinh bac 4

Trong trudng GF(2") thuc hién phuong phap két hop
bién ddi dai s6 va da thuc affine dé tim nghiém hiéu qua
hon nhu sau.

Xét phuong trinh bac 4 trén truong GF(2")
x* + A3 +Bx? +Cx+D =0. (15)

Nh& phép thé x =y~ '+J/C/A, A#0, c6 thé dua vé
phuaong trinh

azy’ +a,y” +ay+a, =0, (16)

trong doé

a; =D+BC/A+(C/AY?; a, =B++AC,a,=A,a, =1. (17)
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Khi as, a, #0 thay thé y=za,/a; ta nhan dugc
phuang trinh

z* +2° +E;z+E, =0, (18)

trong d6 E, =aj\a;/a3; E, =a,/as.

Trong trudng hgp nay vé trai ctia (18) la moét da thuc
affine va c6 thé tim nghiém cda né dua trén phuong phéap
giai hé phuong trinh tuyén tinh nhu da trinh bay trong muc
3.2. Sau khi tim dugc nghiém s dung cac phép thé nguac
dé tim nghiém ctia phuong trinh ban dau.

Trong [7] Chien dé xuat phuong phap két hop gidi
phucng trinh bac 2, 3, 4 nhd bién déi dai s6 phuong trinh
bac 4 vé dang phuong trinh chinh tac bac 3 va s dung
phucng phap bang tra dé tim nghiém ctia phuong trinh bac
2, béc 3 chinh tic. V&i phuong phap nay dé giai phuong trinh
bac 2, bac 3 chinh tac Chien xay dung bang phan tich thua
sO clia cac ham vét Tr(x) véi tham s6 n < 6. VGi n 16n viéc
phan tich thita sé kha phtc tap. So sanh véi phuong phap dé
xuat trong bai bao st dung da thic affine, phuong trinh bac
3 dé dang bién ddi vé phuang trinh bac 4 c6 dang affine,
phuaong trinh bac 2 chinh tac 6 dang da thuc affine va viéc
tim nghiém theo bang tra clia cac I6p ké cyclotomic da giam
dung lugng luu trit 27/n lan.

Cha y rang véi phuong phép dé xuat, budc cé dé phc
tap cao nhat |a tinh toadn cac gia tri L(a), dé tinh (oli)2d
can 29 phép nhan cac phan t giéng nhau trong trudng
hiru han, c6 dé phtc tap O(n29). Gia st sif sung co sG da
thuc, so sdnh véi phuong phap truyén thong st dung tha
tuc tim ki€ém Chien bang cach thi tat ca cac phan ti cla
trudng can st dung 2"d? phép nhan vsi d6 phuc tap
0(2"d?). Vi vay phuang phap dé xuat cho phép giam dé
phtc tap thuc thi dang ké khi d < n va dac biét khi trudng
c6 kich thuéc 16n do @6 phtc tap thuc thi va luu trir déu
gidm tU ham ma 2" trg thanh ham tuyén tinh theo n Do
dé phuong phap da dé xuat co do tré x ly thap va rat
phu hgp vai truéng hop d < n. Tuy nhién néu d > n da
thurc affine nhan dugc cé bac kha cao va viéc phan tich da
thuic thanh nhan td tréd nén phc tap.

4, KET LUAN

Bai bao dé xuat giai phap tim nghiém ctia phuang trinh
chinh tic bac 2 si dung biéu dién orbit theo cac I16p ké
cyclotomic cho phép gidm dung lugng luu trir khodng 2"/n
lan. Bong thoi bai bdo dé xuat phuong phép giadi phuong
trinh bac 3, bac 4 trong trudng hitu han nha bién déi vé bai
toan tim nghiém cua da thic affine bac 4. Véi co sé da thuc
phuong phdp gidi phuong trinh nhd tim nghiém cda da
thuc affine dé phuc tap thuc khi tir O(2"d?) xuéng O(n29) khi
so sanh vai sir dung thi tuc tim kiém Chien. Vi vay phuong
phap dé xudt cho phép gidm doé phuc tap dang ké khi giai
phuong trinh bac khéng qua I6n (d < 4), tu dé cho phép
nang cao téc do x ly trong cac mach giadi ma ma BCH, ma
Reed-Solomon.
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