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TOM TAT

Trong bai bao nay, ching toi sé tinh toan da thitc Tutte ciila mot s6 d6 thi don gian.
St dung da thiec Tutte d€ tinh sd cay bao trum cta mot d6 thi. Qua d6, chiang toi
sé chi ra m6i lién hé gitta s6 cay bao trum va dinh thitc ciia ma tran Laplace thu

gon cua do thi.

Tw khoa: cay bao trum, d6 thi vong, da thic Tutte, dinh 1y ma trdn ciy, ma tran

Laplace.

1. MO PAU

Trong cac linh vuc cua toan hoc thi ly thuyét do thi 1a mot ndi dung khong thé
thiéu ctia nhiéu nghién cttu, trong d6 mot trong nhitng hudng nghién cttu quan trong
la da thac Tutte caa d6 thi va tng dung. Pa thiic Tutte, con duoc goi la da thic nhi
phén hay da thitc Tutte-Whitney [7], la mot da thirc duwoc dinh nghia trén d6 thi. Day
la mot da thite trong hai bién déng vai tro quan trong trong ly thuyét d6 thi. Pa thic
Tutte 1a mot bat bién co ban cua d6 thi, dwoc xac dinh cho moi d6 thi va chita thong tin
vé cach biéu d6 dwoc két noi. Da thiec Tutte ciia d6 thi ban dau dwoc xac dinh boi W.T.
Tutte [6, 7] vao ndm 1954 nhu mdt phan mé rong cua da thiec mau. Viéc tinh toan da
thire Tutte cua d6 thi duoc biét 1a khoé khan, do d6 ¢b nhiéu méi quan tam dé tim cac
biéu thitc r6 rang ctia ching cho cac ho d6 thi. Pa thitc Tutte la da thitc hai bién c
thudc tinh pho quat quan trong, duoc dinh nghia dé quy thong qua hai phép toan co
va xoa canh cua do thi. Cac phép toan co va xoa nay xudt hién mot cach ty nhién trong
nhiéu m6 hinh mang ¢ nhiéu linh viec khac nhau nhu khoa hoc may tinh, t6i wu, vat 1y
va sinh hoc. Mot trong nhiéu y nghia ctia da thiec Tutte la dung d€ do cac chi s6 quan
trong cua mot do thi nhu s6 cay bao trum hay s6 ring bao trum ctia mot d6 thi. Hién
nay, viéc nghién ctru vé da thitc Tutte ctia d6 thi va ting dung ctia né van dugc cc nha
toan hoc trong nudc va trén thé gidi tiép tuc nghién ctu, tim hiéu. Mot trong nhiing
nghién ctru mdi nhat vé da thac Tutte cho d6 thi c6 hudng vira duoc dang trén tap chi
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rdt ndi tiéng Journal of Combinatorial Theory, Series B [1]. Bai bao nay da xay dung da
thirc Tutte ba bién cho d6 thi c6 hudéng dua trén cac phép xoa canh, co canh va phép
ddi huwéng nham xac dinh céac tinh chat ctia mot d6 thi c6 huéng nhu s6 thanh phan
lién thong manh, do dai ctia dwong di ¢6 hudng,... Véi mong mudn tim hiéu sau hon
vé da thirc Tutte ctia d0 thi, bai viét nay s€ gitip chung ta tinh toan da thiec Tutte ctia
mot s6 d6 thi vo hudng.

Pinh nghia 1. Cho V 1a mot tap khac rSng, EcV xV,khiddéG = (V,E) goi la
mot do thi.

i) Mdi phan t& v € V duogc goi la mot dink ctia d6 thi.

ii) Moi phan ti e = (x,y) € E vbi x # y duoc goi 1la mot canh cua d6 thi.

iii) M&i phan tit e = (x,x) € E dwoc goi 1a mot khuyén caa d6 thi.

iv) V =V (G) duoc goi la tap cac dinh, E = E(G) duoc goi 1a tdp cac canh, |V|, |E| Tan
lwot 1a s6 cac dinh va sO cac canh ctia d6 thi.

Pinh nghia 2. Cho G = (V,E) la mot d6 thi, e = (a,b) € E. Khi d6 ta dinh
nghia:

i) G\e = (V,E\e) la phép xéa canh e trén G.

ii) G/e = (V\{a, b} U {ab},E") 1a phép co canh trén G, voi E' dugc xac dinh nhu sau: véi
moi (x,y) € E ma

+) (x,y) # (a,b) thi (x,y) € E'.

+) (x,¥) # (a,b) thi E' = E\(x,y).

+)y = a thi (x,a) - (x,ab).

+) x = athi (a,y) - (ab,y).

Tir dinh nghia ta dé dang kiém tra cac phép todn co va xod c6 tinh chat giao
hoan. Do d6, v6i moi tap con A € E, cac do thi G\A va G/A hoan toan duoc xac dinh.
Ngoai ra, véi moi e, e, € E mae; # e, thi G\e,/e; va G/ez\eldéng cau v6i nhau. Dac
biét, néu e 1a mot khuyén thi G\e = G/e.
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G/e Gle
Hinh 1. Phép co va xda canh trén d6 thi G

Pinh nghia 3. (Pa thtc Tutte caa d6 thi) Cho d6 thi G = (V,E),ACE.
G4 = (V,A)1a do thi con bao trum ctia G. r(4) = r5(4) = [V(G)| — k(G,) 1a hang cua 4,
vbi k(G,) 1a s6 thanh phan lién thong ctia G,. Khi d6, da thirc Tutte cua G dwgc cho boi:

T(G;x,y) = Z (x — 1) E-TA) (3 — 1)l4I-r(A) %
ACE
Pa thic Tutte ctia mot d6 thi v hudng la mot ham sinh hai bién, dung dé dém cac ciu

triic cua d6 thi nhu s thanh phan lién thong hay s6 do thi con bao trum (Dinh ly 2).
Tuy nhién, viéc tinh da thic Tutte cia mot d6 thi dwa vao dinh nghia trén la kha phac
tap. Trong bai nay, ching toi sé tinh da thirc Tutte cia d6 thi theo dinh nghia dé quy
sau day. Su twong duong cua hai dinh nghia nay doc gia c6 thé xem chitng minh trong

[2].

Pinh nghia 4. Cho G = (V,E) la mét do thi, e = (a,b) € E. Xét ham T(G; x,y)
cua G v6i hai bién doc lap x, y nhu sau:
i)T(G;x,y) = 1néu |[E| =0;
i) T(G;x,y) = x.T(G/e; x,y) néu e la cau;
iii) T(G; x,¥) = y.T(G\e; x, y) néu e la khuyén;
iv) T(G;x,y) = T(G\e; x,y) + T(G/e; x,y) trong cac treong hop con lai.
Ham hai bién T(G; x, y) nay duwgc ching minh cling chinh la da thirc Tutte ctia d6 thi G
(2].

Pinh nghia 5. Cho ¢ = (V,E) la m{t da d6 thi vd hudng, lién thong va khong
co khuyeén, trong d6 V = {vy, ..., v, }, E = {ey, ..., e }. Khi do:
i) Ma trin lién thugc L cta G, L = (1;;) véi

nxm
1 néu v, la dinh dau cla canh e;

L={-1 néu v; la dinh cudi cia canh e;

0 néu v; khong lién thudc véi e;
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ii) Ma trin ké A = (aij)n «pcuaG, véia;; = e(v;, vj), trong do e(vi,vj) la s0 canh ndi v;
Vo1 Uj.
iii) Ma trdn Laplace A = (Ai j)n «n CU G, voi

3 {deg(vi) néui=j

b —e(v;,vj) néui#j

iv) Ma trian Laplace thu gon A’ cia G ing v6i dinh s ¢ duoc tit ma tran Laplace A ctia G
bang cach x6a hang va cot ctia ma tran Laplace A ting véi dinh s.
MGi quan hé gitra s6 cay bao trum ctia mot d6 thi va ma tran Laplace duoc thé hién
trong Dinh ly sau.

Pinh 1y 1. [4] (Dinh i Matrix-Tree) S cdy bao trum cua G bé“mg dinh thitc ctia

ma tran Laplace thu gon A’ ctia G.

D6 thi con bao trum hay noi riéng, cay bao trum cta do thi dong vai tro quan trong
trong nghién ctru ly thuyét d6 thi. Dinh ly say day cho thay da thitc Tutte c6 thé dung
d€ do cac chi s quan trong cua mét d6 thi nhw s6 cay bao trum hay sd ring bao trum.
Chung ta c6 thé xem chiing minh trong [4].

Pinh ly 2. [5] Cho G = (V, E) 1a mot d6 thi lién thong. T(G; x, y) 1a da thikc Tutte
cua G. Khi do:

i) T(G;1,1) chinh la s6 cay bao trum ctia d6 thi G.
ii) T(G; 2,1) chinh la s6 rirng bao trum cua d6 thi G.

iii) T(G; 1,2) chinh 1a s6 d6 thi con lién thong bao trum cua d6 thi G.
iv) T(G; 2,2) = 2!%l,

2. PA THUC TUTTE CUA MOT SO PO THI
21D6thi G =K;,6 =K,

Pinh nghia 6. D6 thi diy di n dinh, ky hiéu la K,,, 1a don d6 thi ma hai dinh
phan biét bat ki ctia né ludn lién keé.

Tt dinh nghia, ta thdy ngay d6 thi K,, c6 @ canh va mdi dinh cta K,, ¢6 bac
lan—1.
Vi du 1. Tinh da thitc Tutte cua d6 thi d6 thi G = K.

Hinh 2 dudi day la cach khai trién d6 thi G trong viéc tim da thirc Tutte ctua no.
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Vs,

Z

€;

€3
Gle;= > =G/e;

Vi e, V3=V,

£ ™

V) V3
\ V2 ez V3 &3
G'\egz T VQEV_‘,'O :G/e2
x2 X Y

Hinh 2. Cach khai trién d6 thi G = K; trong viéc tim da thire Tutte.
Ttr khai trién nay ta c¢6 da thiec Tutte ctia d0 thi G = K3 [a T(K3;x,y) = x>+ x + .
Theo Dinh 1i 2 thi s6 cay bao trum ctia K3 [a T(K3;1,1) =12+ 1+ 1 = 3.

Bay gio, ching ta sé tinh todn dé thay duoc s6 cay bao trum ctia K5 ctia chinh bang gia
tri cua dinh thitc Laplace thu gon (DPinh 1i 1) va chinh 1a gia tri ctia da thic Tutte khi
x =y =1. Ta c6 ma tran ké A, ma tran Laplace A va ma tran Laplace thu gon A’ cua

G=K31é:
0 1 1
A=[1 0 1

1 1 1
Suy ra |A'] = 2.2 — (=1).(—1) = 3.

2 -1 -1
;A=[—1 2 —1];A;,3=[_21 _21]
-1 -1 2

Do d6, s6 cay bao trum ctia d6 thj K; chinh bang T'(K3; 1,1) va bang gia tri dinh thikc

ctia ma tran Laplace thu gon A’ cia G.

Vi du 2. Cho d6 thi G = K, nhu hinh duéi day

Hinh 3. D6 thi G = K,.

Hinh 4 dudi day la cach khai trién d6 thi G trong viéc tim da thiec Tutte cua no.
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Hinh 4. Cach khai trién d6 thi G = K, trong viéc tim da thirc Tutte.
Vay da thiic Tutte ctia d6 thi G = K, la:
T(Ky;x,y) =x3+3x% + 2x + 4xy + 2y + 3y% + y3
Theo Dinh 1i 2 thi s6 cay bao trum cua K, la:
T(K;;1,1)=13+3.124+21+411+21+3.12+13=16

Bay gi0, chling ta sé c6 mot s6 tinh toan d€ thay rang s ciy bao trum cta G = K, ctia
dinhli2vadinhlilla béng nhau. Ta c6 ma tran ké 4, ma tran Laplace A va ma tran
Laplace thu gon A’ ctia G = K, la:

01 11 3 -1 -1 -1
3 -1 -1
_f{r o 1 af ,_ -1 3 -1 -1f . _|° _
A=11 1 0 1|27 |1 -1 3 —1'A“4_[_1 _31 31]
1110 -1 -1 -1 3
Suy ra |A'| = 16

Do d6, s6 cay bao trim ctia d6 thi K, bang T (K,; 1,1) va ciing chinh la gia tri dinh thic
ctia ma tran Laplace thu gon A’ cta K, .

22D6thi G =C4,G6G=C,

Pinh nghia 7. D6 thi vong n dinh, ky hiéu la C,, 1a don d6 thi n dinh
V1,V ., Vp(n = 3) van canh (vq,v,), (v, V3), ... (Wn—1, V), (Vy, v1). Nhu vay mdi dinh
cua C, ¢ bacla?2.
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Hinh 5. Do thi G = C,.

221P6thiG=C,
Cho d6 thi G = C, nhw hinh dudi day

Vo E?;« V3
€] €3

Hinh 6. Do thi G = C,.

Hinh 7 dudi day minh hoa cho cach khai trién do thi G = C, trong viéc tim da thtc
Tutte.

v, e, Vs
e e;
v e, v,
£ T
Gle,= ‘ A =G/e,;
G=C;
x’ X’ +x+ty

Hinh 7. Cach khai trién d6 thi G = C, trong viéc tim da thirc Tutte.
Vay da thirc Tutte cia do thi G = CL1aT(Cy5x,y) = x>+ x% +x+y
Theo Dinh i 288 cAy bao trum cia G = C, 1aT(C,;1,1) =13+ 124+ 1+1=4
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Ta c6 ma tran ké A, ma tran Laplace A va ma tran Laplace thu gon A’ ctia G = C, la:
01 1 1 2 -1 -1 1
2 -1 -1
_(r 0o 1 1y, (-1 2 -1 =1{ ,» _|_ —_
4=11 1 0 1"A_I—1 -1 2 —1’A”4_[_} _21 21]
1 1 1 0 -1 -1 -1 2
Suyra |A'| = 4

Do d¢, s cay bao trum cua d6 thi C, chinh b:?mg T(C4;1,1) va b:?mg gia tri dinh thic
cta ma tran Laplace thu gon A'ctia G.

222P6thi 6 =C,

Pinh 1i 3. Da thitc Tutte ctia d6 thi C, la

TCosx,y) =x"1+x" 2+ +x+y
Chting minh. Ta co
T(Cp;x,y) = x" 1+ T(Cp_y;x,y) véimoin = 4.
Do dd T(Cp;x,y) = x™ 1+ x™2 + -+ x5 + T(C3; %, )
MaT(Csx,y) =x2+x+y
Suy raT(Cp;x,y) =x" 14+ x" 2+ +x+y.
O

Nhan xét: T(Cyn; 1,1) = n chinh bang s3 ciy bao truim ctia d6 thi vong C, va dé ciing
chinh la gia trj ctia dinh thitc cia ma tran Laplace thu gon A’ ctia Cy,.

Hinh 8. Cach khai trién d6 thi G = C, trong viéc tim da thuc Tutte.

3. KET LUAN

Trong bai bao nay, chung t6i da tinh toan da thic Tutte ctia mot s6 do thi vo
huwdng. St dung da thire Tutte d€ tinh s6 cay bao trum cua do thi. Qua d6, ching toi da
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khrfmg dinh dugc s0 cay bao trum b:img dinh thitc cia ma tran Laplace thu gon cia mdt
do thi.
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ABSTRACT

In this paper, we compute the Tutte polynomial of some graphs. We use the Tutte
polynomial to calculate the number of spanning trees of the graph. Thereby, we
can confirm that the number of spanning trees is equal to the determinant of

Laplace matrix of a graph.

Keyword: Cycle graph, Laplace matrix, Matrix-tree Theorem, Spanning tree, Tutte
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