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TOM TAT

Bai bdo trinh bay tinh hiéu qua ciia phwong phdp phan tir bién trung tdm trong phdn tich
bai toan phcfng véi dieu kién bién hon hop va tai trong bdc cao. Phwong trinh chu dao cua
phwrong phdp phan i bién trung tam dwoc thiét Idp dé phdn tich bai todn phang véi diéu kién
bién tong quat gom trieong chuyén vi, truong tdi trong, trong leong ban than va xét tdi trong
bdc cao dwéi dang ham da thire. Bai todn phang gom tdi trong bdc cao, ¢é diéu kién bién hon
hop trén bién dwoc khao st dé xem xét tinh hiéu qua cia phirong phap nghién civu. Két qua
bai todn khdo sat da chitng t6 dwege phwong phdp phan tir bién trung tam cé dé chinh xde, toc
do héi tu cao so véi loi gidi gidi tich tham khdo. Phwong phdp nghién ciru cé thé phdt trién
mé réng dp dung cho cdc bai todn phang véi ham dang khdc nhau va bdi todn ba chiéu.

Tir khéa: Phan tir bién trung tam,; Badi todn phang; Piéu kién bién hon hop; Tdi trong bdc
cao;, Ham dang da thirc.

ABSTRACT

This paper presents the advantages of the scaled boundary finite element method for
analysis of two-dimensional problems with general boundaries condition. The scaled
boundary finite element formulation is formulated within a general framework including the
influence of distributed body source, mixed boundary condition, contributions of the side face.
The linear elasticity problem is presented to verify the proposed method with the analytical
solution. Numerical example shows the accuracy and efficiency of the proposed method. The
proposed method could be investigated with the other shape functions and developed for
three-dimensional problems.

Keywords: SBFEM; Linear Problem; Mixed boundary condition;, High-Order Element,
Polynomial shape function.

7 - phat trién va ap dung rong rai trong cac bai
1. GIOITHIEU , toan k¥ thuat, da thé hién duoc kha nhiéu wu

Phuong phap s0 duge g dung rong rdi  diém noi troi. Tuy nhién, ddi voi cac két ciu
trong phan tich cac bai toan ket cau ky thudt  phie tap, c6 diéu kién bién hdn hop, chuyén
cua cic nganh xdy dung, cau dudng, hang vj theo nhiéu phuong thi mdi phwong phap
khong, co khi, co sinh hoc va cdc nganh  ¢6 yu, nhugce diém riéng. D chinh xéc, toc
khac, tmh toan theo phu’ong phdp roi rac hda @6 hoi tu cia bai toan phu thudc vao diéu
két cAu thanh cac phan tir lién két véi nhau  ki¢n bién ciia bai toan, truong khao sat. Thoi
tai cac nat caa phan tir. Phuong phap phan tir gian gan day, phuong phap phan tir bién
hitu han, phuong phéap phén tir bién dé dugc  trung tdm (Scaled boundary finite element
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method-SB FEM) di duoc phat trién va ké
thira nhitng wu diém cta cic phuong phap sb
truéc day nhu phan tir hitu han va phan tir
bién. Phuong phap phan tir bién di duoc ap
dung dé giai quyét cac bai toan c6 xét dén
trong luong riéng, bai toan dan héi, bai toan
c6 mién vo cuc ma khong can gi6i han mién
bién vo cuc, bai toan bién dang tinh [1-4].
Cac két qua nghién ciru da ching t6 phuong
phap phan tor bién trung tdm c6 nhitng uvu
dlem ndi troi. Gan day, Chung [5] da phat
trién phuong phap phan tir bién trung tam dé
phan tich bai todn phang hai chiéu véi dic
trung hinh hoc ¢6 tiét dién hinh tron, Jia va
cong su [6] da nghién ctu 1y thuyét phan tu
béc cao trong mé hinh tinh toan ctia phuong
phéap phan tu bién trung tdm trong phan tich
hai chiéu, ba chiéu. Tir cic nghién ctu da
trinh bay, phuong phap phan tr bién c6 thé
ap dung hi¢u qua trong cac bai todn k¥ thuat.
Trong nghién cliru nay, bai bdo ap dung
phuong phap phan tur bién trung tam dé phén
tich bai toan phang voi diéu kién bién hdn
hop gém ca truong chuyén vi va tai trong.
Pong thoi xem xét dén trong luong ban than
va tai trong bac cao voi dang ham da thue.

2. PHUONG TRINH CO BAN

Dua theo cac dinh luat co ban va quan
hé dong hoc. Phuong trinh can béng co ban
cua tru0’ng trong llr(mg va ung suat ung suat
va bién dang, bién dang va chuyén vi duoc
biéu dién nhu sau:

U'o+b=0 (1)
o=D¢g 2
g =Lu 3)

Trong d6 u(x), £(x), o(x)lan luot 13 cac
truong chuyén vi, bién dang, Gng suit.

Ap dung phuong phap trong s6 du
(weighted residual) va phuong phap tich phan
tung phin véi gia thuyét Gauss- -divergence,
két hop cac phuong trinh quan h¢ ing suit va
bién dang, bién dang va chuyen vi. Phuong
trinh dang yéu duoc thiét 1ap nhu sau:

i (Lw)" D(LU)dA = a{) w'"tdl + i o'bdA 4

3. PHUONG PHAP SB FEM
3.1 Thiét 1ap cong thirc

Trong phuong phap phan tir bién trung
tém, tru’Qng c~huyén vi va trong s6 du duoc
xap xi biéu dién nhu phuong trinh (5)
u"=u"(&,s)=NU"

w'=w"(&,5) = NW" ©)

Trong d6 N°la ma trdn cidc ham dang
xap xi tong quat, U " 1a vector chuyén vi nat

2 , hos 2 . \
tong quat, W' 1a vector tong cac ham trong
sO sO xap xi.

O(x,,x,)

Hinh 1. Hé toa do SBFEM

Ap dung phuong phap x4p xi trén bién
clia phan to bién trung tdm cho bai todn
phang nhu hinh 1. Két hop phuong trinh (1),
(2), (3), (4) va (5). Sau d6 lay tich phan ting
phan trén bién bai toan khao sat va ap dung
dinh ly Gauss. Phuong trinh chi dao cua
phuong phéap phan tir bién trung tim cho bai
toan phang thu dugc nhu sau [5]:

EEU —§(E1—E0—E1T)U"l, ~E,U"+EF +RE=0 (6)

Q"(¢)=-P (7)
Trong do
Q'(£)=LEUL+EL"

E, = [ B, DB,Jds
; (8)
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P=[(N) ta%s; 37 = flax /08 + (e, /s (g

1%

deS (10)

F=(N:) il R j
Phuong trinh (6) la phuong trinh dang
yéu cua bai toan duoc xdy dung trong hé toa
d6 cua phuong phap phan tir bién trung tim.
Phuong trinh (7) 1a phuong trinh x4c dinh tai
tac dung 1én bién cua bai toan. Khi diéu kién
bién ctia bai toan c6 mot phan trudng chuyén
vi, trudng chuyén vi bai todan U" duoc phan
tich thanh U" {U U h°}T voi U™ 1a tap hop
clia cac gid tri chuyén vi da biét, con U™ 1a
tap hop cac gia tri chua biét. Khi d6, phuong
trinh chu dao cda bai toan trong hé toa do cua
phuong phap SB FEM dugc biéu dién qua
truong chuyén vi chua biét nhu sau:

5 EuuU hu +§|:Euu + Eluu _ Euu:|U hu EuuU hu
0 ( ) 1 4 2 (11)
=_§Ftu _5 Pbu _ Fsuu

Qhu (g ): _Pu
3.2 Loi giai cho phwong trinh dang yéu

(12)

Nghiém cua phuong trinh chu dao (11),
1a phuong trinh vi phan cap hai khong thuan
nhat. Nghiém cia phuong trinh duoc gdom
nghiém thuan nhat va nghiém riéng cua bai
toan.

Vé phai ciia phuong trinh (11) 13 phuong
trinh vi phan cip hai thuan nhat, nghiém ciia
phuong trinh c6 dang

2(m—p)A

z CifﬂiWiu

i=1

Ug" (&)= (13)

Trong d6 m 1a s6 ham chua biét tai nat U
4 lahé sty 16, w' 1a véc to dai luong tha it

AX, = AX, (14)

Trong do 4, X lan luot 1a gia tri riéng va
vector riéng cia ma tran A
) (E) &)
A= PO L 15
E;u _Eluu(E(L)Ju) (Eluu) Eluu(E(l)Ju)

Ta timAbang cach giai phuong trinh
det(A-A1)=0 va timX theo phuong trinh
(A—A1)X =0. Tri riéng cta bai toan A thuong
c6 mot ntra nghiém co6 gia tri duong va mot
ntra 1a gié tri &m, twong trng v4i mién cua bai
toan co6 bién xac dinh va bién vo cung va 4"
Tuong ung véi gia tri riéng A~ va A*, ta cd
cing c¢6 cac vector riéng nhu sau
", @, 0%, ®% .Thé cac gia tri ndy phuong
trinh (11) va (12), c6 nghiém tong quat nhu
sau:

Ug' () =@"TI"()IC" +@" T ()C” (16)
(17)

Trong d6 IT°, IT" 1a cidc ma tran duong

b (£) =TI (£)C + DY TT (£)C

chéo, C*, C la cac vector chira cac hang so.

Theo phuong trinh chu dao (11) nghiém
riéng cua bai toan 1a thanh phan vé phai cia
phuong trinh. Nghiém riéng gém cac thanh
phan: trong luong ban than cua bai toan,
thanh phan chuyén vi trén dudng canh bién.
Nghiém riéng cua phuong trinh (11) tim
twong tu nhu [5]. Khi d6, nghiém tong quat
cua phuong trinh chu dao thu dugc nhu sau:

U™ (&) =Us"(€)+U" ()
=" (£)C + 0" T

Q"()=Q"(©)+Q ()
=0V (E)CT + 0TI ()C

18
IT(€)C +U"(9) (49

19
+Q"(¢) (4

Trong d6 cac hé s C*, C tim tir diéu
kién bién cua bai toan. Ap dung cac bién &
bén trong va bén ngoai, két hop cac phuong
trinh (12), (18) va (19), cac hé sé dugc xac

dinh nhu sau:
¢ (R [
{C—}_ [{ qu } {thu (gz)}] (20)

OVII(E) OTII(E)
OII(E) OTIT(E,)

Hay

KU™ =P" + KU -Q" (21)
Véi

o) p el el e
OV (&) OTIT(E) || 0TI () 'TI(E)
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hu Uhu(fl) . pu _Plu

u" = ; PP = 23
{u““((sz)} {P} )

U = {u{“(@)}; _ { {“(@)} 24)
UM(&) (&)

3.3 HAM DANG XAP Xi

Trong nghién ctru nay, ham dang khao
sat 1a ham bac nhat. Ham dang dugc viét nhu
phuong trinh (25)

Nl = ];S, N2 = ]is
2 2

Khi d6, hé toa do cua phén tlﬁ:7trong, hé toa do

cua phuong phap SB FEM biéu dién nhu sau:

_ NLx® )
X = NG+ Nox;
X, = N X7 + N,x{?

(25)

(26)

4. ViDpuso

Xét bai toan phang chiu tai trong bac
cao, diéu kién bién hdn hgp, co tinh dén
trong lugng ban than, dac trung hinh hoc nhu
Hinh 2. Xem xét v6i vat liéu bién dang
phang, dan hoi tuyén tinh, dong nhat dang
hudng voi modun dan hdi E, hé s6 Poisson v.

XZT

N t D. oC
t t
L
1 X
-~ o e
A f B
L L1 L
A «

Hinh 2. Bdi todn tam phdng

Ap dung phuong phap phan tr bién
trung tim dé khao sat truong Gng suat bai
todn. Phan tich voi truong hop Li = 0,8 m, Lo
= 0,8 m, E=2,0x10°(kN /cm?®); v=0,3. Co

di€u kién bién trén canh bién va dudong bién
nhu sau:

Canh AB: t* =0; u/®=0

Canh AD: t° = -4byvx,; t;°=0

Canh BC: t° =l [21-V) L,+4wx, ]; t;° =0
Canh CD:

7 =0; £° =by[20 +401-V)L, ]

Theo (1), (2) va (3), o1 giai gii tich cua
bai toan khao sat nhu sau:

! _(@+v)@-2v) b, X2

1
Chuyén vi: E
Q+vyd-2v), ,
u2 = —bOXZ
E
o, =b [2(1—v)x1 +4vx2]

Ung sudt: o, =b, [ZVX1 + 4(1—V)X2]

o,=0
=2(1-v)b
Trong lugng ban than: o =20=v)by
b, = —4(1-V)b,

Bai toan dugc khao sat voi cép do chia
phan tir trén dudng bién gém 4, 8, 16 va 32,
cach chia phan tir trén bién nhu Hinh 3, Hinh
4. Khao sat thanh phan chuyén vi, (mg suét
tai diém C va so sanh véi 10i giai giai tich.
Két qua trinh bay trong Bang 1, Bang 2. Két
qua cho thay thanh phan chuyén vi hoi tu kha
nhanh vé6i cap do chia ludi 32 phan tir. Pong
thoi khao sat cac truong chuyén vi, Gng suét
trén duong chéo AC ciia tam. Két qua thanh
phf?m chuyén vi, Uung suat duoc chuan hoa va
biéu dién trong Hinh 5, 6, 7, 8 v6i z = x /L.
Két qua cho thiy d6 hoi tu ciia phuong phap
SB FEM rét cao, mic du chi s dung ham
dang bac nhét trong x4p xi bién hinh hoc va
101 giai cho bai toan chiu tai trong bac hai va
cac diéu kién bién hon hop.
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Bing 1. Két qua chuyén vi tai diém C

Loi giai giai Phuong phap SB FEM
tich 4 ELM 8 ELM 16 ELM 32 ELM
u 0,0050 0,005081 0,005061 0,005023 0,005003
w 0,0100 0,009671 0,009869 0,009945 0,009972

Bing 2. Két qua iing sudt tai diém C

Loi giai giai Phuong phap SB FEM
tich 4 ELM 8 ELM 16 ELM 32 ELM
Gl 624,00 577,4587 601,7598 612,9770 618,4994
622 816,00 655,2090 735,4634 775,5924 795,7559

5. KET LUAN

Phuong trinh chid dao cua phuong phép
phan tir bién trung tim (SB FEM) dugc thiét
lap dé phan tich bai toan phang véi diéu kién
bién hdn hop va tai trong bac cao. Trong mo
hinh phan tich phuong phap phan tir bién
trung tim chon tam trén duong bién dé xem
xét diéu kién bién hdn hop. Phuong phap
nghién ctru di cung cap thong tin hidu qua dé
lra chon mé hinh ctia phuong phéap phan ti
bién trung tam.

Vi du sb 4p dung phuong phap phan tir
bién trung tdm di dwoc khao sat. Két qua
dugc so sanh vé1 101 giai giai tich. Ham dang
bac nhat duoc st dung trong viéc xép xi dac
trung hinh hoc, 1061 gidi cua phuong phap SB
FEM. Két qua da chung to tinh hiéu qua, do
hoi ty, tinh chinh xac ctia phwong phap phan

tor bién trung tdm trong phan tich bai todn
phang co6 dicu kién bién hon hop va chiu tac
dung cua tai trong bac cao.

Trong bai bao, tinh hi€u qua ctia phuong
phap phan tir bién trung tdm trong phén tich
bai toan phang chi khao sat v6i ham dang bac
nhit. Cac hudng nghién ctru tiép theo: can
nghién clru anh hudng cia cua cac loai ham
dang dén két qua cta phuong phap phan tir
bién trung tdm, phat trién dé phéan tich bai
toan hai chiéu. Ngoai ra, phuong phap SB
FEM ciing c6 thé nghién ciru va phat trién dé
phan tich cac bai todn nut, bai todn tim nhiéu
16p, bai toan ban khong gian.
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