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1. Mở đầu 

Giả sử X  là một không gian Banach, C  là một tập con mở khác rỗng trong X , hàm giá trị 

vectơ 
p

p RCfff →= :),...,( 1  và các hàm giá trị thực miRCgi ,...,2,1,: =→ . Trong bài báo 

này, chúng tôi nghiên cứu bài toán tối ưu vectơ với ràng buộc tập và bất đẳng thức dạng:  

)(min xf  (hay min)( →xf )                    (p) thỏa mãn Kx  

Trong đó, tập chấp nhận được K  của bài toán tối ưu vectơ (P) có dạng: 

 mixgCxK i ,...,2,1,0)(:: == . 

Một vectơ Kx  được gọi là cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán tối ưu vectơ (P), 

nếu tồn tại một lân cận )(min xf U  của x  sao cho không tồn tại bất kỳ UKx   để 

pjxfxf ji ,...,2,1),()( = . 

Trường hợp XU = , từ “địa phương” có thể bỏ qua cho nghiệm cực tiểu Pareto yếu. 

Nếu một vectơ Kx  là một cực tiểu Pareto yếu của bài toán tối ưu vectơ (P) thì cũng là một 

cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán. Do đó, trong nhiều bài toán tối ưu, tính chất nghiệm 

địa phương được ưu tiên trong thiết lập tính hữu hiệu “cần” cấp 1 và cấp 2. 

Bài toán tối ưu vectơ (P) với điều kiện Lipschitz địa phương được nhiều tác giả quan tâm 

nghiên cứu trong thời gian gần đây, nhưng giả thiết về hàm mục tiêu và ràng buộc ít nhất là khả 

vi liên tục. Trong nhiều kết quả về lĩnh vực điều kiện tối ưu cấp 2 tốt hơn cấp 1, nghĩa là điều 

kiện tối ưu cấp 2 chứa nhiều thông tin hơn điêu kiện tối ưu cấp 1, chúng còn làm mịn được các 

thông tin trong điều kiên tối ưu cấp 1. Trong nhiêu bài toán tối ưu vectơ, các điều kiện tối ưu cấp 

1 không thể sử dụng cho kiểm tra kết quả tối ưu hay thiết kế thuật toán số trong thực hành mà cần 

đến điều kiện tối ưu cấp 2. Đấy là lý do chính tại sao chúng tôi cần nghiên cứu điều kiện tối ưu 

cấp 2 trong bài báo này. Để bạn đọc có một góc nhìn toàn diện hơn về các điều kiện tối ưu cấp 2 

đã biết, chúng tôi giới thiệu một vài vấn đề mang tính lịch sử đã được đề cập trong các bài báo uy 

tín như sau: Năm 1999, Bonnans-Cominetti-Shapiro [1] sử dụng đạo hàm parabolic cấp 2 để thiết 

lập điều kiện cần tối ưu vectơ có ràng buộc; năm 2003, Guerraggio-Luc [2] nghiên cứu điều kiện 

tối ưu cấp 2 cho bài toán tối ưu đa mục tiêu vectơ với dữ liệu trong lớp 
1,0C  và 

1,1C , và cũng 

trong thời điểm này, Jiménez-Novo [3]-[5] thu được điều kiện tối ưu cấp 2 cho bài toán tối ưu 

vectơ với dữ liệu là các hàm khả vi được mô tả thông qua các tập tiếp liên cấp 2. Kế tiếp đến năm 

2010, Gutiérrez-Jiménez-Novo [6] sử dụng các tập tiếp tuyến cấp 2 thiết lập điều kiện tối ưu cấp 

2 cho bài toán tối đa mục tiêu có ràng buộc; năm 2018, Luu [7] biểu diễn điều kiện tối ưu cấp 2 

dạng cơ bản và đối ngẫu cho bài toán tối ưu đa mục tiêu với ràng buộc sử dụng đạo hàm theo 

hướng cấp 2 dạng Páles-Zeidan. Gần đây nhất vào năm 2020, Constantin [8] cung cấp điều kiện 

tối ưu cấp 2 dạng cơ bản theo đạo hàm suy rộng Clarke và đạo hàm theo hướng cấp 2 dạng Páles-

Zeidan. 

Nối tiếp kết quả của Constantin [8], chúng tôi cung cấp trong bài báo này điều kiện tối ưu cần 

cấp 2 dạng đối ngẫu cho cực tiểu Pareto yếu địa phương trong không gian Banach với dữ liệu bài 

toán Lipschitz địa phương tại thời điểm tối ưu cho trước. Ngoài ra, chúng tôi cũng đề xuất một số 

ví dụ mô tả kết quả mới của bài báo.  

2. Kiến thức chuẩn bị 

Trong bài báo này chúng tôi quy ước: 

0)(0 =−  và 00 = , 

http://jst.tnu.edu.vn/
mailto:jst@tnu.edu.vn


TNU Journal of Science and Technology 226(07): 247 - 253 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                      249                                             Email: jst@tnu.edu.vn 

Với mỗi số tự nhiên n , ký hiệu nI  là tập n  số tự nhiên đầu tiên bắt đầu từ 1. Phần trong topo 

và bao đóng poto của một tập con A  trong X  được ký hiệu tương ứng bởi convA và riA . Số 

phần tử của tập A  được mô tả như A . 

Định nghĩa sau đóng vai trò then chốt trong bài báo, bạn đọc có thể thấy trong Clarke [9], V. 

I. Ivanov [10] and Constantin [8]. 

Định nghĩa 2.1 Cho f  là một hàm giá trị thực Lipschitz địa phương trên một tập mở C   của 

X  và Xx 0 . Ta có các định nghĩa sau: 

(a) Đạo hàm suy rộng Clarke của f  tại 0x  được xác định bởi: 

t

xftvxf
vxf

xtx

)()(
suplim:),(

)0,0(),(

0

0 −+
=

+→

 

(b) Đạo hàm theo hướng suy rộng trên cấp hai kiểu Páles-Zeidan của f  tại 0x  được xác định bởi:  

00 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ; )
( , ) : limsup ,

2

t

f x tv f x tf x v
f x v v X

t+→

+ − −
= 

 
Chú ý 2.2 Theo Clarke [9], nếu X  là hữu hạn chiều, f  là Lipschitz địa phương xung quanh 

0x , chính quy trong trường hợp của Clarke và khả vi Gâteaux tại 0x  của f  được ký hiệu bởi 

),(),)(( 0 Xvvxf G  thì chúng ta luôn có đẳng thức đúng:

 
Xvvxfvxf G = ),)((:),( 00

0

 
Đặc biệt, nếu f  là khả vi Fréchet và liên tục xung quanh 0x  và khả vi theo hướng cấp 2 tại 

0x  theo hướng Xv , ta cũng thu được: 

Xvvxfvxf G = ),)((),( 00

00

 
Ở đây 

'" 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ; )
( , ) : limsup

2

t

f x tv f x t f x v
f x v

t+→

+ − − 
=  

và )( 0xf  là đạo hàm Fréchet tại 0x  của hàm f . 

Với mỗi Kx  (điểm chấp nhận được), tập chỉ số hoạt của bài toán tối ưu vectơ (P) ký hiệu

 0)(::)( == xgIixI im  

Khi đề cập đến dữ liệu của bài toán (P), luôn giả thiết rằng các hàm pff ,...,1  và ( ))(xIigi    

Lipschitz địa phương trên tập mở khác rỗng XC  , các hàm ( )( )xIIig mi \  liên tục tại điểm 

chấp nhận được x .  

Một phương Xv  được gọi là trọng tâm tại điểm x  nếu: 

( )
( ) ( )








.,0;

,0;
0

0

xIivxg

Ijvxf

i

Pj  

Với trọng tâm v , ký hiệu: 

( ) ( ) 0;:; 0 == vxfIjvxJ jp , 
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( ) ( ) ( ) 0;:; 0 == vxfxIivxI i  

Chuẩn hóa ràng buộc cấp 2 dạng Zingwill ký hiệu (ZSCQ) được thỏa mãn nếu: 

( ) ( )vxAvxB ;;  , 

Trong đó: 

( ) ( ) :0;::; = ivxIiXwvxA   













++ );0(,0

2

1 2

ii twttvxg   

( ) ( ) ( ) ( ) vxIivxgwxgXwvxB ii ;,0;;::; 000 +=  

Định lý 2.3 (xem Constantin [8]) Giả sử Kx  là một cực tiểu Parteto yếu địa phương của 

(P). Khi đó, với mọi hướng trọng tâm Xv  thỏa mãn (ZSCQ), hệ sau không có nghiệm 

Xw  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




+

+

.;,0;;

,;,0;;
000

000

vxIivxgwxg

vxJjvxfwxf

ii

jj  

3. Kết quả mới của bài báo 

Xét bài toán tối ưu vectơ có ràng buộc tập và bất đẳng thức (P) được xác định trong phần 2. 

Một điều kiện tối ưu cần cấp 2 dạng đối ngẫu cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán (P) 

theo ngôn ngữ đạo hàm suy rộng Clarke và đạo hàm theo hướng suy rộng trên cấp 2 được thiết 

lập như sau: 

Định lý 3.1. (Điều kiện tối ưu cấp 2 cho Kx  là một cực tiểu yếu địa phương dạng đối 

ngẫu) Cho Kx  là một cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán (P). Giả sử X  hữu hạn 

chiều, các hàm mục tiêu và các ràng buộc hàm pff ,...,1  và ( ))(xIig i   chính quy trong trường 

hợp của Clarke và khả vi Gâteaux tại x . Khi đó, với mọi hướng trọng tâm Xv  thỏa mãn 

(ZSCQ), tồn tại ( )( )vxJjj ;0   và không đồng thời bằng 0 sao cho với mọi Xw , 

                                
( )

( )( )
( )

( )( ) ,0
;;

+


wxgwxf G
ii

vxIi

G
ji

vxJj

                                                   (1) 

                              
( )

( )( )
( )

( )( ) ,000

;

00

;

+


 wxgwxf ii
vxIi

ji
vxJj

                                                 (2) 

                                                    ( ) .,0 mii Iixg =                                                           (3) 

Chứng minh. Giả sử tất cả các giả thiết của định lý 3.1 được thỏa mãn. Do X  hữu hạn chiều, 

các ánh xạ hàm pff ,...,1  và ( ))(xIig i   chính quy trong trường hợp của Clarke và khả vi 

Gâteaux tại ,x  chúng ta suy ra các đẳng thức sau đúng: 

( ) ( )( ) ( )vxJjvxfvxf G

jj ;,;0 =  

( ) ( )( ) ( ).;,;0 vxIivxgvxg G

ii =  

Xét tập: 

( )
( )( )

( )
( )( )XxgXxfL G

i
vxIi

G
j

vxJj

=
 ;;

:

 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( ) 

( )
( )( ) XwwxgXwwxfXxgXxfL G

i
vxIi

G
j

vxJj

G
i

vxIi

G
j

vxJj

==


:::
;;;;  
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mà phần trong tương đối của L  không chứa vectơ l , ở đây 

Xét tập  

( )
( )( )

( )
( )( )XxgXxfL G

i

vxIi

G

j

vxJj




=
;;

:  

( )
( )( ) Xwwxf G

j

vxJj

= 


:
;

 

( )
( )( ) XwwxgG

i

vxIi

 


:
;

 

mà phần trong tương đối của L  không chứa vectơ l , ở đây  

( ) ( ) ( ),;,...,;: 00

;

00

1

 −−= vxfvxfl

vxJ
 

( ) ( ) ( ) .;,...,; 00

;

00

1 

−− vxgvxg

vxI
 

Sở dĩ ta có kết quả như trên là do X  hữu hạn chiều, tập L  là một nón lồi và theo giả thiết 

rằng hướng trọng tâm Xv  thỏa mãn (ZSCQ), theo Định lý 2.3, L không chứa vectơ l  và 

ngoài ra phần trong tương đối của L  cũng là tập khác rỗng. Sử dụng định lý tách một điểm và 

tập là phần trong tương đối rời nhau (xem Rock-afellar [11]), tồn tại ( )( )vxJjj ;0   và 

( )( )vxIii ;0   không đồng thời bằng 0 thỏa mãn các bất đẳng thức sau:  

( )
( )( )

( )
( )( ) 02

;
1

;

+


 wxgwxf G

ii
vxIi

G

ji
vxJj

  

với mọi Xww 21,  và  

( )
( )

( )
( ) 0;; 00

;

00

;

+


 vxgvxf ii
vxIi

ji
vxJj

  

Do đó, các điều kiện (1)-(2) đúng. Đặt 0=i  trong trường hợp ( )vxIIi m ;\ , nhận được 

kết quả (3).  

Định lý được chứng minh.  

Trong trường hợp các hàm mục tiêu và ràng buộc của bài toán (P) khả vi Fréchet, liên tục 

xung quanh điểm tối ưu và khả vi theo hướng cấp 2 tại điểm đó theo hướng trọng tâm Xv , 

chúng tôi thiết lập điều kiện cần tối ưu cấp 2 dạng đối ngẫu cho cực tiểu Pareto yếu địa phương 

theo đạo hàm theo hướng cấp 2 qua Định lý sau:  

Định lý 3.2. (Điều kiện cần tối ưu cấp 2 dạng đối ngẫu cho cực tiểu Pareto yếu địa 

phương theo đạo hàm theo phương cấp 2)  Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 3.1 được thỏa 

mãn, các hàm mục tiêu và ràng buộc pff ,...,1  và ( ))(xIigi   của bài toán (P) khả vi Fréchet, 

liên tục xung quanh ,x  và khả vi theo hướng cấp 2 tại điểm đó theo hướng trọng tâm Xv  thỏa 

mãn (ZSCQ), tồn tại ( )( )vxJjj ;0   và ( )mi Ii 0  không đồng thời bằng 0 sao cho với 

mọi Xw ,  

                               
( )

( )( )
( )

( )( ) ,0
;;

+


 wxgwxf G

ii
vxIi

G

jj
vxJj

                                          (4) 

                    
( )

( )
( )

( ) ,0;;
;;

+


 vxgvxf n

ii
vxIi

n

jj
vxJj

                                                          (5) 

                                                     ( ) .,0 mii Iixg =                                                          (6) 
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Chứng minh. Áp dụng Định lý 3.1, tồn tại ( )( )vxJjj ;0   và ( )mi Ii 0   không đồng 

thời bằng 0 sao cho với mọi Xw , các điều kiện (1), (2) và (3) được nghiệm đúng. Sử dụng giả 

thiết ban đầu cùng với Chú ý 2.2, ta có: 

( ) ( ) ( ),;;; 00'' vxJjvxfvxf jj =  

( ) ( ) ( ).;;; 00'' vxIivxgvxg ii =  

Vậy các điều kiện (4), (5) và (6) cũng được thỏa mãn. 

Định lý được chứng minh.   

Chú ý nếu chúng ta đổi tính khả vi Gâteaux tại điểm bằng tính khả vi Fréchet trong một lân 

cận điểm x , dễ dàng kiểm tra được kết quả thu được trong Định lý 3.1 và Định lý 3.2 vẫn còn 

đúng nếu thay bất đẳng thức cũ: 

( )
( )( )

( )
( )( ) ,0

;;

+


 wxgwxf G

ii
vxIi

G

jj
vxJj

  

bằng bất đẳng thức mới: 

( )
( )( )

( )
( )( ) ,0

;;

+


 wxgwxf ii
vxIi

jj
vxJj

  

Chúng tôi minh họa Định lý qua ví dụ sau: 

Ví dụ 3.3. Xét bài toán (P), trong đó 2=p , 1=m , 
2RC =  và )0,0(=x . Khi đó, 

( ) 22

21 :, RRfff →=  và RRgg →= 2

1 : , ở đây, với mọi 
2

21 ),( Rxxx = , 

,1)(:)( 4

1

2

211 ++−= xxxxf  

,:)( 6

2

2

2

2

12 xxxxf +−−=  

.:)( 4

1211 xxxxg −−=  

Tập chấp nhận được của bài toán (P) có dạng  4

121

2 : xxxRxK += . Dễ thấy x  là một 

cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán (P) vì )()( 21 xfxf   với mọi 
2Rx và các hàm 

121 ,, gff  thỏa mãn các giả thiết của Định lý 3.1 và Định lý 3.2. Chọn hướng trọng tâm v  thỏa 

mãn += RRvv ),0( 2 . Ta có ( )  ,1=xI ( )  ,2,1; =vxJ . Dễ thấy chuẩn hóa ràng buộc 

dạng Zing-will (ZSCQ) thỏa mãn. Theo Định lý 3.1 và Định lý 3.2, tồn tại 0,0 21    và 

01   với 0121 ==   sao cho các điều kiện (1), (2) và (3) (hoặc các điều kiện (4), (5) và 

(6)) đúng. Thật vậy, trong cách thiết lập ta có vế trái của (1) (hoặc (4)) bằng 0, trong khi với 

0121 ==   và 01 = , ta có vế phải của (2) (hoặc (5)) bằng 02

2 v  và hiển nhiên (3) được 

thỏa mãn. 

4. Kết luận 

Dựa vào điều kiện cần tối ưu cấp 2 được biểu diễn ở dạng cơ bản cho cực tiểu Pareto yếu địa 

phương trong bài báo của Constantin [8], chúng tôi đã thiết lập được một số điều kiện cần tối ưu 

cấp 2 dạng đối ngẫu cho cực tiểu Pareto yếu địa phương của bài toán tối ưu vectơ có ràng buộc 

tập và bất đẳng thức thông qua ngôn ngữ đạo hàm suy rộng Clarke và đạo hàm theo hướng suy 

rộng trên cấp 2 dạng Pasles-Zeidan trong không gian Banach. Kết quả nhận được có thể mô tả 

trong trường hợp các hàm mục tiêu và ràng buộc của bài toán (P) là khả vi Fréchet và liên tục 

xung quanh điểm tối ưu và khả vi theo hướng cấp 2 tại điểm đó theo hướng trọng tâm Xv , 

hoặc trong trường hợp các hàm này khả vi liên tục Fréchet trong một lân cận điểm x . Kết quả 

đạt được trong bài báo có thể được áp dụng để xây dựng các thuật toán cho bài toán tối ưu vectơ. 
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