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TÓM TẮT 
Khi giải quyết các bài toán trong thực tế, các ràng buộc thường được xây dựng dưới dạng một hệ 

phương trình phi tuyến. Việc giải nghiệm chính xác của các hệ phương trình này là khó khăn, thậm 

chí có nhiều hệ phương trình mà chúng ta không tìm được nghiệm chính xác của nó. Do đó vấn đề 

giải gần đúng nghiệm của các bài toán này là rất cần thiết. Trong bài báo này, chúng tôi trình bày việc 

giải hệ phương trình phi tuyến bằng phương pháp Newton – Krylov bậc ba, đồng thời đưa ra chứng 

minh sự hội tụ của công thức lặp. Bài báo còn trình bày một số kết quả thực nghiệm cho bài toán. 

Từ khóa: Phương pháp Newton-Krylov bậc ba; hệ phương trình phi tuyến; tốc độ hội tụ; sự hội 

tụ; công thức lặp. 
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ABSTRACT 
When solving problems in practice, constraints are often formulated as a system of nonlinear 

equations. The exact solution of these systems of equations is difficult, and there are even systems 

of equations for which we cannot find an exact solution. Therefore, the problem of approximate 

solution of this problem is very necessary. In this paper, we present solving the system of 

nonlinear equations by third-order Newton - Krylov method, and prove the convergence of 

iterative formula. This paper also presents some empirical results for the problem. 

Keywords: Third-order Newton-Krylov method; nonlinear equations system; convergence speed; 

convergence; iterative formula. 
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1. Giới thiệu 

Xét hệ phương trình phi tuyến:  

0F x ,                                                                  (1) 

trong đó, 
1 2

t

n
F f x , f x ; ...; f x  với n

i
f :  là các hàm phi tuyến ( 1 2i , ,...,n ). 

Đã có nhiều phương pháp lặp được đưa ra để giải quyết bài toán (1). Chẳng hạn, phương pháp 

Newton [1] tìm nghiệm gần đúng x  của bài toán (1) bằng công thức lặp: 

1

1n n n n
x x F x F x , n .  

Phương pháp của Chebyshev [2] với công thức lặp:  

1

1

1

2n n F n n n
x x I L x F x F x , n  , 

Phương pháp của Halley [2] với công thức lặp:  

1
1

1

1 1

2 2 n
n n F n n nF x
x x I L x I L F x F x , n , 

trong đó, I  là ma trận đơn vị cấp n  và 
1 1 n

F
L x F x F x F x F x ,x .

Tuy nhiên, trong trường hợp số phương trình 

trong hệ lớn thì việc giải quyết bằng các 

phương pháp trên là không hiệu quả hoặc tốn 

quá nhiều thời gian hoặc tính toán quá phức 

tạp. Để khắc phục hạn chế này, bằng cách tiếp 

cận khác, Krylov đưa ra một phương pháp để 

giải gần đúng hệ phương trình phi tuyến (1) 

mà chúng tôi sẽ trình bày trong bài báo này. 

Cấu trúc của bài báo gồm 4 phần: Sau phần 

giới thiệu là phần 2, trình bày về phương pháp 

Newton - Krylov; phần 3 trình bày một số kết 

quả thực nghiệm; cuối cùng là phần kết luận. 

2. Phương pháp Newton-Krylov 

2.1. Phương pháp Newton-Krylov thường 

Xét hệ phương trình: 

1n n n n n n
F x s F x , s x x ,n

            (2) 

Phương pháp Newton-Krylov là phương pháp 

tìm nghiệm gần đúng của hệ phương trình (2) 

với điều kiện  

n n n n n
F x s F x F x , 

với 0 1
n

,  gọi là điều kiện ràng buộc. 

Thuật toán Newton-Krylov: 

 1. Lấy 
0
x  và 0 1

max
, . 

 2. Cho 0 1n , ,...,  và làm theo các 

bước sau: 

  • Chọn 0
n max

; ,  

  • Áp dụng một phương pháp lặp để 

tìm nghiệm 
n
s  của hệ 

n n n
F x s F x .   

Quá trình trên sẽ dừng lại khi điều kiện sau 

được thỏa mãn  

n n n n n
F x s F x F x . 

  • Hiệu chỉnh 
1n n n

x x s . 

2.2. Phương pháp Newton-Krylov bậc ba 

Frontini và Sormani [3] đề nghị một phương 

pháp Newton cải tiến có tốc độ hội tụ cấp ba 

như sau: 

1
11

2

n

n n

n n n

F x
x x

F x F x F x

 (3) 

Để thu được thuật toán Newton-Krylov ta viết 

lại công thức (3) như sau: 
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1

1

1

2n n n n n n
F x F x F x x x F x

           (4) 

Đặt     
11

2n n n
k x F x F x . 

Khi đó ta có thể viết  

1

2n n n
F x k x F x                         (5) 

Vậy ta có thể áp dụng phương pháp Krylov để tìm 

nghiệm gần đúng 
n

k x của phương trình (5). 

Ta viết công thức (4) viết lại như sau: 

n n n n
F x k x s F x ,                    (6) 

với 
1n n n

x s x .                                  (7) 

Ta lại áp dụng thuật toán Newton-Krylov để 

tìm nghiệm 
1n

x  của hệ (6), (7). 

Sự hội tụ và tốc độ hội tụ của phương pháp 

Newton-Krylov bậc ba được trình bày thông 

qua các Định nghĩa 2.1, Định lý 2.2 và  Định 

lý 2.3 dưới đây. 

Định nghĩa 2.1 (Tốc độ hội tụ) Xét dãy 

n n n
e x a ,  nếu tồn tại một hàm k - tuyến 

tính 

k

n n nK L ... ,  sao cho 

1

1

kk

n n n
e Ke O e ,  với 

k

k
n
e e,...,e  

và 
n
e  là chuẩn Euclid thì 

n
x  được gọi là 

hội tụ đến a  với tốc độ hội tụ cấp k . 

Định lý 2.2 (Sự hội tụ của phương pháp 

Newton-Krylov bậc ba) Cho ánh xạ 
n nF :  khả vi liên tục trên một tập lồi 

mở nD . Giả sử tồn tại nx  và 

0,  thỏa mãn S x ,r D , 
1

F x  

tồn tại, 
1

F x  và 

F Lip S x ,r . Khi đó tồn tại số 

0  thỏa mãn với mỗi 0x S x ,  dãy 

1 2
x ,x ,...  xác định bởi công thức (3) hội tụ 

đến x .  

Định lý 2.3 (Tốc độ hội tụ của phương pháp 

Newton-Krylov bậc ba) Cho ánh xạ 
n nF :  thỏa mãn các điều kiện của 

Định lý 2.2 và có đạo hàm đến cấp ba trên 
nD . Khi đó dãy 

n
x  xác định bởi công 

thức (3) hội tụ đến x với tốc độ hội tụ cấp ba. 

Để chứng minh Định lý 2.2, trước hết chúng 

tôi trình bày các bổ đề sau. 

Bổ đề 2.4 (Xem [4]) Cho nE,I  , trong 

đó I  là ma trận đơn vị. Nếu 1E  thì 

1
I E  tồn tại và 

1 1

1
I E .

E
 

Hơn nữa, nếu A  khả nghịch và 

1 1A B A  thì B  khả nghịch và  

1

1

11

A
B .

A B A
 

Bổ đề 2.5 (Xem[4]) Cho ánh xạ 
n mF :  khả vi liên tục trên một tập 

lồi, mở D   và F Lip D , khi đó với mọi 

x p D  ta có 

2

2
F x p F x F x p p .   

Sau đây chúng tôi đưa ra việc chứng minh 

Định lý 2.2.  Trước hết ta viết lại công thức 

(3) như sau: 
1

1n n n n
x x F y F x ,  

với 
11

2n n n n
y x F x F x .  

Ta sẽ chứng minh cho 

1
1 2 3

k k
y ,x S x , , k , , ...   
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Đặt 
1

4
min r, .  Từ 

0x x  và F  Lipschitz tại x  ta có: 

1 1
0 0F x F x F x F x F x F x 0 1

4
x x .   

Áp dụng Bổ đề 2.4 ta có 
0F y  khả nghịch và 

1

1 1
0

1
0

4 4
2

3 31

F x
F x F x .

F x F x F x

 

Áp dụng Bổ đề 2.5 ta có 
1

0 0 0 01

2
y x x x F x F x  

    
1

0 0 0 0

0

1

2
F x F x F x F x x x x x  

   
1

0 0 0 0 01

2
F x F x F x F x x x x x   

   
2

0 0 0 01 5 2 2
2
2 2 8 3 3

x x x x x x x x .   

Do đó 
0y S x , .   

Từ 
0 2

3
y x  và F  là Lipschitz tại x  nên ta có 

1 1
0 0 0F x F y F x F x F y F x y x

2 1

3 6
.  

 Áp dụng Bổ đề 2.4 ta có 0F y  khả nghịch và  

1

1 1
0

1
0

6
2

51

F x
F y F x

F x F y F x
. 

Ta có 
1

0 0 0 0 0
1
x x F y F x F x F x x x F x F y x x . 

Áp dụng Bổ đề 2.5 ta có:  

1
0 0 0 0 0

1
x x F y F x F x F x x x F x F y x x   

       
2

0 0 0 0 04
2
2 3
x x y x x x x x x x
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0 0 01 1 2 2

4 3 3 3
x x x x x x .

Suy ra 
1
x S x , .   

Bằng cách chứng  minh tương tự ta có 

1 2
y ,x S x ,  và bằng chứng minh quy 

nạp ta có 
1

1 2 3
k k
y ,x S x , , k , , ...  

Do đó 

1

0
1

2

3

k

k
x x x x  , suy ra 

n
x  hội tụ về x .   

3. Kết quả thực nghiệm 

Trong phần này, chúng tôi đưa ra  một số ví 

dụ và bằng cách sử dụng Matlab để tìm 

nghiệm gần đúng của hệ thông qua công thức 

lặp (3). Trong các ví dụ này, các bước lặp sẽ 

dừng lại khi 
1310

n
F x và chúng tôi 

cũng đưa ra thời gian chạy của thuật toán. 

Ví dụ 1: Giải gần đúng hệ phương trình: 

  

2

1 1 2

2

1 2 2

1
2 0

9
1

2 0
9

x x x

x x x
                  (8) 

Ta chọn nghiệm gần đúng ban đầu là 

0 11 4 11 4
T

x . , . , sau khi thực hiện 3  bước 

lặp với thời gian chạy 0 109.  (s) ta được 

nghiệm gần đúng của hệ (8) là 9 9
T

x , . 

 Mã code : 

 Clear all 

 Syms x1 x2 

 Format long ; 

 f = [2*x1-1/9*x1*x1-x2 ; - x1+2*x2-

1/9*x2*x2]; 

 y = [x1; x2]; xn = [11.4; 11.4]; 

 R = Jacobian(f,y) ; 

 m = 0 ; tic ; 

 While (m<100) 

 a = subs(R, {x1, x2}, {xn(1), xn(2)} ; 

 A = a’*a ; B = a’*b ; 

 Tol = 1e^-13 ; z0 = zeros(2 ;1); 

 kn = fom(A, B, z0, tol) ; 

 % (Tính nghiệm gần đúng k(xn) của hệ 

1

2
F xn k xn F xn )   

 yn = xn + kn; 

 a = subs(R, {x1, x2}, {yn(1), yn(2)}); 

 b = -subs(f, {x1, x2}, {xn(1), xn(2)}); 

 A = a’*a ; B = a’*b ; 

 Tol = 1e^-13 ; z0 = zeros(2 ;1); 

 kn = fom(A, B, z0, tol) ; 

 % (Tính nghiệm gần đúng sn của hệ 

F xn k xn sn F xn ) 

 xn = xn + sn; 

 If norm(B)< 1e^-13  breack; 

 else 

 m = m+1; 

 end; 

 end; toc; 

 fprintf(‘Thời gian thực hiện:’); 

disp(toc); 

 If (m=100) 

 fprintf(‘Không hội tụ sau 100 lần lặp’); 

 else  

 fprintf(‘Số lần lặp là’); m 

 fprintf(‘Nghiệm là’); xn 

 end. 

Ví dụ 2: Giải gần đúng hệ phương trình: 

   

1

2

3

4

2 2

3 4

2 2

4 1

2 2

1 2

2 2
2 3

0

0

0

0

x

x

x

x

e x x

e x x

e x x

e x x

                    (9) 

Bằng cách chọn nghiệm gần đúng ban đầu 
0 1 1 1 1x , , , , sau khi thực hiện ba bước lặp 

với thời gian chạy 0 141. (s) ta được nghiệm 

gần đúng của hệ phương trình (9) là: 
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1 48796206549818 1 48796206549818 1 48796206549818 1 48796206549818. , . , . , . . 

4. Kết luận 

Bài báo đã trình bày phương pháp Newton – 

Krylov bậc ba để giải hệ phương trình phi 

tuyến. Đây là kết quả quan trọng sẽ được nhóm 

tác giả sử dụng để giải quyết các mô hình bài 

toán thực tế có các ràng buộc phi tuyến.  
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