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Tém tit

ho f(x,,..., x) la mot da thirc trén vanh giao hoan 4, bai bao nay xay dung mdt vanh B o 4 sao cho f(x,,...,x,)
¢6 khong diém trong khong gian B” khi cac hé tir cao nhét cua f{x fovss x,) kha nghich. Bén canh d6, bai bao
chi ra su khéc biét ddi véi bai toan phan tich da thtrc thanh nhan tir, méi quan hé giita hai khai niém: da thirc va

ham da thirc trén vanh giao hoan.

T khéa: Pa thire, khong diém, vanh giao hodn.

1. it van dé

Cho K 1a mdt truong, nhu ching ta da
biét mdi da thirc £(x) € K[x] c6 bac duong
trén K c6 thé khong co nghiém trong K. Tuy
nhién, ludn ton tai mot truong mo rong F o
K sao cho f{x) c6 nghiém trong I [1]. Do s6
nghiém cua f{x) khong vuot qua degf(x) nén
sau mot s6 budc mo rong, ta s& dugc mot
truong chira ddy du cac nghiém cua f{x). Qua
d6 chung ta thdy moi da thirc bac duong trén
mot truong déu cé day du cac nghiém néu
ta xét chung trong mot truong “du rong”.
Tién xa hon, nguoi ta da chi ra su tdn tai cua
nhing truong ma moi da thire trén n6 déu co
nghiém trong do, loai truong nay dugc goi
1a truong dong dai [2] ma vi du dién hinh 13
truong s6 phic C. Tong quat hon, ludn ton
tai mot truong F 1a mo rong dai s6 cua K
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sao cho [ 1a mot truong dong dai ) [2], diéu
nay cho thiy sy ton tai phd bién cia mo rong
dong dai s6 d6i v6i mot truong bat ky.

Gia s (x,...x,) 1a cic bién doc lap.
Nhic lai ring khong diém cua da thirc
f(x . K,x)eKx,K,x] 1a phﬁn to
(,,K ,a,) e K" théa man f(a],K a,)=0
[3]. Trong truong hop mot bién sb, chung
ta van quen goi khong diém 1a nghiém.
Néu F 1a mé rong dong dai sé cta K, bang
quy nap ta c6 thé ching minh moi da thirc
f(x.K,x)eKx.,K,x, ], degf (x,K ,x,)>0
déu c6 khong diém trong F"[4]. Nhu vay sy
ton tai nghiém ciing nhu khong diém cua da
thirc 1a pho bién néu xét trong mot truong
hodc mot khong gian dii rong va diéu nay
da duoc trinh bay mot cach hé thong trong
nhiéu tai liéu [1, 5, 6]. Tuy nhién, ddi véi da
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thire trén mot vanh giao hoan, van dé nay con
it duoc dé cap dén. Trong bai bao nay, ching
toi s€ ching to khi xét trén vanh giao hoan,
bai toan vé sy ton tai khong diém trong vanh
mo rong cua da thirc nhiéu bién véi hé tir bac
cao nhat kha nghich c6 diém tuong ty nhu
dbi v6i da thie trén mot truong. Ngoai ra, bai
bao chi ra sy khac biét dbi voi bai toan phan
tich da thirc thanh nhén tir, mdi quan hé giira
hai khai niém: da thic va ham da thace nhiéu
bién trén vanh giao hoan.

2. N¢i dung nghién ctru

2.1. Sw ton tai khéng diém ciia da thirc
nhiéu bién trong vanh mo rong

Cho s nguyén duong n, 4 1a mot vanh
giao hoan c6 don vi 1 # 0 va da thuc bac
duong véi cac hé tir cao nhat kha nghich
f(x,K,x)e Ax K ,x, ] NéuAlamodtmién
nguyén, thi A c6 truong cac thuong K (truong
phan thirc cia A). Gia st K 1a mod rong dong
dai s6 coa K. Khi d6 nhu da biét f(x,,K ,x,)
c¢6 khong diém trong K . Trong truong hop
tong quat, goi I 1a idéan trong A[x,,K ,x,]

sinh boi da thuc f(x,K,x,). Xét dong

Alx K, x, ]
1

cau: p:4— ,aa a=a+1.

Néu @(a)=0(ae ) thi @ chia hét cho
f(x,K ,x).Do d ton tai g(x,K,x,)
d¢  a=f(x,K,x)g(x,K,x,).So sanh
bac hai vé suy ra a=0. Vay ? 1a don
ciu nén ta c6 thé coi 4 nhu mot vanh

Alx K, x,]

con cua vanh thuong -7 Ta

6 S .K,x)=f(x,K,x)=0 nén

— — [ Ax.K,x, 1Y
f(xlaK axn)nhén (XI’K ,xn)e lfj

lam khong diém, & day X-K %, 1an luot Ia
Alx K, x, ]

. XK L x <
anh ctia """ 7 trong . Tur cac

khéng dinh nay, ta dugc dinh 1y sau.

Dinh 1y 2.1. Cho sé nguyén duong n, 4
la mot vanh giao hodn c6 don vi 1 # 0 va
S(x K ,x)eAx,K,x ] 1a da thoc bac
duong véi cac hé tir cao nhat kha nghich.
Khi d6 ton tai mot vanh mé rong B cua A sao
cho f(x,,K ,x,)co khong diém trong B”.

Xét trong trudng hop da thire mot bién x
va coi hé tir cao nhét cua f{x) bang 1. Gia st
a € B 1a mdt nghiém cua f{x). Theo Pinh ly
Bezout [1], ta co:

f(x)=(x-a)g(x), g(x)=x""+bx"?+L +b_,x+b, , € Bx].

Lai 4p dung dinh 1y trén cho g(x) ta suy ra
¢6 vanh C 1a mot mo rong cua B dé g(x) c6
nghiém trong C. Tiép tuc qué trinh nay véi
chu ¥ rang sau mdi bude da thirc dugc xét ¢6
bac nho hon bac cua da thirc budce trude do,
sau n budc ta dugc mdt vanh mé rong B cua
A Vi cac phan tt ,a,,K ,a, € Bsao cho

J@)=(x-a)x-a)L (x-a,).

96

Vi du sau cung cip thém mdt sb thong tin
nham chi ra sy khéc biét giira sy ton tai nghiém
cua da thtc trén vanh giao hoan va sy ton tai
nghiém cua da thurc trén mot truong.

Vidu 2.2. Cho K, K, Ia hai truong. Goi
K,,K, 1an luot 1 hai bao déng dai s cua
K,,K,. Xét vanh K, xK,. D& thay day la
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mot vanh giao hodn v&i phan tir don vi 1a (1,1) va phan tir khong 13 (0,0). Tuy nhién, n6 khong
phai 1a mot mién nguyén vi (1,0),(0,) e K, xK, \{(0, O)} nhung (1,0)(0,1) = (0,0). Xét da

thire:

f(x)=(a,,,a,,)x" + (alnfl’aanl)x’Fl +L +(ay,ay) € (Kl xK, )[x]

Ta co

S(x)=(a,,0)x" + (aln—wo)xnil +L +(a,,0)

+(0,a, )x" +(0,a,,_)x"" +L +(0,a,) € (K, xK,)[x].

Dit S =(q,,,0)x" +(a,,,, O)x”_1 +L +(a,,0), f,(x)=a, x" + aln_lx"_] +L +gq,,

S (x)=(0,a,,)x" +(0, azn—l)xnil +L +(0,a,), f1(x) = a,,x" + azn—lxrk1 +L +a,,.

Ta co f(x)eK[x], f;(x) e K,[x]. Gia
str degf;(x), degfy(x) > 0. Do tinh chat dong
dai s0 cia K,,K,, f;(x) va fy(x) déu lan lugt
phan i thanh tich cac nhan tir bac nhat trén
K,,K,. Cho aeK,,BeK,theo tht ty la
nghiém cua f;(x) va f,(x). Khi d6 ching ta
hoan toan c6 thé chimg minh dugc cac khing
dinh sau:

(i) Véi moi (4,4)eK, xK,, (a,4,) la
nghiém cua f,,(x) va (A,, B) 1a nghiém cua f(x).

(ii) (o, B) € K, xK, 1a nghiém ctia f{x).

(iii) Néu (4, u) e K, xK, 1a nghiém cua
f(x) thi A, p 1an luot 13 nghiém cua f,(x), f3(x).

(iv) Néu f{x) = 0 va deg f,(x)deg f,(x)=0
thi f{x) khong c6 nghiém trong K, xK,.

(v) Gid sir deg £, (x) = deg f,(x) =n >0 va
h=a,[1-a). s =a, [ [ 5),
& day a],;,aneﬂ_{l, B.K.B, :K2. Khi
a6 1 (x)= (aln,azn)llf[[x—(a,-,ﬂ,)].

Chu y 2.3. Khang dinh (v) trong vi dy 2.2
cho thay su phan tich mot da thic thanh nhan
tu trong vanh giao hoan nhin chung khong

duy nhat (theo nghia sai khac cac phan tir
kha nghich va thir tu cac nhan tir).

(ii) Cac két luan trong vi du 2.2 hoan
toan c6 thé duoc mo rong mot cach tuong
ty cho truong hop gom hiru han trudng
K,K,K,K,.

2.2. Moi quan hé giiva da thirc va ham da
thire trén vanh giao hodn

Khai niém da thac va ham da thic duoc
trinh bay dﬁy du va hé théng tai bac hoc dai
hoc trong cac gido trinh vé dai sé [5]. Theo
dinh nghia, mdi da thirc trén mot vanh giao
hodn xac dinh mot ham da thtrc twong ing
nhan gia tri trén vanh giao hoan do. Cho
S (x,K,x,) e Alx K ,x,], anh xa

7: A" > A, (a.K,a))a f(o.K,a,)
dugc goi 1la mdét ham da thac Ung voi
f(x,,K ,x,) hay ¢ thé noi f(x,K ,x,) sinh
ra f. Goi F 1a tap cc ham da thirc nhu da
néu, dé thdy £ 1a mot vanh giao hoan co
don vi va anh xa

@: Al K, x,]>F, f(x.,K,x)a f

1a mot toan cdu. Trong trudng hop quen
thuoc khi xét da thirc tren cac vanh s, truong
sd quen thudc (vanh sd nguyén, trudng sd
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hitu ti, trudng sd thyc, truong sd phuc) thi
mdi ham da thirc chinh 1a mot ham s6 xac
dinh trén céc tap s6 quen thudc d6. Cau hoi
dat ra 1a: Khinao toan cau da cho la mot dang
cau? Nghia 1a khi nao ta c6 thé dong nhét hai
khai niém trén ( f(x,,K ,x,)= f)? Neu ¢ 1a
dang cAu, ngudi ta noi rang: trén vanh 4, hai
khéi niém da thirc va ham da thuc la dong
nhat voi nhau [1].

Chi y 2.4. R& rang moi da thirc xac dinh
duy nhat mot ham da thuc, tuy nhién diéu
nguoc lai nhin chung khéng ding. Ching

2 .
han, da thic X" +X € ¢ z[x]\{o} nhung lai
sinh ra ham khong F: ¢, > ¢,,aa 0.

Tdong quét hon, khi 4 = {alaazaK ,ak} gdém
k phan tir, da thic | [ (x—,) € 4[x]\{0}
i=l1
ciingsinhrahamkhong F': A —> A,a¢a 0.

Dinh 1y dudi diy chi ra rang néu vanh
co s& 12 mot mién nguyén vo han thi c6 mot
dang ciu tir vanh cac da thic 1én vanh cac
ham da thtc.

Dinh 1y 2.5. Cho A 1a mdt mién nguyén vo
han. Toan cau

p: Ax,K,x]->F, f(x,K,x,)a 7
1a mot ding cau.

Chimg minh. Ta chi can chimg to @ 1a don
cau, nghia 1a néu ¢(f(x.K ,x,))=0hay
twong duong voi f(,K ,a,)=0 v&i moi
a,K ,a, € A thi phai c6 f(x,K ,x,)=0.
Chtng minh dugc tién hanh bang quy nap
theo s6 bién n. Khi p=1,tr f(a,)=0 véi
moi o, € Asuyra f(x)=0vi sO nghiém cua
da thte trén mién nguyén khong vuot qué sd
béc. Trong trudng hop n > 1 viét:

f(xlaK 9xn):gd(x17K 9xn71)xj +gd71(x19K axnfl)xj_l +L +g1(x17K 9xn71)xn +g0(x19K a-x,,fl)

V6i o K ,a, € A tuy ¥ cho trudc, ta co:

flo, K ,a)=g,(0.K,a )’ +g, (a.K,a )" +L +g(a K ,a, ), +g,(a.K, a, )=0

v6oi moi «, € A. Nghia la da thuc f(o K ,a
a6 f(e,K ,a, ,x)=0. Diéu nay din dén

n—-1°

x,) bién x, nhdn moi @, € A lam nghiém. Do

(K ,a, =g, (0K, )=L =g(K,a, )=g/(xK,a, )=0.

Do tinh tuy y cua «,,K ,«a

n-1

€ A va gia thiét quy nap ap dung cho truong hop n— 1 bién suy ra:

gd(xlaK 7x,,71)=gd71(x1,K 7x,,71)=|- :gl(xlaK ’xnfl)zgo(xlaK ,Xnil):().

Vay f(x.,K ,x,)=0 vado d6 ¢ 1 don cau.

Noi riéng, khi vanh co s& roi vao cac
truong hop quen thudc: vanh s6 nguyén,
truong s6 hitu ti, truong s6 thuc, truong $6
phtec thi chung ta hoan toan c6 thé dong nhat
khai niém da thirc voi khai niém ham da thirc.
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D6 1a 1y do ma tai bac hoc phd thong, trong
nhiéu bai toan, khai ni¢m da thirc dugc xem
xét dudi ca hai quan diém: dai s6 va ham sb,
nhung két qua thu dugc van thdng nhat. Phan
nay dua ra mot sd vi du gop phan lam rd hon
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cac 16p vanh ma trén d6 ching ta khong thé
dong nhat ching.

Nhu ching ta da biét néu vanh co s¢ 4
1a mot mién nguyén, thi mdi da thic khéac
khong trén A luén ¢ sé nghiém khong vuot
qua bac cua no [1]. Cac vi du sau chung
t6 mdi quan hé gitta sb nghiém va bac cua
da thirc trén vanh giao hoan khong 1a mién
nguyén xdy ra hoan toan khac.

25 =2Z,xZ,xL xZ,xL

v6i hai phép toan:

+) phép cong: (a,,a,,.K ,a,,K)+(b,b,,K,
+) phép nhan: (¢,,a,.K ,a,,K)(b,b,,K ,b,,

Vi du 2.6. Cho s6 nguyén duong n > 1.
Xét vanh 4 =

X
o L )] voi (x") la idéan sinh
boi x". RO rang A4 1a vanh giao hoan v6 han
phan tir. D& dang kiém tra moi phan tir thudc
tap vO han {a laej } déu 1a nghiém cua
t" € A[t] (da thic bac n véi bién 7).

Vidu 2.7. Xét vanh

:{(al,az,K ,a,,K)|a, €, k=1K ,n,K}

b.K)=(a +b,a,+b,K ,a +b . K)
K)=(ab,a,b,,K ,a,b K).

n-n?d

RS rang Z¥ 1a mot vanh giao hoan vo han véi phan tir khong 0 = (0,0,K ,0,K ), phan

tir don vi 1=(1,1,K ,1LK ). Da thitc f(x)=x>+x nhan moi phan tr ciia Z}

That vay:

lam nghiém.

flay=a’+a=(al +a,a; +a,,K ,a’+a,K)= (0,0,K ,0,K)=0 [5].
Vi du 2.8. Xét vanh giao hoan Z} va da thuc 7 bién

FLx,,K L x)) = +x)(3 +x,)L (x> +x,) e ¢ x,x,.K,x,]
D@ thiy da thirc nay nhan moi phan tir cﬁa(¢§ )n lam khong diém.

Vi du 3.4 va Vi du 3.5 dua chung ta dén
két qua mo rong cta [7, Pinh 1y 2.4].

Dinh 1y 2.9. Tén tai mot vanh giao hoan
g6m v han phan tir sao cho trén do c6 it nhat
mot da thire khac khong nhan moi bd phan tir
cua vanh lam khong diém.

Tu dinh ly nay, ta rat ra cac hé qua sau

Hé qua 2.10. (i) Ton tai mot vanh giao
hoan gdm vo han phan tir sao cho trén d6 co
hai da thire phan biét sinh ra cung mdt ham
da thuec.

(ii) Ton tai mot vanh giao hoan gdm vo
han phan tr sao cho trén d6 khong thé dong
nhat hai khai niém da thirc va ham da thurc.

H¢ qua 2.10 ¢co thé xem nhu mot mé rong
ctia [7, Hé qua 2.5] tir vanh da thirc mot bién
sang vanh da thuc nhiéu bién.

3. Két luan

Nhu vay su ton tai cua khong diém da thire
trén vanh giao hoan trong truong hop cac h¢
tu bac cao nhat ctua da thuc kha nghich 1a pho
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bién. Van d¢é sé& tré nén phirc tap hon khi xét
cho trudng hop tong quat. Nghién ciru ciing
chi ra rang trén vanh giao hoan néi chung, sd
nghiém cua da thirc c6 thé 12 vo sb tham chi
da thtrc c6 thé triét tiéu tai moi diém ngay
cd khi vanh co s¢ 1a vo han. Ngoai ra, két
qua phan tich da thuc cling khong con dam
bao tinh duy nhét cua cac nhan tir. Vé mbi
quan h¢ gitra hai khai ni¢m: da thuc va ham
da thure nhu trén da trinh bay, hai khai niém
nay hoan toan c6 thé dong nhat khi vanh co
s& 1a mot mién nguyén vo han. D6 1a 1y do
tai bac hoc pho thong, chung ta van nghién
ctru da thire theo ca hai quan diém: dai sb
(xem xét da thirc nhu da dinh nghia) va ham
sO (coi da thie chinh 1a ham da thic twong
mg véi n6) ma van khong gip mau thuin
vi chiing dugc xét trén cac mién nguyén va
cac truong vo han quen thudc, d6 la vanh
$6 nguyén, truong s6 hitu ti, truong sb thuc,
truong sd phirc. Cac vi du luu ¥ cho ta rang
nhin chung chung khong tuong duong trén
cac 16p vanh: mién nguyén hiru han, vanh
giao hoan vo han khong 1a mién nguyén. Két

qua nghién ctru cho thidy muén hiéu ban chat
hon mot vén dé so cap thi can thiét phai xem
xét né mot cach toan di¢n, khong nén thoat
ly voi khai niém gdc va cac noi dung lién
quan cua toan hoc hién dai.
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ON ZERO-POINTS OF POLYNOMIALS WITH MANY VARIABLES
OVER COMMUTATIVE RINGS

Nguyen Tien Manh'

'Faculty of Preschool and Primary Education, Hung Vuong University, Phu Tho

Abstract

Let f(x},...,x,) be a polynomial over the commutative ring A4, this paper builds a ring B O 4 such that there is a
zero-point of f{x,,...,x,) in B" when the highest coefficients of f{x,,...,x,) are inversible. Moreover, the paper
shows the difference about the polynomial analysis problem into factors, the relationship between polynomial

and polynomial function over commutative rings.

Keywords: Polynomial, zero-point, commutative ring.
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