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Tâm t­t: B i b¡o n y tr¼nh b y mët nghi¶n cùu cõa chóng tæi v· c¡c t½nh ch§t
phi cê �iºn bªc th§p v  bªc cao cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng
th¶m ba v  bît mët photon têng. K¸t qu£ kh£o s¡t cho th§y tr¤ng n y thº hi»n
t½nh ch§t n²n têng hai mode nh÷ng ho n to n khæng câ t½nh ch§t n²n hi»u hai
mode. Khi kh£o s¡t sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz, chóng tæi nhªn
th§y tr¤ng th¡i n y ho n to n vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz. Hìn
núa, khi nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t ph£n k¸t chòm hai mode, k¸t qu£ kh£o s¡t
cho th§y tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon
têng thº hi»n t½nh ch§t ph£n k¸t chòm ð måi bªc th§p v  cao, trong �â bªc c ng
cao th¼ c§p �ë ph£n k¸t chòm c ng thº hi»n m¤nh hìn.
Tø khâa: N²n têng hai mode, n²n hi»u hai mode, sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc
Cauchy - Schwarz, ph£n k¸t chòm.

1 GIÎI THI�U

Vi»c t¤o ra c¡c tr¤ng th¡i phi cê �iºn câ þ ngh¾a r§t quan trång, �°c bi»t �èi vîi ng nh
khoa håc l÷ñng tû, v¼ kh£ n«ng ùng döng cõa chóng v o xû lþ thæng tin l÷ñng tû nh÷
t«ng tèc �ë truy·n thæng tin, t«ng t½nh b£o mªt, �çng thíi gi£m nhi¹u t½n hi»u v  t«ng
�ë trung thüc cõa thæng tin [1]. B¶n c¤nh �â, c¡c tr¤ng th¡i n y �÷ñc nghi¶n cùu �º ¡p
döng v o nhi·u l¾nh vüc kh¡c nh÷ quang l÷ñng tû, kÿ thuªt l÷ñng tû v  vªt lþ ch§t r­n
[2]. C¡c tr¤ng th¡i phi cê �iºn ng y c ng �÷ñc nhi·u nh  khoa håc ti¸p töc nghi¶n cùu v 
ph¡t triºn, vîi vi»c nghi¶n cùu c¡c tr¤ng th¡i phi cê �iºn nh÷ tr¤ng th¡i n²n, tr¤ng th¡i
k¸t hñp �èi xùng, ph£n �èi xùng. V o 1991, Agarwal v  Tara �¢ �· xu§t þ t÷ðng v· tr¤ng
th¡i k¸t hñp th¶m photon [3], sau �â �÷ñc c¡c nh  vªt lþ kh¡c nghi¶n cùu, kh£o s¡t [4, 5].
Ngo i th¶m photon cán câ bît photon v o c¡c tr¤ng th¡i k¸t hñp công �÷ñc nghi¶n cùu
[6] v  cho ra �íi c¡c tr¤ng th¡i phi cê �iºn mîi kh¡c. Vi»c nghi¶n cùu t½nh ch§t cõa c¡c
tr¤ng th¡i phi cê �iºn th¶m v  bît photon l  vi»c h¸t sùc quan trång, khæng ch¿ t¤o ra c¡c
tr¤ng th¡i phi cê �iºn mîi, m  cán mð ra nhi·u h÷îng nghi¶n cùu mîi cho c¡c nh  khoa
håc. Tø k¸t qu£ thu �÷ñc, ng÷íi ta ùng döng c¡c tr¤ng th¡i n y v o c¡c ng nh khoa håc
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kÿ thuªt, nh§t l  �èi vîi khoa håc thæng tin l÷ñng tû v  m¡y t½nh l÷ñng tû. Qu¡ tr¼nh
kh£o s¡t c¡c t½nh ch§t phi cê �iºn cõa tr¤ng th¡i th¶m v  bît photon l¶n hai mode k¸t
hñp ph£n �èi xùng �¢ �÷ñc mët sè t¡c gi£ thüc hi»n [7, 8]. Trong b i b¡o n y, chóng tæi
�÷a ra tr¤ng th¡i gåi l  tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët
photon têng nh÷ sau:

|ψ〉ab = Nαβ(â†3 + b̂) (|α〉a|β〉b − |β〉a|α〉b) , (1)

trong �â

Nα,β ={|α|6 + |β|6 + 9(|α|4 + |β|4) + 19(|α|2 + |β|2) + 12 + 2Re[α3β + αβ3]

− exp[−|α− β|2](2Re[α∗3β3 + 9α∗2β2 + 19α∗β + α3β + αβ3] + 12)}−
1
2 , (2)

l  h» sè chu©n hâa, â† v  b̂ l¦n l÷ñt l  to¡n tû sinh �èi vîi mode a v  to¡n tû hõy �èi vîi
mode b, Re[Z] l  k½ hi»u ph¦n thüc cõa mët sè phùc Z. �¥y l  mët tr¤ng th¡i mîi, ch÷a
�÷ñc nghi¶n cùu, kh£o s¡t. V¼ vªy, trong b i b¡o n y, chóng tæi nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t
phi cê �iºn cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon
têng thæng qua t½nh ch§t n²n têng hai mode v  n²n hi»u hai mode, sü vi ph¤m b§t �¯ng
thùc Cauchy - Schwarz v  t½nh ch§t ph£n k¸t chòm bªc cao hai mode.

2 T�NH CH�T N�N CÕA TR�NG TH�I HAI MODE K�T HÑP PH�N �ÈI XÙNG
TH�M BA V� BÎT MËT PHOTON TÊNG

2.1. N²n têng hai mode

Hai kiºu n²n bªc cao l  n²n têng v  n²n hi»u hai mode �¢ �÷ñc Hillery [9] �÷a ra v o n«m
1989. Theo �â, mët tr¤ng th¡i �÷ñc gåi l  n²n têng n¸u trung b¼nh trong tr¤ng th¡i �â
thäa m¢n b§t �¯ng thùc〈(

∆V̂ϕ

)2〉
=
〈
V̂ 2
ϕ

〉
−
〈
V̂ϕ

〉2
<

1

4
〈n̂a + n̂b + 1〉 , (3)

trong �â V̂ϕ = 1
2

(
eiϕâ†b̂† + e−iϕâb̂

)
, n̂a = â†â , n̂b = b̂†b̂ l¦n l÷ñt l  to¡n tû sè h¤t cõa hai

mode a v  b. �º thuªn ti»n cho vi»c kh£o s¡t ta �°t S l  tham sè n²n têng câ d¤ng

S =
〈
V̂ 2
ϕ

〉
−
〈
V̂ϕ

〉2
− 1

4
(n̂a + n̂b + 1) . (4)

Mët tr¤ng th¡i gåi l  n²n têng hai mode n¸u tham sè S < 0. V¼ α v  β l  c¡c sè phùc n¶n
ta �°t α = ra exp (iϕa), β = rb exp (iϕb) v  φh,k,m = hϕ+ kϕa +mϕb, vîi h, k,m l  c¡c sè
nguy¶n, ra, rb, ϕa, ϕb l  c¡c sè thüc. Sû döng tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng
th¶m ba v  bît mët photon têng v o cæng thùc (4) ta nhªn �÷ñc

S =
1

4
N2
αβ{2{(r8ar2b + r2ar

8
b + 15(r6ar

2
b + r2ar

6
b ) + 61(r4ar

2
b + r2ar

4
b ) + 240r2ar

2
b ) cos(φ2,−2,−2)

+ (r5ar
3
b + 6r3ar

3
b + 6rar

3
b ) cos(φ2,1,−1) + r5ar

3
b cos(φ2,−5,−3) + r3ar

5
b cos(φ2,−3,−5)
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+ (r3ar
5
b + 6r3ar

3
b + 6r3arb) cos(φ2,−1,1)− x(2r5ar

5
b (cos(φ2,−5,1) + cos(φ2,1,−5))

+ 15r4ar
4
b (cos(φ2,−4,0) + cos(φ2,0,−4)) + 61r3ar

3
b (cos(φ2,−3,−1) + cos(φ2,−1,−3))

+ (r3ar
5
b + 6r3arb) cos(φ2,−1,1) + 120r2ar

2
b cos(φ2,−2,−2) + r5ar

3
b cos(φ2,−5,−3)

+ r3ar
5
b cos(φ2,−3,−5) + (r5ar

3
b + 6rar

3
b ) cos(φ2,1,−1) + 6(r2ar

4
b + r4ar

2
b ) cos(φ2,0,0)}

+ 2(r8ar
2
b + r2ar

8
b ) + 31(r6ar

2
b + r2ar

6
b ) + 137(r4ar

2
b + r2ar

4
b ) + 350r2ar

2
b + 139(r2a

+ r2b ) + r8a + r8b + 16(r6a + r6b ) + 73(r4a + r4b ) + 48 + 2(2r5ar
3
b + 7r3ar

3
b + r5arb

+ 4r3arb) cos(φ0,3,1) + 2(2r3ar
5
b + 7r3ar

3
b + rar

5
b + 4rar

3
b ) cos(φ0,1,3)− x(350r2ar

2
b

+ 48 + 2[r4ar
4
b cos(φ0,4,−4) + 73r2ar

2
b cos(φ0,2,−2) + 31r4ar

4
b cos(φ0,2,−2)

+ (137r3ar
3
b + 139rarb) cos(φ0,1,−1) + (2r3ar

5
b + 4rar

3
b ) cos(φ0,1,3) + r4ar

2
b cos(φ0,4,0)

+ (2r5ar
5
b + 16r3ar

3
b ) cos(φ0,3,−3) + (2r5ar

3
b + 4r3arb) cos(φ0,3,1) + r2ar

4
b cos(φ0,0,4)

+ 7(r2ar
4
b + r4ar

2
b ) cos(φ0,2,2)])} − {(16(r6a + r6b ) + r8a + r8b + 73(r4a + r4b )

+ 103(r2a + r2b ) + 48 + r6ar
2
b + r2ar

6
b + 9(r4ar

2
b + r2ar

4
b ) + (8r3arb + 2r5arb) cos(φ0,3,1)

+ 38r2ar
2
b + 2r3ar

3
b (cos(φ0,3,1) + cos(φ0,1,3)) + (8rar

3
b + 2rar

5
b ) cos(φ0,1,3)

− x(2r4ar
4
b cos(φ4,0,0) + 32r3ar

3
b cos(φ3,0,0) + (2r4ar

2
b + 2r2ar

4
b ) cos(φ0,2,2)

+ (146r2ar
2
b + 2r4ar

4
b ) cos(φ2,0,0) + (206rarb + 18r3ar

3
b ) cos(φ1,0,0) + 48

+ 2r4ar
2
b cos(φ0,4,0) + 2r2ar

4
b cos(φ0,0,4) + 8r3arb cos(φ0,3,1) + 8rar

3
b cos(φ0,1,3)

+ 38r2ar
2
b )} −

1

4
N4
αβ{((2r2ar4b + 6r2ar

2
b ) cos(φ1,0,2) + 2(r7arb + r7bra + 12(r5arb

+ r5bra) + 48rarb + 37(r3arb + r3bra)) cos(φ1,−1,−1) + (2r3bra + 2r3arb) cos(φ1,−1,−1)

+ (2r4ar
2
b + 6r2ar

2
b ) cos(φ1,2,0) + 2r4ar

2
b cos(φ1,−4,−2) + 2r2ar

4
b cos(φ1,−2,−4)

− x(2r2ar
4
b cos(φ1,0,2) + 2r2ar

4
b cos(φ1,−2,−4) + 6(r3arb + r3bra) cos(φ1,1,1)

+ 2r4ar
2
b cos(φ1,2,0) + 2r4ar

4
b (cos(φ1,−4,2) + cos(φ1,2,−4)) + 2r4ar

2
b cos(φ1,−4,−2)

+ 24r3ar
3
b (cos(φ1,−3,1) + cos(φ1,1,−3)) + 96rarb cos(φ1,−1,−1) + 74r2ar

2
b (cos(φ1,−2,0)

+ cos(φ1,0,−2)))}2, (5)

trong �â

Nα,β =(r6a + r6b + 9(r4a + r4b ) + 19(r2a + r2b ) + 2r3arb cos(φ0,3,1) + 2rar
3
b cos(φ0,1,3)

+ 12− x(2r3ar
3
b cos(φ0,3,−3) + 18r2ar

2
b cos(φ0,2,−2) + 38rarb cos(φ0,1,−1)

+ 2r3arb cos(φ0,3,1) + 2rar
3
b cos(φ0,1,3) + 12)−

1
2 , (6)

vîi x = exp[−r2a − r2b + 2rarb cos(φ0,1,−1)].

�ç thà 1 kh£o s¡t sü phö thuëc cõa tham sè S v o bi¶n �ë k¸t hñp rb vîi �i·u ki»n kh£o
s¡t l  ra = rb, ϕ = π

2 , ϕa = π, ϕb = π
2 v  0 ≤ rb ≤ 5. Nh¼n v o �ç thà ta th§y tham sè n²n

têng S luæn b² hìn ho°c b¬ng 0, ngh¾a l  luæn xu§t hi»n qu¡ tr¼nh n²n têng trong tr¤ng
th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng. Khi c¡c tham sè
ra, rb c ng t«ng th¼ tham sè S c ng ¥m, ngh¾a l  qu¡ tr¼nh n²n têng c ng thº hi»n rã. Vîi
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H¼nh 1: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa tham sè S v o bi¶n �ë k¸t hñp rb cõa tr¤ng th¡i
hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

�i·u ki»n kh£o s¡t tr¶n, chùng tä tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v 
bît mët photon têng câ t½nh n²n têng. Khi c¡c tham sè ra, rb c ng t«ng th¼ t½nh n²n têng
cõa tr¤ng th¡i c ng thº hi»n rã.
2.2. N²n hi»u hai mode

Theo Hillery [9] mët tr¤ng th¡i �÷ñc gåi l  n²n hi»u hai mode n¸u khi trung b¼nh trong
tr¤ng th¡i �â thäa m¢n b§t �®ng thùc〈

Ŵ 2
ϕ

〉
−
〈
Ŵϕ

〉2
− 1

4
(|n̂a − n̂b|) < 0. (7)

�º �ìn gi£n cho vi»c kh£o s¡t t½nh ch§t n²n hi»u, ta �°t tham sè n²n hi»u D câ d¤ng

D =
〈
Ŵ 2
ϕ

〉
−
〈
Ŵϕ

〉2
− 1

4
(|n̂a − n̂b|) , (8)

trong �â Ŵϕ = 1
2

(
eiϕâb̂† + e−iϕâ†b̂

)
, n̂a = â†â, n̂b = b̂†b̂ l¦n l÷ñt l  to¡n tû sè h¤t cõa hai

mode a v  b. Mët c¡ch t÷ìng tü ph¦n n²n têng, khi kh£o s¡t t½nh n²n hi»u cõa tr¤ng th¡i
hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng ta thu �÷ñc k¸t qu£ cö
thº nh÷ sau

D =
1

4
N2
αβ{(2r2ar8b + 30r2ar

6
b + 120r2ar

4
b + 120r2ar

2
b + 2r4ar

2
b ) cos(φ2,−2,2) + (2r5ar

3
b + 12r3ar

3
b

+ 12rar
3
b ) cos(φ2,−1,−3) + 2r3ar

5
b cos(φ2,−1,5) + 2r5ar

3
b cos(φ2,5,−1) + (2r3ar

5
b + 12r3ar

3
b

+ 12r3arb) cos(φ2,−3,−1) + (2r8ar
2
b + 30r6ar

2
b + 120r4ar

2
b + 120r2ar

2
b + 2r2ar

4
b ) cos(φ2,2,−2)

− x(2r3ar
7
b cos(φ2,−3,3) + 2rar

7
b cos(φ2,1,3) + 2r7ar

3
b cos(φ2,3,−3) + 2r7arb cos(φ2,3,1)

+ (120rar
5
b + 2r5arb) cos(φ2,−1,1) + (120r5arb + 2rar

5
b ) cos(φ2,1,−1) + 30r2ar

6
b cos(φ2,−1,1)

+ 30r6ar
2
b cos(φ2,1,−1) + (2r3ar

5
b + 12r3arb) cos(φ2,−3,−1) + 12r2ar

4
b cos(φ2,−2,−2) + 12r4ar

2
b

cos(φ2,−2,−2) + (2r5ar
3
b + 12rar

3
b ) cos(φ2,−1,−3) + 120(r4a + r4b ) cos(φ2,0,0)) + 2(r8ar

2
b

+ r2ar
8
b ) + 31(r6ar

2
b + r2ar

6
b ) + 137(r4ar

2
b + r2ar

4
b ) + 350r2ar

2
b + 120(r2a + r2b ) + r8a + r8b
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+ 64(r4a + r4b ) + 15(r6a + r6b ) + (4r5ar
3
b + 14r3ar

3
b + 2r5arb + 6r3arb) cos(φ0,3,1) + (4r3ar

5
b

+ 14r3ar
3
b + 2rar

5
b + 6rar

3
b ) cos(φ0,1,3) + 36− x(2r4ar

4
b cos(φ0,4,−4) + (4r5ar

5
b + 30r3ar

3
b )

cos(φ0,3,−3) + 128r2ar
2
b cos(φ0,2,−2) + 350r2ar

2
b + 36 + (4r3ar

5
b + 6rar

3
b ) cos(φ0,1,3)

+ 2r2ar
4
b cos(φ0,0,4) + (4r5ar

3
b + 6r3arb) cos(φ0,3,1) + (62r4ar

4
b + 274r3ar

3
b + 240rarb)

cos(φ0,1,−1) + 2r4ar
2
b cos(φ0,4,0) + 14(r2ar

4
b + r4ar

2
b ) cos(φ0,2,2)− |(36 + r8a + r8b + 15(r6a

+ r6b ) + 62(r4a + r4b ) + (2r5arb + 6r3arb − 2r3ar
3
b ) cos(φ0,3,1)− 34r2ar

2
b − (r6ar

2
b + r2ar

6
b )

+ 72(r2a + r2b ) + (2rar
5
b + 6rar

3
b − 2r3ar

3
b ) cos(φ0,1,3)− 9(r4ar

2
b + r2ar

4
b )− x(36− 34r2ar

2
b

+ (124r2ar
2
b − 2r4ar

4
b ) cos(φ2,0,0) + 2r4ar

4
b cos(φ4,0,0) + 2r2ar

4
b cos(φ0,0,4) + 2r4ar

2
b

cos(φ0,4,0) + 6r3arb cos(φ0,3,1) + 30r3ar
3
b cos(φ3,0,0) + (144rarb − 18r3ar

3
b ) cos(φ1,0,0)

− (2r2ar
4
b + 2r4ar

2
b ) cos(φ0,2,2) + 6rar

3
b cos(φ0,1,3)))|} −

1

4
N4
αβ{(2r7arb + 24r5arb + 72r3arb

+ 48rarb + 2rar
3
b ) cos(φ1,1,−1) + 2r4ar

2
b cos(φ1,4,0) + (2rar

7
b + 24rar

5
b + 72rar

3
b + 48rarb

+ 2r3arb) cos(φ1,−1,1) + 2r2ar
4
b cos(φ1,0,4) + (2r4ar

2
b + 2r2ar

4
b + 12r2ar

2
b ) cos(φ1,−2,−2)

− x(2rar
5
b cos(φ1,1,3) + (72rar

3
b + 2r3arb) cos(φ1,−1,1) + 48(r2a + r2b ) cos(φ1,0,0) + 2r3ar

3
b

cos(φ1,−1,−3) + (72r3arb + 2rar
3
b ) cos(φ1,1,−1) + 2r3ar

3
b cos(φ1,−3,−3) + 2r5arb cos(φ1,3,1)

+ 2r5ar
3
b cos(φ1,3,−3) + 24r2ar

4
b cos(φ1,−2,2) + 24r4ar

2
b cos(φ1,2,−2) + 12r2ar

2
b cos(φ1,−2,−2)

+ 2r3ar
5
b cos(φ1,−3,3))}2. (9)

�ç thà 2 kh£o s¡t tham sè D theo bi¶n �ë k¸t hñp rb v  h÷îng n²n ϕ vîi �i·u ki»n kh£o

H¼nh 2: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa tham sè D v o bi¶n �ë k¸t hñp rb v  h÷îng n²n
ϕ cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

s¡t l  ra = 2rb, ϕa = 0, ϕb = π
2 , 0 ≤ rb ≤ 3 v  0 ≤ ϕ ≤ 2π. Nh¼n v o �ç thà ta th§y tham sè

n²n hi»u D luæn lîn hìn ho°c b¬ng 0 v  chóng câ t½nh tu¦n ho n theo h÷îng n²n ϕ. Khi
c¡c tham sè ra, rb c ng t«ng th¼ tham sè D c ng d÷ìng, tùc l  c ng khæng câ t½nh ch§t
n²n hi»u hai mode. Nh÷ vªy, vîi �i·u ki»n kh£o s¡t nh÷ tr¶n, tr¤ng th¡i th¶m ba v  bît
mët photon têng ho n to n khæng câ t½nh n²n hi»u hai mode.
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3 SÜ VI PH�M B�T ��NG THÙC CAUCHY-SCHWARZ V� T�NH PH�N K�T
CHÒM CÕA TR�NG TH�I HAI MODE K�T HÑP PH�N �ÈI XÙNG TH�M BA
V� BÎT MËT PHOTON TÊNG

3.1. Sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz

B§t �¯ng thùc Cauchy � Schwarz cho tr÷íng hñp hai mode �èi vîi c¡c tr÷íng cê �iºn câ
d¤ng

I =

[〈
â†2â2

〉 〈
b̂†2b̂2

〉] 1
2∣∣∣〈â†b̂†b̂â〉∣∣∣ − 1 ≥ 0. (10)

Sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc tr¶n, ngh¾a l  I < 0, chùng tä tr¤ng th¡i kh£o s¡t l  phi cê
�iºn. �èi vîi tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng
ta thu �÷ñc k¸t qu£ cõa tham sè I nh÷ sau:

I ={{r10a + r10b + 21(r8a + r8b ) + 138(r6a + r6b ) + 330(r4a + r4b ) + 250(r2a + r2b ) + r4ar
2
b + r2ar

4
b

+ (2r7arb + 12r5arb + 12r3arb) cos(φ0,3,1) + (2rar
7
b + 12rar

5
b + 12rar

3
b ) cos(φ0,1,3) + 72

− x(72 + 2r5ar
5
b cos(φ5,0,0) + (504rarb + 2r3ar

3
b ) cos(φ1,0,0) + 42r4ar

4
b cos(φ4,0,0) + 2r3ar

5
b

cos(φ0,1,−5) + 2r5ar
3
b cos(φ0,5,−1) + 276r3ar

3
b cos(φ3,0,0) + 660r2ar

2
b cos(φ2,0,0) + 12r3arb

cos(φ0,3,1) + 12rar
3
b cos(φ0,1,3) + 12r4ar

2
b cos(φ0,4,0) + 12r2ar

4
b cos(φ0,0,4))} × {6(r4a + r4b )

+ 2r3ar
5
b cos(φ0,3,1) + 2r5ar

3
b cos(φ0,1,3) + r6ar

4
b + r4ar

6
b + 18r4ar

4
b + 18(r4ar

2
b + r2ar

4
b ) + (r6a

+ r6b )− x(2r3ar
3
b cos(φ3,0,0) + 2r5ar

3
b cos(φ0,1,3) + 2r3ar

5
b cos(φ0,3,1) + (2r5ar

5
b + 36r3ar

3
b )

cos(φ1,0,0) + 12r2ar
2
b cos(φ2,0,0)) + 18r4ar

4
b}}

1
2 /{r8ar2b + r2ar

8
b + 15(r6ar

2
b + r2ar

6
b ) + 18(r2a

+ r2b ) + 64(r4ar
2
b + r2ar

4
b ) + 156r2ar

2
b + (2r3ar

5
b + 6r3ar

3
b ) cos(φ0,1,3) + (2r5ar

3
b + 6r3ar

3
b )

cos(φ0,3,1)− x((6r2ar
4
b + 6r4ar

2
b ) cos(φ0,2,2) + 2r5ar

5
b cos(φ3,0,0) + 30r4ar

4
b cos(φ2,0,0)

+ (128r3ar
3
b + 36rarb) cos(φ1,0,0) + 156r2ar

2
b + 2r3ar

5
b cos(φ0,1,3) + 2r5ar

3
b cos(φ0,3,1))} − 1.

(11)

Theo �i·u ki»n ð (10), n¸u tham sè I trong biºu thùc (11) nhªn gi¡ trà ¥m th¼ tr¤ng th¡i
hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng vi ph¤m b§t �¯ng thùc
Cauchy � Schwarz. �ç thà 3 kh£o s¡t tham sè I theo bi¶n �ë k¸t hñp rb vîi �i·u ki»n kh£o
s¡t l  ra = rb, 0 ≤ rb ≤ 1, ϕ = ϕa = π, ϕb = 0. Nh¼n v o �ç thà cho th§y tham sè I nhªn
gi¡ trà trong kho£ng −1 ≤ I ≤ 0. Khi tham sè ra, rb c ng gi£m th¼ tham sè I c ng ¥m.
C¡c k¸t qu£ �â cho th§y tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët
photon têng vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy � Schwarz v  khi ra, rb c ng gi£m th¼ I c ng
¥m v  d¦n ti¸n v· gi¡ trà nhä nh§t l  −1, ngh¾a l  sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy �
Schwarz thº hi»n c ng m¤nh.
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H¼nh 3: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa tham sè I v o bi¶n �ë k¸t hñp rb cõa tr¤ng th¡i
hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

3.2. T½nh ph£n k¸t chòm

N«m 1990, Ching Tsung Lee [10] �¢ �÷a ra t½nh ph£n k¸t chòm v  tham sè Ra,b(l, p)
�°c tr÷ng cho t½nh ch§t �â. Theo æng, mët tr¤ng th¡i câ t½nh ch§t ph£n k¸t chòm khi tham
sè Ra,b(l, p) thäa m¢n

Rab (l, p) =

〈
n̂
(l+1)
a n̂

(p−1)
b

〉
+
〈
n̂
(p−1)
a n̂

(l+1)
b

〉
〈
n̂
(l)
a n̂

(p)
b

〉
+
〈
n̂
(p)
a n̂

(l)
b

〉 − 1 < 0, (12)

vîi l, p l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng (l ≥ p > 0), n̂a = â†â, n̂b = b̂†b̂ l  to¡n tû sè h¤t cõa hai
mode a, b, khi �â tham sè Ra,b(l, p) ð (12) �÷ñc vi¸t l¤i nh÷ sau:

Rab (l, p) =

〈
â†(l+1)â(l+1)b̂†(p−1)b̂(p−1)

〉
+
〈
â†(p−1)â(p−1)b̂†(l+1)b̂(l+1)

〉
〈
â†lâlb̂†pb̂p

〉
+
〈
â†pâpb̂†lb̂l

〉 − 1. (13)

N¸u tham sè R(l, p) c ng ¥m th¼ t½nh ph£n k¸t chòm hai mode thº hi»n c ng m¤nh. B¥y
gií ta kh£o s¡t cö thº t½nh ch§t ph£n k¸t chòm cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi
xùng th¶m ba v  bît mët photon têng thæng qua t½nh sè h¤ng têng qu¡t

〈
â†lâlb̂†pb̂p

〉
. L÷u

þ r¬ng c¡c sè h¤ng cán l¤i câ trong biºu thùc (13) �·u �÷ñc suy ra tø sè h¤ng têng qu¡t
n y. Thüc hi»n mët sè ph²p bi¸n �êi ta thu �÷ñc c¡c k¸t qu£ nh÷ sau:〈
â†lâlb̂†pb̂p

〉
= N2

αβ(r2(l+3)
a r2pb + r2pa r

2(l+3)
b ) + (6l + 9)(r2(l+2)

a r2pb + r2pa r
2(l+2)
b ) + (15l2 + 30l

+ 18)(r2(l+1)
a r2pb + r2pa r

2(l+1)
b ) + (20l3 + 30l2 + 22l + 6))(r2la r

2p
b + r2pa r

2l
b ) + (15l4 + 3l2)

(r2(l−1)a r2pb + r2pa r
2(l−1)
b ) + r2la r

2p+2
b + r2lb r

2p+2
a + (6l5 − 15l4 + 12l3 − 3l2)(r2(l−2)a r2pb + r2pa

r
2(l−2)
b ) + l2(l − 1)2(l − 2)2(r2(l−3)a r2pb + r2pa r

2(l−3)
b ) + (2r2l+3

a r2p+1
b + 6lr2l+1

a r2p+1
b + 6l(l − 1)

r2l−1a r2p+1
b + (2l3 − 6l2 + 4l)r2l−3a r2p+1

b ) cos(φ0,3,1) + (2r2l+3
b r2p+1

a + 6lr2l+1
b r2p+1

a + 6l(l − 1)
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r2l−1b r2p+1
a + (2l3 − 6l2 + 4l)r2l−3b r2p+1

a ) cos(φ0,1,3)− x((12l + 18)rl+p+2
a rl+p+2

b + 2rl+p+3
a rl+p+3

b

cos((n+ 3)φ0,1,−1) + (30l2 + 60l + 36)rl+p+1
a rl+p+1

b cos((n+ 1)φ0,1,−1) + (40l3 + 60l2 + 44l

+ 12)rl+pa rl+pb cos(nφ0,1,−1) + (12l + 18)rl+p+2
a rl+p+2

b ) cos((n+ 2)φ0,1,−1) + (40l3 + 60l2 + 44l

+ 12)rl+pa rl+pb + (30l2 + 60l + 36)rl+p+1
a rl+p+1

b + 6lrl+p+2
a rl+pb cos(φ0,n+2,−(n−2)) + (2l3 − 6l2

+ 4l)rl+pa rl+p−2b cos(φ0,−(n−4),n) + 6lrl+pa rl+p+2
b cos(φ0,n−2,−(n+2)) + 2l2(l − 1)2(l − 2)2rl+p−3a

rl+p−3b cos((n− 3)φ0,1,−1) + 2rl+p+1
a rl+p+1

b cos((n− 1)φ0,1,−1) + 2rl+p+3
a rl+p+1

b cos(φ0,n+3,−(n−1))

+ 2rl+p+1
a rl+p+3

b cos(φ0,n−1,−(n+3)) + (12l5 − 30l4 + 24l3 − 6l2)rl+p−2a rl+p−2b cos((n− 2)φ0,1,−1)

+ (6l2 − 6l)rl+p−1a rl+p+1
b cos(φ0,n−3,−(n−1)) + (30l4 + 6l2)rl+p−1a rl+p−1b cos((n− 1)φ0,1,−1)

+ 6l(l − 1)rl+p+1
a rl+p−1b cos(φ0,n−1,−(n+3)) + (2l3 − 6l2 + 4l)rl+pa rl+p−2b cos(φ0,n,−(n−4)),

(14)

vîi n = l − p. B¥y gií ta s³ kh£o s¡t c¡c tr÷íng hñp cö thº nh÷ sau:
a) Tr÷íng hñp (l = 4, p = 3); (l = 5, p = 3); (l = 6, p = 3), vîi còng �i·u ki»n kh£o s¡t l 
rb = r3a, ϕ = ϕa = 0 v  ϕb =

π

4
.

H¼nh 4: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa R(4, 3) "�÷íng li·n n²t" , R(5, 3) "�÷íng ch§m
ch§m", R(6, 3) "�÷íng ch§m g¤ch" v o bi¶n �ë rb cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp
ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

b) T÷ìng tü, ta x²t c¡c tr÷íng hñp (l = 4, p = 2); (l = 5, p = 2); (l = 6, p = 2), vîi còng
�i·u ki»n kh£o s¡t l  rb = r3a, ϕ = ϕa = 0 v  ϕb =

π

4
.
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H¼nh 5: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa R(4, 2) "�÷íng li·n n²t", R(5, 2) "�÷íng ch§m
ch§m", R(6, 2) �÷íng "�÷íng ch§m g¤ch" v o bi¶n �ë rb cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t
hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

c) Vîi �i·u ki»n kh£o s¡t l  ra = rb, ϕ = ϕa = 3ϕb v  ϕb =
π

3
, ta x²t c¡c tr÷íng hñp

(l = 3, p = 2), (l = 5, p = 4) v  (l = 6, p = 5).

H¼nh 6: Kh£o s¡t sü phö thuëc cõa R(3, 2) "�÷íng li·n n²t", R(5, 4) "�÷íng ch§m
ch§m", R(6, 5) �÷íng "�÷íng ch§m g¤ch" v o bi¶n �ë rb cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t
hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng.

Nh¼n v o ba �ç thà 4, 5 v  6 ta nhªn th§y tham sè R{l, p} �·u xu§t ph¡t tø gi¡ trà −1, �¥y
l  gi¡ trà cüc tiºu cõa nâ, tham sè R{l, p} < 0 khi c¡c tham sè ra, rb r§t b², v  khi c¡c tham
sè ra, rb t«ng th¼ tham sè R{l, p} d¦n ti¸n �¸n 0 v  n¸u tham sè ra, rb lîn hìn mët gi¡ trà
n o �â th¼ R{l, p} ≥ 0. C¡c k¸t qu£ n y chùng tä tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi
xùng th¶m ba v  bît mët photon têng câ t½nh ch§t ph£n k¸t chòm khi c¡c tham sè ra, rb
r§t b², ngh¾a l  tr¤ng th¡i �â mang t½nh ch§t phi cê �iºn. Trong tr÷íng hñp ra, rb t«ng
d¦n th¼ tham sè R{l, p} công t«ng d¦n �¸n 0, khi �â t½nh ch§t phi cê �iºn cõa tr¤ng th¡i
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d¦n bi¸n m§t. N¸u ti¸p töc t«ng ra, rb v÷ñt qua mët gi¡ trà giîi h¤n n o �â th¼ tham sè
R{l, p} ≥ 0, ngh¾a l  t½nh ch§t phi cê �iºn cõa tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng
th¶m ba v  bît mët photon têng khæng cán, thay v o �â tr¤ng th¡i mang t½nh ch§t cê �iºn.

4 K�T LU�N

B i b¡o n y tr¼nh b y k¸t qu£ kh£o s¡t t½nh ch§t n²n têng hai mode, n²n hi»u hai mode,
sü vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz v  t½nh ph£n k¸t chòm bªc cao cõa tr¤ng th¡i
hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng. Qua qu¡ tr¼nh kh£o
s¡t, t½nh to¡n v  v³ �ç thà thæng qua c¡c tham sè, chóng tæi thu �÷ñc k¸t qu£ nh÷ sau:
Thù nh§t, k¸t qu£ kh£o s¡t cho th§y tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba
v  bît mët photon têng thº hi»n t½nh ch§t n²n têng hai mode m¤nh v  ho n ho n khæng
câ t½nh ch§t n²n hi»u hai mode.
Thù hai, thæng qua tham sè I düa v o �i·u ki»n vi ph¤m b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz
�¢ �÷ñc �÷a ra v  kh£o s¡t chi ti¸t v  cö thº. K¸t qu£ cho th§y tr¤ng th¡i hai mode k¸t
hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng ho n to n vi ph¤m b§t �¯ng thùc
Cauchy - Schwarz ngh¾a l  t½nh ch§t phi cê �iºn thº hi»n t÷ìng �èi m¤nh. Ngo i ra, khi
kh£o s¡t t½nh ch§t ph£n k¸t chòm, chóng tæi công �¢ �÷a ra biºu thùc têng qu¡t cho tham
sè ph£n k¸t chòm trong tr¤ng th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët
photon têng. Qua �â, chóng tæi �¢ kh£o s¡t cho tøng tr÷íng hñp cö thº v  k¸t qu£ l  tr¤ng
th¡i hai mode k¸t hñp ph£n �èi xùng th¶m ba v  bît mët photon têng thº hi»n t½nh ch§t
ph£n k¸t chòm bªc th§p v  bªc cao, trong �â sè bªc c ng t«ng nh÷ng hi»u c¡c bªc c ng
b² th¼ t½nh ch§t ph£n k¸t chòm c ng thº hi»n rã r»t hìn.
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Title: NONCLASSICAL PROPERTIES OF THE THREE-PHOTON-ADDED AND
ONE-PHOTON-SUBTRACTED TWO-MODE ODD COHERENT STATE

Abstract: In the paper, we consider the lower-order and higher-order nonclassical proper-
ties of the three-photon-added and one-photon-subtracted two-mode odd coherent state as
two-mode sum squeezing, two-mode difference squeezing, violation of the Cauchy-Schwarz
inequality, and two-mode higher-order antibunching. The results show that this state ex-
hibits two-mode sum squeezing but does not exhibit two-mode difference squeezing. In
addition, this state violates the Cauchy-Schwarz inequality and becomes nonclassical state.
We also show that the three-photon-added and one-photon-subtracted two-mode odd co-
herent state appears two-mode higher-order antibunching in any order, and the degree of
antibunching becomes more and more pronounced when increasing the higher-order.
Keywords: Sum squeezing, difference squeezing, violation Cauchy-Schwarz inequality,
two-mode antibunching.


