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XÂY DỰNG LƯỢC ĐỒ XẤP XỈ ỔN ĐỊNH CHO PHƯƠNG TRÌNH
VI PHÂN NGẪU NHIÊN KHÔNG ÔTÔNÔM

VỚI HỆ SỐ KHUẾCH TÁN LIÊN TỤC HÖLDER

Lương Đức Trọng và Kiều Trung Thủy
Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm Hà Nội

Tóm tắt. Bài báo nghiên cứu xây dựng một lược đồ xấp xỉ Euler-Maruyama cải tiến cho
phương trình vi phân ngẫu nhiên không thuần nhất với hệ số khuếch tán liên tục Hölder.
Kết quả cho thấy lược đồ mới bảo toàn tính chất ổn định mũ và tính dương của nghiệm đúng.
Từ khoá: Liên tục Hölder, ổn định mũ, phương trình vi phân ngẫu nhiên, xấp xỉ
Euler-Maruyama.

1. Mở đầu
Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu phép xấp xỉ và tính ổn định của nghiệm xấp xỉ cho

các phương trình vi phân ngẫu nhiên (PTVPNN) không thuần nhất có dạng

Xt = x0 +

∫ t

0
b(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs, x0 ∈ R, t ∈ [0,+∞), (1.1)

với (Wt)0≤t≤T là một chuyển động Brown tiêu chuẩn xác định trên một không gian xác suất có
lọc (Ω,F , (Ft)t≥0,P) thỏa mãn điều kiện thông thường và b, σ là các hàm thực đo được.

PTVPNN đã và đang được sử dụng một cách rộng rãi để mô phỏng nhiều quá trình ngẫu
nhiên trong thực tế như giá trị tài sản, lãi suất trong toán tài chính, số lượng cá thể trong Sinh học
hay chuyển động của vật thể trong Vật lí. . . Trong các ứng dụng đó, ta thường phải tính toán kì
vọng có dạng E[f(Xt, 0 ≤ t ≤ T )] với f là một phiếm hàm từ C[0, T ] vào R. Trong phần lớn
các trường hợp, việc tìm ra một biểu thức giải tích để tính E[f(Xt, 0 ≤ t ≤ T )] là rất khó khăn.
Vì vậy, người ta thường tìm cách xấp xỉ X bởi đại lượng X(n) có thể mô phỏng được trên máy
tính. Sau đó kì vọng E[f(Xt, 0 ≤ t ≤ T )] được tính thông qua thuật toán lặp Monte-Carlo hoặc
Monte-Carlo cải tiến. Đối với những phương trình có hệ số Lipschitz và đủ trơn, có khá nhiều
phép xấp xỉ với tốc độ cao đã được xây dựng như phương pháp xấp xỉ Euler-Maruyama, xấp xỉ
Milstein, phương pháp toán tử Kusuoka (xem [1, 2]). Tuy nhiên, khi hệ số của phương trình không

Ngày nhận bài: 7/3/2019. Ngày sửa bài: 21/3/2019. Ngày nhận đăng: 28/3/2019.
Liên hệ: Kiều Trung Thủy, địa chỉ e-mail: thuykt@hnue.edu.vn

3



Lương Đức Trọng và Kiều Trung Thủy

Lipschitz hoặc không đủ trơn, các phương pháp trên không áp dụng được. Ví dụ như khi hệ số
phương trình tăng trên tuyến tính, trong [3], Hutzenthaler và các cộng sự đã chỉ ra rằng phương
pháp xấp xỉ Euler-Maruyama không hội tụ theo cả nghĩa mạnh và yếu. Lược đồ Euler dạng ẩn đã
được sử dụng một cách khá phổ biến để xấp xỉ nghiệm của phương trình có hệ số tăng nhanh. Tuy
nhiên phép xấp xỉ này yêu cầu phải giải một hệ phương trình đại số ở mỗi bước xấp xỉ dẫn đến
thời gian tính toán thường là rất lớn. Phương pháp Euler khống chế được giới thiệu gần đây bởi
Hutzenthaler và các cộng sự trong [4] để xấp xỉ nghiệm phương trình có hệ số tăng trên tuyến tính
và thoả mãn điều kiện Lipschitz địa phương. Đây là một phương pháp dạng hiển, không đòi hỏi
phải giải hệ phương trình đại số trung gian nên có thời gian tính toán nhanh. Khi hệ số của phương
trình thoả mãn thêm điều kiện Lipschitz một phía, phương pháp Euler khống chế có thể đạt được
tốc độ hội tụ tối ưu 1/2 trong không gian Lp. Gần đây phương pháp Euler khống chế được phát
triển rất mạnh mẽ (xem [3, 5-8]).

Trong nhiều ứng dụng, người ta còn phải làm việc với các phương trình với hệ số không
Lipschitz địa phương. Ví dụ như trong mô hình Cox-Ingesoll-Ross cho lãi suất ngắn hạn, hệ số
khuếch tán của phương trình chỉ liên tục theo nghĩa Hölder. Hefter và Jentzent đã chỉ ra rằng với
các phương trình như vậy tốc độ hội tụ theo nghĩa mạnh của các lược đồ xấp xỉ có thể rất thấp
(xem [9]). Mặt khác, trong [10], Gyöngy và Rásonyi đã chỉ ra rằng nếu hệ số khuếch tán σ là liên
tục theo nghĩa Hölder với cấp 1

2 + α và hệ số trôi b là Lipschitz thì lược đồ Euler-Maruyama hội
tụ với tốc độ α trong không gian L1. Kết quả của Gyöngy và Rásonyi nhận được rất nhiều sự chú
ý và liên tục được mở rộng trong các bài báo [7, 11-13].

Bên cạnh bài toán xấp xỉ nghiệm, bài toán nghiên cứu sự ổn định của nghiệm cũng có ý
nghĩa quan trọng và được nghiên cứu sâu rộng. Ví dụ như trong sinh học, người ta quan tâm đến sự
tồn tại hay tuyệt chủng của một loài nào đó trong tương lai. Các kết quả về tính ổn định của nghiệm
PTVPNN có thể được tìm thấy trong các tài liệu kinh điển như [14, 15]. Trong nhiều trường hợp,
ta phải ước tính giá trị của nghiệm ổn định trong tương lai xa mặc dù đại lượng này có thể rất
nhỏ. Vậy nên gần đây có khá nhiều nghiên cứu nhằm xây dựng nghiệm xấp xỉ cũng có tính chất
ổn định như nghiệm đúng. Trong [16], Saito và Mitsui nghiên cứu tính ổn định của nghiệm xấp
xỉ cho phương trình vi phân ngẫu nhiên tuyến tính. Các kết quả đó được tiếp tục mở rộng cho các
PTVPNN tổng quát hơn với hệ số thoả mãn điều kiện Lipschitz và Lipschitz địa phương trong
các bài báo [14, 17-19]. Do xấp xỉ Euler-Maruyama hay Milstein không giữ được tính ổn định
của nghiệm đúng nên người ta đã nghiên cứu các phương pháp khác như phương pháp θ-Euler
Maruyama ẩn hay Euler khống chế (xem [17, 19-22]).

Trong bài báo này chúng tôi xây dựng một lớp các lược đồ mới dưới dạng hiển để xấp xỉ
nghiệm PTVPNN không thuần nhất với hệ số khuếch tán liên tục Hölder. Các lược đồ này có cùng
tốc độ hội tụ trong L1 với lược đồ Euler-Maruyama thông thường (xem [10]). Sau đó, chúng tôi
chỉ ra một lược đồ cụ thể trong lớp mới đó mà nó bảo toàn tính chất ổn định mũ của nghiệm đúng.
Hơn nữa, ta cũng có thể điều chỉnh lược đồ này để nó có thể bảo toàn tính chất không âm của
nghiệm đúng. Lưu ý rằng do hệ số khuếch tán chỉ liên tục Hölder nên không thể đánh giá trực tiếp
moment bậc hai của nghiệm như các nghiên cứu trước đây. Do đó, chúng tôi phải đánh giá moment
bậc một của nghiệm thông qua phép xấp xỉ Yamada-Watanabe cho hàm y = |x|. Hơn nữa, để đánh
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giá chặt tốc độ hội tụ tiệm cận của nghiệm trong không gian Lp, chúng tôi đã phát triển phép xấp
xỉ này cho hàm y = |x|p.

2. Lược đồ Euler cải tiến
2.1. Giả thiết

Ta đưa ra một số giả thiết cho các hệ số b và σ của phương trình (1.1).

A1. Tồn tại một hằng số thực dương L1 sao cho với mọi x, y ∈ R, với mọi t ∈ [0,+∞),

(x− y)(b(t, x) − b(t, y)) ≤ −L1|x− y|2.

A2. Tồn tại các hằng số thực dương L2 và α ∈
[

0;
1

2

]

sao cho với mọi x, y ∈ R, với mọi

t ∈ [0,+∞),

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ L2|x− y| và |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ L2|x− y|1/2+α.

A3. Tồn tại các hằng số thực dương L3 và β ∈
[

1

2
; 1

]

sao cho với mọi x ∈ R, với mọi

t ∈ [0,+∞),
|b(t, x)− b(s, x)| ∨ |σ(t, x) − σ(s, x)| ≤ L3|t− s|β.

A4. Tồn tại hằng số thực dương L sao cho với mọi x ∈ R, với mọi t ∈ [0,+∞),

|b(t, x)|2 ∨ |σ(t, x)|2 ≤ L(1 + |x|2).

Dưới các điều kiện A2-A4, phương trình (1.1) có nghiệm duy nhất theo nghĩa mạnh (xem [23]).

2.2. Lược đồ Euler cải tiến

Với mỗi h > 0, xét các hàm đo được bh, σh : [0,+∞)×R → R thoả mãn: Với mỗi T > 0,
tồn tại các hằng số M1,M2 và M3 sao cho với mọi x ∈ R, ta có

C1. sup0≤t≤T |bh(t, x)|2 ∨ sup0≤t≤T |σh(t, x)|2 ≤M1(1 + |x|2);

C2. sup0≤t≤T |b(t, x) − bh(t, x)|2 ≤M2(1 + |x|2)h2;

C3. sup0≤t≤T |σ(t, x) − σh(t, x)|2 ≤M3(1 + |x|4)h.

Khi đó, ta xấp xỉ X bởi quá trình Xh được xác định bởi

Xh
t = x0 +

∫ t

0
bh(ηh(s),X

h
ηh(s)

)ds+

∫ t

0
σh(ηh(s),X

h
ηh(s)

)dWs, t ∈ [0,+∞), (2.1)

trong đó ηh(t) = kh nếu t ∈ [kh, (k + 1)h) với k = 0, 1, . . ..

Điều này tương đương với

Xh
t = Xh

ηh(t)
+bh(ηh(t),X

h
ηh(t)

) (t− ηh(t))+σh(ηh(t),X
h
ηh(t)

)
(

Wt −Wηh(t)

)

, t ∈ [0,+∞).

(2.2)
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3. Sự hội tụ
Sự hội tụ của lược đồ Euler-Maruyama cải tiến theo chuẩn L1 và chuẩn L1-sup được phát

biểu trong định lí sau.

Định lí 3.1. Giả sử các giả thiết A2 - A4 và các điều kiện C1 - C3 được thỏa mãn. Khi đó, tồn tại

hằng số C = C(x0, L2, L3, L, T,M1,M2,M3) không phụ thuộc h sao cho

sup
0≤t≤T

E[|Xh
t∧τ −Xt∧τ |] ≤











Chα nếu 0 < α ≤ 1

2
,

C

log(1/h)
nếu α = 0,

(3.1)

với mọi thời điểm dừng τ . Hơn nữa,

E

[

sup
0≤t≤T

|Xh
t −Xt|

]

≤











Ch2α
2

nếu 0 < α ≤ 1

2
,

C
√

log(1/h)
nếu α = 0.

(3.2)

Lược đồ Euler-Maruyama cải tiến (2.1) hội tụ theo chuẩn L1 và chuẩn L1-sup cùng tốc độ
với lược đồ Euler-Maruyama thông thường khi áp dụng cho PTVPNN với hệ số liên tục Hölder
(xem [10]). Sau đây, ta sẽ trình bày chứng minh của Định lí 3.1.

3.1. Ước lượng mô-men

Bổ đề 3.1. Giả sử giả thiết A4 và điều kiện C1 được thỏa mãn.

(i) Với mỗi p > 0, tồn tại một hằng số dương C1 = C1(p, x0, T, L) sao cho

E

[

sup
0≤t≤T

|Xt|p
]

≤ C1. (3.3)

(ii) Với mỗi p ≥ 2, tồn tại các hằng số dương C2 = C2(p, x0, T, L,M1) và C3 =

C3(p, x0, T, L,M1) sao cho

E

[

sup
0≤t≤T

|Xh
t |p
]

≤ C2 (3.4)

và

sup
0≤t≤T

E

[

|Xh
t −Xh

ηh(t)
|p
]

≤ C3h
p/2. (3.5)

Chứng minh. Vì đánh giá (3.3) là một kết quả quen thuộc nên chúng tôi bỏ qua chứng minh. Đánh
giá (3.4) cũng được suy ra từ các kết quả cơ bản kết hợp với điều kiện C1. Để chứng minh (3.5), ta
viết

∣

∣

∣
Xh

t −Xh
ηh(t)

∣

∣

∣

p
≤ 2p−1

(
∣

∣

∣
bh(ηh(s),X

h
ηh(t)

)h
∣

∣

∣

p
+
∣

∣

∣
σh(ηh(t),X

h
ηh(t)

)(Wt −Wηh(t))
∣

∣

∣

p)

≤ 2p−1M
p/2
1 (1 + |Xh

ηh(t)
|2)p/2(hp + |Wt −Wηh(t)|p).

Điều này cùng với (3.4) suy ra điều phải chứng minh.
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3.2. Phép xấp xỉ Yamada-Watanabe

Ở phần này, chúng tôi trình bày một cải tiến của kĩ thuật xấp xỉ Yamada và Watanabe (xem
[10, 24]). Đầu tiên, chú ý rằng với mỗi p ≥ 1, δ > 1 và ε > 0, tồn tại một hằng số dương K(p, δ)

và một hàm liên tục ψδε(p, .) : R
+‘ → R

+ sao cho

(i)
∫ ε
ε/δ ψδε(p, z)dz = pεp−1,

(ii) 0 ≤ ψδε(p, z) ≤ K(p, δ)zp−2 với z ∈
[ε

δ
, ε
]

; ψδε(p, z) = 0 với z ∈
(

0,
ε

δ

)

; và ψδε(p, z) =

p(p− 1)zp−2 với z ∈ (ε,+∞).

Ta sẽ xấp xỉ hàm x 7→ |x|p bằng hàm φδε được xác định bởi

φδε(p, x) :=

∫ |x|

0

∫ y

0
ψδε(p, z)dzdy, x ∈ R.

Ta dễ dàng kiểm tra được φδε có các tính chất sau: với mỗi x ∈ R thì

T1. φ′δε(p, x) =
x

|x|φ
′
δε (p, |x|), trong đó φ′δε(p, x) =

∂

∂x
φδε(p, x);

T2. p|x|p−1
I(ε;+∞)(x) ≤ |φ′δε(p, x)| ≤ pεp−1

I[ ε
δ
;ε](x) + p|x|p−1

I(ε;+∞)(x);

T3. φδε(p, x)− pεp ≤ |x|p ≤ εp + φδε(p, x);

T4.
φ′δε(p, |x|)

|x|p ≤ pδp

ε
;

T5. φ′′δε (p, |x|) = ψ
(p)
δε (|x|) ≤ K(p, δ)|x|p−2

I[ ε
δ
;ε](|x|) + p(p − 1)|x|p−2

I(ε;+∞)(x), trong đó

φ′′δε(p, x) =
∂2

∂x2
φδε(p, x).

Trong trường hợp p = 1, ta có thể chọn K(1, δ) =
2

log δ
. Hơn nữa, để đơn giản, ta sẽ kí hiệu

φδε(x) = φδε(1, x).

3.3. Chứng minh Định lí 3.1

Ở phần này, các hằng số sẽ đều được kí hiệu chung là C , chúng đều độc lập với h nhưng có
thể phụ thuộc vào x0, L2, L3, L, T,M1,M2,M3 và α.
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Đặt Y h
t = Xt −Xh

t . Sử dụng tính chất T3 và công thức Itô, ta có

|Y h
t | ≤ ε+ φδε(Y

h
t )

≤ ε+

∫ t

0

{

φ′δε(Y
h
s )
[

b(s,Xs)− bh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]

+
φ′′δε(Y

h
s )

2

[

σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2
}

ds

+

∫ t

0
φ′δε(Y

h
s )
[

σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]

dWs.

Do đó, với mọi thời điểm dừng τ , ta có

|Y h
t∧τ | ≤ ε+ J1(t ∧ τ) + J2(t ∧ τ) + J3(t ∧ τ), (3.6)

trong đó

J1(t) =

∫ t

0
φ′δε(Y

h
s )
[

b(s,Xs)− bh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]

ds,

J2(t) =
1

2

∫ t

0
φ′′δε(Y

h
s )
[

σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2
ds,

J3(t) =

∫ t

0
φ′δε(Y

h
s )
[

σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]

dWs.

Đầu tiên, ta chú ý rằng, nếu 0 < s < t ∧ τ thì theo tính chất T2 và các giả thiết A2, A3, ta có
∣

∣

∣
φ′δε(Y

h
s )
[

b(s,Xs)− bh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]
∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣
b(s,Xs)− b(s,Xh

s )
∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
b(s,Xh

s )− b(s,Xh
ηh(s)

)
∣

∣

∣

+
∣

∣

∣
b(s,Xh

ηh(s)
)− b(ηh(s),X

h
ηh(s)

)
∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
b(ηh(s),X

h
ηh(s)

)− bh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
∣

∣

∣

≤ L2|Xs −Xh
s |+ L2|Xh

s −Xh
ηh(s)

|+ L3|s− ηh(s)|β +
∣

∣

∣
b(ηh(s),X

h
ηh(s)

)− bh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
∣

∣

∣
.

Do đó, từ điều kiện C2 và Bổ đề 3.1, ta suy ra

E[ sup
0≤s≤t

|J1(s ∧ τ)|] ≤ L2E

[
∫ t∧τ

0
|Y h

s |ds
]

+ L2E

[
∫ t∧τ

0
|Xh

s −Xh
ηh(s)

|ds
]

+ L3h
β
E

[
∫ t∧τ

0
ds

]

+M2hE

[
∫ t∧τ

0
(1 + |Xh

ηh(s)
|)ds

]

≤ L2E

[
∫ t∧τ

0
|Y h

s∧τ |ds
]

+ L2E

[
∫ t

0
|Xh

s −Xh
ηh(s)

|ds
]

+M2hE

[
∫ t

0
(1 + |Xh

ηh(s)
|)ds

]

+ L3Th
β

≤ L2E

[
∫ t

0
|Y h

s∧τ |ds
]

+ C
√
h. (3.7)
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Tiếp theo, với 0 < s < t ∧ τ , từ các giả thiết A2 và A3, ta suy ra

[

σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2

≤ 4
[

σ(s,Xs)− σ(s,Xh
s )
]2

+ 4
[

σ(s,Xh
s )− σ(s,Xh

ηh(s)
)
]2

+ 4
[

σ(s,Xh
ηh(s)

)− σ(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2

+ 4
[

σ(ηh(s),X
h
ηh(s)

)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2

≤ 4L2
2|Y h

s |1+2α + 4L2
2|Xh

s −Xh
ηh(s)

|1+2α + 4L2
3|s− ηh(s)|2β

+ 4
[

σ(ηh(s),X
h
ηh(s)

)− σh(ηh(s),X
h
ηh(s)

)
]2
. (3.8)

Từ tính chất T5, điều kiện C3 và Bổ đề 3.1, ta có

E[ sup
0≤s≤t

|J2(s ∧ τ)|] ≤
4

log δ

{

L2
2ε

2αT +
L2
2δ

ε
E

[
∫ t∧τ

0
|Xh

s −Xh
ηh(s)

|1+2αds

]

+
M3hδ

ε
+ L2

3h
2βT

}

≤ 4

log δ

{

L2
2ε

2αT +
L2
2δ

ε
E

[
∫ t

0
|Xh

s −Xh
ηh(s)

|1+2αds

]

+
M3hδ

ε
+ L2

3h
2βT

}

≤ 4C

log δ

{

ε2α +
h1/2+αδ

ε
+ h

(

δ

ε
+ 1

)

}

. (3.9)

Kết hợp đánh giá này với các đánh giá (3.6), (3.7), ta suy ra

E

[

|Y h
t∧τ |
]

≤ ε+ L2

∫ t

0
E

[

|Y h
s∧τ |

]

ds+ C
√
h+

4C

log δ

{

ε2α +
h1/2+αδ

ε
+ h

(

δ

ε
+ 1

)

}

.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta thu được

E

[

|Y h
t∧τ |
]

≤
(

ε+C
√
h+

4C

log δ

{

ε2α +
h1/2+αδ

ε
+ h

(

δ

ε
+ 1

)

})

eL2t. (3.10)

Mặt khác, sử dụng bất đẳng thức Burkholder-Davis-Gundy, ta có

E

[
∣

∣

∣

∣

∣

sup
0≤t≤T

J3(t ∧ τ)
∣

∣

∣

∣

∣

]

≤CE

[

{
∫ T∧τ

0

∣

∣

∣
σ(s,Xs)− σh(ηh(s),X

h
ηh(s)

)
∣

∣

∣

2
ds

}1/2
]

≤CE

[

{
∫ T

0
|Y h

s∧τ |1+2αds

}1/2
]

+ C

{

E

[
∫ T

0

∣

∣

∣
Xh

s −Xh
ηh(s)

∣

∣

∣

1+2α
ds

]}1/2

+ C
√
h

{

E

[
∫ T

0

(

|Xηh(s)|4 + 1
)

ds

]}1/2

+ Chβ,

trong đó ta sử dụng (3.8) cho đánh giá cuối cùng. Từ Bổ đề 3.1,

E

[
∣

∣

∣

∣

∣

sup
0≤t≤T

J3(t ∧ τ)
∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ CE

[

{
∫ T

0
|Y h

s∧τ |1+2αds

}1/2
]

+ Ch(1+2α)/4. (3.11)
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Nếu α = 0, bằng cách chọn ε = h1/4 và δ = h−1/4 trong (3.10), ta có sup0≤t≤T E[|Y h
t∧τ |] ≤ C

log 1

h

.

Kết hợp điều này với (3.6), (3.7), (3.9), và (3.11), ta suy ra E
[

sup0≤t≤T |Y h
t |
]

≤ C
√

log 1

h

.

Nếu α ∈ (0, 12 ], theo đánh giá (3.11), bất đẳng thức Young và bất đẳng thức Holder,

E

[
∣

∣

∣

∣

∣

sup
0≤t≤T

J3(t ∧ τ)
∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ CE





(

sup
0≤t≤T

|Y h
t∧τ |

∫ T

0
|Y h

s∧τ |ds
)1/2



+ Ch(1+2α)/4

≤ 1

2
E

[

sup
0≤t≤T

|Y h
t∧τ |
]

+ C

∫ T

0

(

E[|Y h
s∧τ |]

)2α
ds+ Ch(1+2α)/4.

Ta kết hợp với các đánh giá (3.6), (3.7), (3.9) thì thu được

E

[

sup
0≤t≤T

|Y h
t∧τ |
]

≤ 2ε+ 2L2

∫ T

0
E|Y h

s∧τ |ds +
C

log δ

{

ε2α +
h1/2+αδ

ε
+ h

(

δ

ε
+ 1

)

}

+ C

∫ T

0

(

E[|Y h
s∧τ |]

)2α
ds+ Ch(1+2α)/4. (3.12)

Chọn δ = 2, ε =
√
h trong (3.10), ta có E

[

|Y h
t∧τ |
]

≤ Chα. Điều này cùng với (3.12) dẫn đến

E

[

sup
0≤t≤T

|Y h
t |
]

≤ Ch2α
2

.

4. Tính ổn định mũ trong không gian L
p

Trong [22], các tác giả đã chỉ ra tính ổn định mũ của nghiệm đúng Xt và xấp xỉ
Euler-Maruyama theo chuẩn L2 khi hệ số khuyếch tán σ liên tục Lipschitz địa phương. Ở đây,
chúng tôi sẽ trình bày tính ổn định mũ của Xt và Xh

t khi σ liên tục Hölder. Lưu ý rằng điểm khó
khăn cốt yếu ở đây là khi x gần 0, hệ số khuếch tán σ(t, x) có bậc là |x| 12+α và lớn hơn rất nhiều
so với |x| là bậc của hệ số khuếch tán khi nó liên tục Hölder. Để khắc phục khó khăn này, ta sẽ sử
dụng hàm φδǫ để đánh giá |x|p.

Kí hiệu T là tập các thời điểm dừng hữu hạn. Định lí sau trình bày tính ổn định mũ của
nghiệm đúng Xt.

Định lí 4.1. Giả sử A1 và A2 được thỏa mãn, và b(t, 0) = σ(t, 0) = 0 với mọi t ∈ [0,+∞).

(i) (Xt)t≥0 ổn định mũ trong L1, nghĩa là

sup
τ∈T

E
[

|Xτ |eL1τ
]

≤ |x0|p.

Hơn nữa, với mỗi q ∈ (0, 1),

E

[

sup
t≥0

(

|Xt|qeL1qt
)

]

≤ (2− q)|x0|q
1− q

. (4.1)
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(ii) Với mỗi p > 1, ta có

sup
τ∈T

E [|Xτ |peκτ ] ≤ |x0|p +
p(p− 1)(1 − 2α)L2

2|x0|λ
2(p − λ)(λL1 − κ)

, (4.2)

trong đó λ = (p − 1 + 2α) ∧ 1 và κ là một hằng số dương thỏa mãn κ < λL1 và 0 < κ ≤
pL1 −

L2
2p(p− 1)(p − 1 + 2α− λ)

2(p − λ)
.

Tiếp theo, để xây dựng nghiệm xấp xỉ Euler-Maruyama cải tiến Xh
t một mặt hội tụ đến

nghiệm đúng Xt như đã trình bày ở Định lí 3.1, mặt khác cũng ổn định mũ dưới cùng các giả thiết
như Định lí 4.1, ta xét các hệ số bh và σh được xác định như sau:

bh(t, x) =
b(t, x)

1− L2
2L

−1
1 h

, và σh(t, x) =
σ(t, x)

1 + h1/2e2L1t(|σ(t, x)| + 1)
. (4.3)

Nếu h ∈
(

0,
L1

2L2
2

)

và các giả thiết A1, A2 và A4 được thoả mãn thì bh và σh thoả mãn các điều

kiện C1–C3. Cụ thể, ta có

sup
0≤t≤T

|bh(t, x)|2 ∨ sup
0≤t≤T

|σh(t, x)|2 ≤ 4L(1 + |x|2),

sup
0≤t≤T

|b(t, x)− bh(t, x)|2 ≤ 4L4
2L

2

L2
1

(1 + |x|2)h2,

sup
0≤t≤T

|σ(t, x) − σh(t, x)|2 ≤ (4L+ 2)2e4L1T (1 + |x|4)h.

Định lí 4.2. Giả sử các giả thiết A1 và A2 được thỏa mãn, b(t, 0) = σ(t, 0) = 0 với mỗi t ∈
[0,+∞) và 0 < h < L1

2L2

2

∧ 1
2L1

. Giả sử bh và σh được xác định bởi (4.3). Khi đó, tồn tại một hằng

số dương C = C(x0, L1, L2) sao cho

E

[

|Xh
t |2e2L1t

]

≤ C

h
. (4.4)

Đặc biệt, với mọi ε > 0, ta có

lim
t→+∞

E

[

|Xh
t |2e(2L1−ε)t

]

= 0. (4.5)

4.1. Chứng minh Định lí 4.1

Bổ đề 4.1 ([25]). Cho ξ = (ξt)t≥0 là một quá trình ngẫu nhiên dương, tương thích và liên tục

phải; A là một quá trình liên tục, tăng thỏa mãn

E[ξτ |F0] ≤ E[Aτ |F0] h.c.c.,

với mọi thời điểm dừng bị chặn τ . Khi đó, với mọi λ ∈ (0, 1),

E

[

(

sup
t≥0

ξt

)λ
]

≤
(

2− λ

1− λ

)

E

[

(

sup
t≥0

At

)λ
]

.
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Trở lại với chứng minh Định lí 4.1. Áp dụng công thức Itô cho eκtφδε(p, x) với κ > 0 và
p ≥ 1, và tính chất T3, ta thu được

|Xt|peκt ≤ εpeκt + φδε (p,Xt) e
κt

≤ εpeκt + pεp + |x0|p +
∫ t

0
eκsφ′δε(p,Xs)σ(s,Xs)dWs

+

∫ t

0
eκs
[

φ′δε(p,Xs)b(s,Xs) +
1

2
φ′′δε(p,Xs)σ

2(s,Xs) + κ|Xs|p + κpεp
]

ds.

(4.6)

Theo các tính chất T1, T2 và các giả thiết A1,A2, ta có

φ′δε(p,Xs)b(s,Xs) = φ′δε (p,Xs) b(s,Xs)I{|Xs|≤ε} +
φ′δε (p, |Xs|)

|Xs|
Xsb(s,Xs)I{|Xs|>ε}

≤ pεp−1|b(s,Xs)|I{|Xs|≤ε} − pL1|Xs|pI{|Xs|>ε}

≤ pL2ε
p
I{|Xs|≤ε} − pL1|Xs|p(1− I{|Xs|≤ε})

≤ p(L1 + L2)ε
p − pL1|Xs|p. (4.7)

Từ điều kiện A2 và tính chất T5 thì

φ′′δε(p,Xs)σ
2(s,Xs) = φ′′δε(p, |Xs|)σ2(s,Xs)

≤ K(p, δ)L2
2|Xs|p−1+2α

I[ ε
δ
;ε](|Xs|) + L2

2p(p− 1)|Xs|p−1+2α
I(ε;+∞)(|Xs|)

≤ K(p, δ)L2
2ε

p−1+2α + L2
2p(p− 1)|Xs|p−1+2α. (4.8)

Kết hợp (4.6), (4.7), và (4.8), ta có

|Xt|peκt ≤ εpeκt + pεp + |x0|p +
∫ t

0
eκsφ′δε(Xs)σ(s,Xs)dWs

+

∫ t

0
eκs
[

p(L1 + L2)ε
p − pL1|Xs|p +

1

2
K(p, δ)L2

2ε
p−1+2α

]

ds

+

∫ t

0
eκs
[

p(p− 1)L2
2

2
|Xs|p−1+2α + κ|Xs|p + κpεp

]

ds

≤ εpeκt + pεp + |x0|p +
∫ t

0
eκsφ′δε(Xs)σ(s,Xs)dWs

+

[

p(L1 + L2)ε
p +

1

2
K(p, δ)L2

2ε
p−1+2α + κpεp

](

eκt − 1

κ

)

+

∫ t

0
eκs
[

(κ− pL1)|Xs|p +
p(p− 1)L2

2

2
|Xs|p−1+2α

]

ds. (4.9)

Phần (i): Xét p = 1. Ta chọn K(1, δ) =
2

log δ
, và κ = L1, thì với mỗi N > 0, ε > 0, và thời điểm
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dừng hữu hạn τ , ta có

E[|Xτ∧N |eL1(τ∧T )] ≤ εE
[

eL1(τ∧N)
]

+ ε+ |x0|+
[

(2L1 + L2)ε+
L2
2ε

2α

log δ

]

E

[

eL1(τ∧N) − 1

L1

]

≤ ε
(

eL1N + 1
)

+ |x0|+
[

(2L1 + L2)ε+
L2
2ε

2α

log δ

](

eL1N − 1

L1

)

.

Đầu tiên, cho δ ↑ ∞, và sau đó cho ε ↓ 0, ta có E[|Xτ∧N |eL1(τ∧N)] ≤ |x0|. Vì

|Xτ∧N |eL1(τ∧N) h.c.c−−−→ Xτe
L1τ khi N → ∞ nên theo Bổ đề Fatou, ta thu được

E
[

|Xτ |eL1τ
]

≤ |x0|. (4.10)

Điều này cùng với Bổ đề 4.1 suy ra (4.1).

Phần (ii): Xét p > 1. Vì 0 < λ < 1 ∧ (p− 1 + 2α) nên sử dụng bất đẳng thức Young, ta có

|Xs|p−1+2α ≤ 1− 2α

p− λ
|Xs|λ +

p− 1 + 2α− λ

p− λ
|Xs|p.

Từ (4.9),

|Xt|peκt ≤ εpeκt + pεp + |x0|p +
∫ t

0
eκsφ′δε(Xs)σ(s,Xs)dWs

+

[

p(L1 + L2 + κ)εp +
1

2
K(p, δ)L2

2ε
p−1+2α

](

eκt − 1

κ

)

+

∫ t

0
eκs
(

κ− pL1 +
p(p− 1)(p − 1 + 2α− λ)L2

2

2(p − λ)

)

|Xs|pds

+

∫ t

0
eκs

p(p− 1)(1 − 2α)L2
2

2(p− λ)
|Xs|λds

≤ εpeκt + pεp + |x0|p +
∫ t

0
eκsφ′δε(Xs)σ(s,Xs)dWs

+

[

p(L1 + L2 + κ)εp +
1

2
K(p, δ)L2

2ε
p−1+2α

](

eκt − 1

κ

)

+

∫ t

0
eκs

p(p− 1)(1 − 2α)L2
2

2(p− λ)
|Xs|λds, (4.11)

trong đó ta sử dụng đánh giá κ ≤ pL1 −
L2
2p(p− 1)(p − 1 + 2α− λ)

2(p − λ)
. Với mỗi N > 0, ε > 0,

và thời điểm dừng τ hữu hạn,

E

[

|Xτ∧N |peκ(τ∧N)
]

≤ εpeκN + pεp + |x0|p

+

[

p(L1 + L2 + κ)εp +
1

2
K(p, δ)L2

2ε
p−1+2α

](

eκN − 1

κ

)

+

∫ N

0

p(p− 1)(1 − 2α)L2
2

2(p− λ)
E

[

eκs|Xs|λ
]

ds.
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Cho ε ↓ 0, ta có

E

[

|Xτ∧N |peκ(τ∧N)
]

≤ |x0|p +
∫ N

0

p(p− 1)(1 − 2α)L2
2

2(p− λ)
E

[

eκs|Xs|λ
]

ds.

Từ (4.10) và bất đẳng thức Hölder, ta có E
[

eκs|Xs|λ
]

≤ |x0|λe(κ−λL1)s. Vì κ < λL1 nên

E

[

|Xτ∧N |peκ(τ∧N)
]

≤ |x0|p +
∫ N

0

p(p− 1)(1− 2α)L2
2

2(p − λ)
|x0|λe(κ−λL1)sds

≤ |x0|p +
p(p− 1)(1 − 2α)L2

2|x0|λ
2(p − λ)(λL1 − κ)

.

Cho N ↑ ∞ và áp dụng Bổ đề Fatou, ta thu được (4.2).

4.2. Chứng minh Định lí 4.2

Từ (2.2) ta có thể viết E
[

|Xh
(k+1)h|2

]

thành

E

[

|Xh
kh|2

]

+ 2hE
[

Xh
khbh(kh,X

h
kh)
]

+ h2E
[

|bh(kh,Xh
kh)|2

]

+ hE
[

|σh(kh,Xh
kh)|2

]

.

Theo các giả thiết A1, A2 và đánh giá |σh(kh,Xh
kh)| ≤ h−1/2e−2L1kh, ta có

E

[

|Xh
(k+1)h|2

]

≤
[

1− 2L1h

1− L2
2L

−1
1 h

+
L2
2h

2

(

1− L2
2L

−1
1 h

)2

]

E

[

|Xh
kh|2

]

+ e−4L1kh. (4.12)

Vì 1− 2L1h

1− L2
2L

−1
1 h

+
L2
2h

2

(

1− L2
2L

−1
1 h

)2 ≤ 1− 2L1h khi h <
L1

2L2
2

∧ 1

2L1
, nên từ (4.12) ta suy ra

E

[

|Xh
kh|2

]

≤ (1− 2L1h)
k|x0|2 +

k−1
∑

i=0

e−4L1(k−1−i)h(1− 2L1h)
i.

Sử dụng đánh giá ex ≥ x+ 1, ta có

E

[

|Xh
kh|2

]

≤ e−2L1kh|x0|2 +
k−1
∑

i=0

e−4L1(k−1−i)h−2L1ih.

Khi đó, sau vài đánh giá đơn giản, ta thu được

E

[

|Xh
kh|2

]

≤ |x0|2 + e2

2L1

e−2L1kh

h
. (4.13)

Hơn nữa, từ (2.2), ta có

E

[

|Xh
t |2
]

≤ 3
{

E

[

|Xh
ηh(t)

|2
]

+ h2E
[

|bh
(

ηh(t),X
h
ηh(t)

)

|2
]

+ hE
[

|σh(ηh(t),Xh
ηh(t)

)|2
]}

.

Sử dụng lại các đánh giá |bh(t, x)| ≤ 2L2|x| và |σh(t, x)| ≤ h−1/2e−2L1t, ta thu được

E

[

|Xh
t |2
]

≤ 3(1 + 4L2
2h

2)E
[

|Xh
ηh(t)

|2
]

+ 3e−4L1ηh(t).

Điều này kết hợp với (4.13) dẫn đến (4.4), trong khi (4.5) là một hệ quả trực tiếp của (4.4). Do đó,
ta có điều phải chứng minh.
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5. Lược đồ xấp xỉ không âm
Trong một số mô hình, nghiệm đúng Xt không âm. Đối với những mô hình này, ta cũng có

thể xây dựng một nghiệm xấp xỉ không âm, ổn định, và hội tụ tới nghiệm đúng với cùng tốc độ
như Xh

t . Thật vậy, ta sẽ chỉ ra rằng X̂h
t = |Xh

t | chính là nghiệm xấp xỉ thỏa mãn các yếu tố trên.

Corollary 5.1. Giả sử Xt ≥ 0 hầu chắc chắn với mỗi t ≥ 0. Xét lược đồ (2.1) với bh và σh xác

định bởi (4.3) và 0 < h < L1

2L2

2

∧ 1
2L1

. Đặt X̂h
t = |Xh

t |.

(i) Giả sử các giả thiết A2–A4 được thỏa mãn, thì tồn tại một hằng số dương

C(x0, L2, L3, L, T ) sao cho

sup
0≤t≤T

E[|X̂h
t −Xt|] ≤











Chα nếu 0 < α ≤ 1

2
,

C

log(1/h)
nếu α = 0.

và

E

[

sup
0≤t≤T

|X̂h
t −Xt|

]

≤











Ch2α
2

nếu 0 < α ≤ 1

2
,

C
√

log(1/h)
nếu α = 0.

(ii) Giả sử các giả thiết A1 và A2 được thỏa mãn. Giả sử b(t, 0) = σ(t, 0) = 0 với mọi t ≥ 0.

Khi đó, với mỗi ε > 0, ta đều có

lim sup
t→+∞

E

[

|X̂h
t |2e(2L1−ε)t

]

= 0.

Chứng minh. Phần (i) suy ra từ Định lí 3.1 và chú ý sau |X̂h
t −Xt| =

∣

∣|Xh
t | − |Xt|

∣

∣ ≤ |Xh
t −Xt|.

Phần (ii) suy ra trực tiếp từ Định lí 4.2.
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for stochastic differential equations with Hölder continuous diffusion coefficients. Braz. J.
Probab. Stat., 31 (1), pp. 24-40.

[8] X. Mao, 2015. The truncated Euler-Maruyama method for stochastic differential equations.
J. Comput. Appl. Math., 290, pp. 370-384.

[9] M. Hefter and A. Jentzen, 2019. On arbitrarily slow convergence rates for strong numerical

approximations of Cox-Ingersoll-Ross processes and squared Bessel processes. Finance and
Stochastics., 23, pp. 139-172.
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ABSTRACT

On stable numerical approximation for non autonomous
stochastic differential equations with Hölder continuous diffusion coefficient

Luong Duc Trong and Kieu Trung Thuy

Fuculty of Mathematics, Hanoi National University of Education

This paper discusses a numerical approximation for time depedent stochastic differential
equation with Hölder continuous diffusion coefficient. We introduce a new approximation scheme
and study its convergence in L1-norm. An important feature of the new scheme is that it preserves
the exponential stability as well as the non-negativity of the exact solution.

Keywords: Euler-Maruyama approximation.; Exponential stable; Hölder continuous;
Stochastic differential equation.
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